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Abstract. Recently Bi-CGSTAB as a variant of Bi-CG has been proposed for solving nonsymmetric linear

systems, and its attractive convergence behaviour has been confirmed in many numerical experiments. Bi-

CGSTAB can be characterized by its residual polynomial which consists of the product of the Lanczos

polynomial form from Bi-CG with other polynomial generated from two-term recurrence relations. In this

paper, we propose a unification and generalization of results involing product-type methods for the iterative

solution of nonsymmetric linear systems. A characteristic of this class of methods (that includes CGS,

Bi-CGSTAB, and Bi-CGSTAB2) is the relationship

$r_{n}=H_{n}(A)R_{n}(A)r_{0}$

where $r_{n}$ is the residual vector corresponding to the n-th iterate $x_{n}$ , and $R_{n}$ is the Lanczos polynomial

form. The polynomial $H_{n}$ in the product $H_{n}(A)R_{n}(A)$ is chosen to speed up $and/or$ stabilize convergence,

while satisfying a standard three-term recurrence relations. Such product-type methods can be regarded as

generalizations of Bi-CGSTAB. From the unification and generalization, we can see how CGS, Bi-CGSTAB,

and Bi-CGSTAB2 fit into a more general framework.
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1 まえがき

科学技術計算の分野においては, 我々は自然現象を記述
する偏微分方程式の解を数値的に求めることにしばしば遭
遇する. それは, 最終的に大規模でスパースな連立 1次方
程式

(1-1) $Ax=b$

を解くことに帰着されることが多い. 式 (1-1) の解を精度

良く求めることは応用分野で大変重要な位置を占めている.
対象とする問題が大規模になるにつれて, 記憶容量の増

大, 計算時間の長大化などの問題が起き, ガウス消去法を
はじめとする直接解法では対応しきれなくなっている. そ

のため, 計算効率と精度のよい反復解法の必要性が唱えら
れ, 研究も活発に行われている. 共役勾配系統の反復解法
は, スパースな問題を解くときの収束性が優れている [16].
特に急速に発展を遂げている前処理技術と併用することに

より収束性は驚くほど向上する [10, 11, 25]. 近年, 非対称

問題用のランチョスプロセス (Lanczos process)[9] に基づ

く反復解法の開発ぷ盛んに行われている.

本研究では, まず数値計算法で広く利用されるランチョ
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ス・プロセスを紹介する. そのランチョスプロセスに基

づいて, 対称行列用の共役勾配法 [8] を, それから非対称行

列用の双共役勾配法 [3] を導出することについて述べる. そ

こで, 我々はランチョス・プロセスに基づく積型反復解法
を一般化する手法を提案する. 即ち, ランチョスプロセ

スに基づく積型反復解法の定義を与え, 積型反復解法の設

計方針を定め, CGS 法, Bi-CGSTAB法を含む積型反復解
法のいくつかの実用的なアルゴリズムを導き出す [30].

2 ランチョス・プロセスと共役勾配法

共役勾配法 (Conjugate Gradient method, CG 法) の導
出と言えば, M. R. Hestenes と E. Stiefel によって提案さ

れた正値対称行列 $A$ の汎関数

(2-1) $f(x)= \frac{1}{2}(x,Ax)-(x, b)$

の最小点を逐次最小化法で求めるものと連想しがちである

が [8, 12, $15|$ , ここでは, ランチョスプロセスを利用して適

当な条件のもとで CG 法を導き出すことにする [13, 23, 24].

この導出方法は, CG 法を理解し, それを拡張する点にお

いて汎関数からの導出では得られない利点を持っている.

2.1 ランチョス・プロセス

正則な行列 $A$ と非零ベクトル $u_{0}$によって作られたベクトル

列 $\{u_{0},Au_{0}, \cdots, A^{n+1}u_{0}\}$ は一次独立であると仮定する. そ

のとき, ベクトノレ列 $\{u_{0}, Au_{0}, \cdots, A^{n+1}u_{0}\}$ にグラムシュミ

ットの直交イヒ法 (Gram-Schmidt orthogonalization) を施す

と, その列で張られたクリロフ部分空間 (Krylov subspace)
$Span\{u_{0}, Au_{0}, \cdots , A^{n+1}u_{0}\}$ の直交系 $v_{0},$ $v_{1},$ $\cdots,$ $v_{n+1}$を生

成することができる. $v_{n+1}$は次のように $n+1$ 次多項式
$P_{n+1}(\lambda)$ によって表せるので,

(2-2) $v_{n+1}=P_{n+1}(A)u_{0}$ ,

容易に確かめられるように, $v_{n+1}$ は次の漸化式によって計

算される.

(2-3) $v_{n+1}= \alpha_{n}(Av_{n}-\sum_{k=0}^{n}\frac{(Av_{n},v_{k})}{(v_{k},v_{k})}v_{k})$ .

ただし, パラメータ $\alpha_{n}$ は $v_{n+1}$のスケーリング (Scaling)係

数である. 式 (2-3) のように正則な行列 $A$ と非零ベクトル $u_{0}$

から直交系を作ることは, アルノルディプロセス (Arnoldi

process) と呼ばれる $[1, 17]$ .

次に, アルノルディ・プロセスを正値対称行列 $A$ に適川

すると, 漸化式 (2-3) は次のようになる.

(2-4) $v_{n+1}= \alpha_{n}(Av_{n}-\sum_{k=0}^{n}\frac{(v_{n},Av_{k})}{(v_{k},v_{k})}v_{k})$ .

式 $Av_{k}=AP_{k}(A)u0$から Av\sim は $v_{0},$ $v_{1,}v_{k+1}$ の線形結

合で表されることがわかる. $v_{0},$ $v_{1},$ $\cdots,$ $v_{k}$は直交系である

ため,

(2-5) $(v_{n}, Av_{k})=0$ , $(k\leq n-2)$ .

が成り立つ. したがって, 漸化式 (2-4) の右辺は, 結局次の

3項漸化式になる.

(2-6) $v_{n+1}$ $=$ $\alpha_{n}(Av_{n}-\frac{(v_{n},Av_{n})}{(v_{n},v_{n})}v_{n}$

$-$ $\frac{(v_{n},Av_{n-1})}{(v_{n-1},v_{n-1})}v_{n-1}$ ).

すなわち, vn+lはそれまでのすべての vkでなく直前の二

項だけで求められる. これはアルノルディプロセスの特殊

なケースであり, ランチョスプロセス (Lanczos process)

と呼ばれる [9]. ランチョスプロセスは, 数値解析の多く
の分野において有用であり, 固有値解析 (ランチョスプロ

セスが発見されたきっかけ), 直交多項式, Stieltjes連分数

などへの応用は, その典型例である [241.

22 ランチョスプロセスに基づく共役勾配法
の導出

この節で, 我々はランチョスプロセスからどのような
過程を辿って正値対称問題のための CG 法を導出するかに
ついて述べる. ただし, この節を通じそ式 (1-1) の係数行列
$A$ は正値対称とする.

初期近似解を $x_{0}$ とし, 初期残差 b–Axo を $r_{\dot{0}}$ とする.

そのとき, ベクトル列 $\{r_{0},Ar_{0}, \cdots,A^{n-1}r_{0}\}$ を $V_{n}(A;r_{0})$

で表し, 初期残差 $r_{0}$から形成されたクリロフ部分空間
$Span\{r0, Ar_{0}, \cdots, A^{n-1}r_{0}\}$ を $K_{n}(A;r_{0})$ で表す.

ここで次に述べる二つの条件の下で共役勾配法の導出を

考える.

条件 : クリロフ部分空間 $K_{n+1}(A;r_{0})$ から次のように

近似解 $x_{n+1}$ を作り出す.

(2-7) $x_{n+1}=x_{0}+z_{n+1},$ $z_{n+1}\in K_{n+1}(A;r_{0})$ .
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.その近似解 $x_{n+1}$ に対応する残差 $r_{n+1}$は次のようになる.

(2-8) $r_{n+1}$ $:=b-Ax_{n+1}=r_{0}-Az_{n+1}$ .

そこで, $r_{n+1}\in K_{n+2}(A;r_{0})$ であることがわかる.

条件 : 近似解 $x_{n+1}$に対応する残差 $r_{n+1}$ は次のようにガ

レルキン条件 (Galerkin condition) を満たす $[17|$ .

(2-9) $r_{n+1}\perp K_{n+1}(A, r_{0})$ .

式 (2-9) は残差列 $\{r_{0}, r_{1}, \cdots,r_{n+1}\}$ がクリロフ部分空間
$K_{n+2}(A;r_{0})$ の直交系であることを意味する. したがって,

残差列 $\{r_{0}, r_{1}, \cdots,r_{n+1}\}$ がグラムシュミットの直交化法

によって作られることがわかる. そのとき, $V_{n+2}(A;r_{0})$ に

ランチョスプロセスを施すと, 残差 $r_{n+1}$ を次の 3項漸化
式で形成することができる.

(2-10) $r_{1}$ $=$ $\alpha_{0}(Ar_{0}-\frac{(r_{0},Ar_{0})}{(r_{0},r_{0})}r_{0})$ ,

(2-11) $r_{n+1}$ $=$ $\alpha_{n}Ar_{n}-\alpha_{n}\frac{(r_{n},Ar_{n})}{(r_{n},r_{n})}r_{n}$

$-$ $\frac{\alpha_{n}(r_{n},r_{n})}{\alpha_{n-1}(r_{n-1},r_{n-1})}r_{n-1}$ .
.

ただし, 式 (2-6) のスケーリング係数\alpha nは $r_{n+1}=r_{0}-$

$Az_{n+1}(z_{n+1}\in K_{n+1}(A;r_{0}))$ の形を瀬たすように決められ,

次の漸化式を満たす.

(2-12) $\alpha_{0}$ $=$ $- \frac{(r_{0},r_{0})}{(r_{0},Ar_{0})}$ ,

(2-13) $\alpha_{n}$ $=$
$- \frac{1}{\frac{(r_{n},Ar_{n})}{(r_{\hslash},r_{n})}+\frac{1}{\alpha_{n-1}}\frac{(r_{n},r_{n})}{(rr,)}}$ .

そこで, 補助ベクトル $p_{n}$ を次のように導入する.

(2-14) $p_{n}=(z_{n+1}-z_{n})/\alpha_{n}\in K_{n+1}(A;r_{0})$.

そのとき, 式 (2-8) から隣合う二つの残差の差 $r_{n+1}-r_{n}$

は, 補助ベクトル $Pn$で表せることがわかる.

(2-15) $r_{n+1}-r_{n}=-\alpha_{n}Ap_{n}$ .

これを式 (2-11) に代入し, 式 (2-13) を用いて整理すると,
ベクトル $p_{n}$に関する漸化式

(2-16) $p_{n+1}=r_{n+1}+\beta_{n}p_{n}$ .

が得られる. ただし, $\beta_{n}=\frac{(r..\downarrow\cdot 1^{f}n\neq 1)}{(r_{n}’,r_{n})}$ とする.

一方, パラメータ $\alpha_{n}$は補助ベクトル $p_{n}$ を用いて次のよう
に求めることができる. 式 (2-9) と式 (2-14) により, 残差

$r_{n+1}$ は $p_{n}$ と直交することがわかる. したがって, 式 (2-15)

により, $\alpha_{n}$の計算式は次のようになる.

(2-17) $\alpha_{n}=\frac{(p_{n},r_{n})}{(p_{n},Ap_{n})}$ .

また, 式 (2-16) から, $(p_{n+1}, r_{n+1})=(r_{n+1)}r_{n+1})$ かゞ成り

立つことがわかり, $\alpha_{n}$の計算式は次のように書ける.

(2-18) $\alpha_{n}=\frac{(r_{n},r_{n})}{(p_{n},Ap_{n})}$

$\alpha_{n}$ と $\beta_{n}$の計算式を使うと, $r_{n+1}$ に関する 3項漸化式は結
局, 次のようになる :

(2-19) $r_{1}$ $=$ $r_{0}-\alpha_{0}Ar_{0}$ ,

(2-20) $r_{n+1}$ $=$ $(1+ \frac{\beta_{n-1}}{\alpha_{n-1}}\alpha_{n})r_{n}-\alpha_{n}Ar_{n}$

$-$ $\frac{\beta_{n-1}}{\alpha_{n-1}}\alpha_{n}r_{n-1}$ , $n=1,2,$ $\cdots$ .

また, 式 (2-14) により, 近似解 $x_{n+1}$は次の漸化式で計算

できる.

(2-21) $x_{n+1}=x_{0}+z_{n+1}=x_{n}+\alpha_{n}p_{n}$ .

以上のことをまとめると, 正値対称行列 $A$ を係数にもつ

連立 1次方程式 (1-1) の解を求める CG 法のアルゴリズム
が得られる. ただし $\epsilon$は収束判定定数とする (以下同じ).

ALGORITHM 1 CG法

Choose an initial guess $x_{0}$ ,
and set $p0=r_{0}=b-Ax_{0}$ .
For $n=0,1,$ $\cdots$ until $||r_{\mathfrak{n}}||\leq\epsilon||b||$ do :

$\alpha_{n}=\frac{(r_{n},r_{n})}{(p_{n},Ap_{n})}$

$x_{\mathfrak{n}+1}=x_{n}+\alpha_{n}p_{n}$ ,
$r_{n+1}=r_{n}-\alpha_{n}Ap_{n}$ ,

$\beta_{n}=\frac{(r_{n+1},r_{n+1})}{(r_{n},r_{n})}$ ,

$p_{n+1}=r_{n+1}+\beta_{n}p_{n}$ ;

CG 法のアルゴリズムに現れるベクトルダ|J $r_{n},$ $Pn$ に対し

て, 次の重要な性質が成り立つ.

. $(r_{i}, r_{j})=0,$ $i\neq j$ ; (orthogonality property)

. $(p_{i}, Ap_{j})=0,$ $i\neq j$ . (conjugacy property)
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残\S 差 FIJ $\{r_{0}, r_{1}, \cdots, \}$ が直交列であるので, 残差 $r_{N}$は高々
$N$回の反復でゼロになる. これは CG 法が直接解法として
収束することを理論的に裏付ける. しかし, 実際の応用問
題を解くときに, CG 法は前処理技術との併用で反復解法
として利用されることが多い. 反復解法としての収束性も
すでに理論的に解決された $[20, 13]$ .
共役勾配法の導出において, 残差 $r_{n}$ と補助ベクトル $p_{n}$が

多項式 $R_{n}(\lambda)$ と $P_{n}(\lambda)$ によって表せることがわかる.

(2-22) $r_{n}=R_{n}(A)r_{0}$ , $Pn=P_{n}(A)r_{0}$ .

特に $R_{\mathscr{O}}(\lambda)$ はランチョス多項式と呼ばれ, 次の 3項漸化
式を満たす. [22]

(2-23) $R_{0}(\lambda)$ $=$ 1,

(2-24) $R_{1}(\lambda)$ $=$ $(1-\alpha_{0}\lambda)R_{0}(\lambda)$ ,

(2-25) $R_{n+1}(\lambda)$ $=$ $(1+ \frac{\beta_{n-1}}{\alpha_{n-1}}\alpha_{n}-\alpha_{n}\lambda)R_{n}(\lambda)$

$-$ $\frac{\beta_{n-1}}{\alpha_{n-1}}\alpha_{n}R_{n-1}(\lambda)$ , $n=1,2,$ $\cdots$ .

ただし, $R_{n}(0)=1$ . この 3項漸化式がランチョス・プロセ

スに基づく積型反復解法の導出において重要な公式である
ことを注意しておく. また, 多項式 $R_{m}(\lambda)$ と $P_{n}(\lambda)$ は次の
交替漸化式を満たす.

(2-26) $R_{0}(\lambda)=1,$ $P_{0}(\lambda)=1$ ;

(2-27) $R_{m+1}(\lambda)=R_{n}(\lambda)-\alpha_{n}\lambda P_{n}(\lambda)$ ;

(2-28) $P_{n+1}(\lambda)=R_{n+1}(\lambda)+\beta_{n}P_{n}(\lambda)$ .

3 双共役勾配法

この節では, 非対称行列をもつ式 (1-1) の解法のーっ, 双
共役勾配法 (Bi-Conjugate Gradient method, Bi-CG 法) の
導出について述べる.

正値対称問題の CG 法の導出と同様に, まず次の条件を
考える.

条件 : 近似解 $x_{n+1}$ をクリロフ部分空間 $K_{n+1}(A;r_{0})$ か

ら作り出す.

(3-1) $x_{n+1}=x_{0}+z_{n+1},$ $z_{n+1}\in K_{n+1}(A;r_{0})$ .

その近似解 $x_{n+1}$ に対応する残差 $r_{n+1}$は次のようになる.

(3-2) $r_{n+1}$ $:=b-Ax_{n+1}=r_{0}-Az_{n+1}$ .

そこで, $r_{n+1}\in K_{n+2}(A, r_{0})$ であることがわかる.

クリロフ部分空間 $K_{n+1}(A;r_{0})$ から前節のガレルキン条

件 (2-8) を満たすような残差列 $r_{n}$をアルノルディプロセ

スを用いて作り出すことができる. アルノルディプロセス

によって作られた反復解法は一般に GMRES 法と呼ばれる.

GMRES法は, CG法のように簡単かつ明瞭な 3項漸化式を
満たさないため, 計算量, 記憶容量とも多くなる. しかし,

記憶容量を減らすよう考慮したリスタート版 GMRES(k) 法
は非対称問題に有効である [18].

一方, ランチョスプロセスは正値対称行列にしか適用

できないため, 前章のガレルキン条件 (2-9) を満たすような

残差の列 $\{r_{n}\}$ は, 3項漸化式 (2-20) から生成できない. そ

こで, 新しいクリロフ部分空間 $K_{n+1}(A^{T}, r_{0}^{*})$ を利用して,

次の条件を考える.

条件 : 近似解 $x_{n+1}$に対応する残差 $r_{n+1}$ は次のようなガ

レルキン条件 (2-9) を満たす [9].

(3-3) $r_{n+1}\perp K_{n+1}(A^{T}; r_{0}^{*})$ .

そうすると, 条件 (3-1) と条件 (3-3) を満たす残差の列 $r_{0}$ ,

$r_{1)}\cdots,$ $r_{n+I}\in K_{n+2}(A;r_{0})$ は 3項漸化式 (2-20) によって

生成することができる.

そのとき, 式 (2-14) と同じように $p_{n}(\in K_{n+1}(A;r_{0}))$ を

定義すると, 3項漸化式 $(2- 19)\sim(2- 20)$ より, 次の漸化式が
得られる.

(3-4) $r_{n+1}=r_{n}-\alpha_{n}Ap_{n}$ ,

(3-5) $p_{n+1}=r_{n+1}+\beta_{n}p_{n}$ .

条件 (3-3) より, $((A^{T})^{n}r_{0}^{*}, r_{n\dagger 1})=0$ がわかり, したがっ

て, $\alpha_{n}$は次のように表せる.

(3-6) $\alpha_{n}=\frac{((A^{T})^{n}r_{0}^{*},r_{n})}{((A^{T})^{n}r_{0}^{*},Ap_{n})}$

また, 条件 (3-3) と式 (3-4) より, 次の式が成り立つ.

(3-7) $Ap_{n}\perp K_{n}(A^{T};r_{0}^{*})$ .

したがって, 式 (3-5) により,

(3-8) $0=((A^{T})^{n}r_{0}^{*}, Ap_{n+1})=((A^{T})^{n+1}r_{0}^{*},p_{n+1})=$

$((A^{T})^{n+1}r_{0}^{*}, r_{n+1})+\beta_{n}((A^{T})^{n+1}r_{0}^{*},p_{n})=$

$((A^{T})^{n+1}r_{0}^{*}, r_{n+1})+\beta_{n}((A^{T})^{n}r_{0}^{*}, Ap_{n})$ .
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が成り立つ. 鳳の計算は

(3-9) $\beta_{n}=-\frac{((A^{T})^{n+1}r_{\dot{0})}r_{n+1})}{((A^{T})^{n}r_{0}^{*},Ap_{n})}$

となり, $\alpha_{n}$の計算式 (3-6) を利用すると,

(3-10) $\beta_{n}=-\alpha_{n}\frac{((A^{T})^{n+1}r_{0}^{*},r_{n+1})}{((A^{T})^{n}r_{0}^{*},r_{n})}$

となる.

そこで, クリロフ部分空間 $K_{n+2}(A^{T} ; r_{0}^{*})$ において, 次の
ように補助ベクト)\iota ,列 $r_{0}^{*},$ $r_{1}^{*},$

$\cdots,$ $r_{n+1}^{*}$ と $p_{0}^{*},$ $p_{1}^{*},$
$\cdots,$ $p_{n+1}^{*}$

を導入する.

(3-11) $r_{n+1}^{*}=r_{n}^{*}-\alpha_{n}A^{T}p_{n)}^{*}$

(3-12) $p_{n+1}^{*}=r_{n+1}^{*}+\beta_{n}p_{n}^{*}$ ,

ただし, $p_{0}^{*}=r_{0}^{*}=r_{0}$ . そのとき, 補助ベクトル $r_{n}^{*},$ $p_{n}^{*}$ を

次のように展開することができる.

(3-13) $r_{n}^{*}=R_{n}(A^{T})r_{0}^{*}=((-1)^{n} \prod_{i=0}^{n-1}\alpha_{i})(A^{T})^{n}r_{0}^{*}+z_{1}$;

(3-14) $p_{n}^{*}=P_{n}(A^{T})r_{0}^{*}=((-1)^{n} \prod_{i=0}^{n-1}\alpha_{i})(A^{T})^{n}r_{0}^{*}+z_{2}$,

ただし, $z_{1},$ $z_{2}\in K_{n}(A^{T}, r_{0}^{*})$ . したがって, 条件 (3-3) と

条件 (3-7) より, $\alpha_{n}$の計算式 (3-6) と $\beta_{n}$の計算式 (3-10) は

補助ベクトル嬬, $p_{n}^{*}$で表現できる.

(3-15) $an= \frac{(r_{n}^{*},r_{n})}{(p_{n}^{*},Ap_{n})}$ , $\beta_{n}=\frac{(r_{n+1}^{*},r_{n+1})}{(r_{n}^{*},r_{n})}$ .

以上のことをまとめると, 非対称行列のための Bi-CG 法
のアルゴリズムが得られる [3].

ALGORITHM 2 Bi-CG法
Choose an initial guess $x0$ ,
and set $p_{\dot{0}}=r_{\dot{0}}=p_{0}=r_{0}=b-Ax_{0}$ .
For $n=0,1,$ $\cdots$ until $||r_{n}||\leq\epsilon||b|$ } do:

$a_{n}=\frac{(r_{n},r_{n})}{(p_{\dot{n}},Ap_{n})})$

$x_{n+1}=x_{n}+\alpha_{n}p_{n}$ ,
$r_{n+1}=r_{n}-\alpha_{n}Ap_{n}$ , $r_{\dot{n}+1}=r_{\dot{n}}-\alpha_{n}A^{T}p_{n}$ ,

$\beta_{n}=\frac{(r_{n+1},r_{n+1})}{(r_{\dot{n}},r_{n})}$
ツ

$p_{n+1}=r_{n+1}+\beta_{n}p_{n}$ , $p_{\dot{n}+1}=r_{n+1}^{*}+\beta_{n}p_{\dot{n}}$ ;

ここで, 3項漸化式 $(2- 23)\sim(2- 25)$ と交替漸化式 $(2- 26)\sim(2-$

$28)$ を満す多項式 $R_{\triangleleft\eta}$ と瑞を使うと, $r_{n},$ $Pn’ r_{n}^{*},$ $p_{n}^{*}$ は CG
法と同様に下記の形で書ける.

(3-16) $r_{n}=$ 瑞 $(A)r_{0}$ , $p_{n}=P_{n}(A)r_{0}$ ,

(3-17) $r_{n}^{*}=R_{n}(A^{\mathcal{T}})r_{0}^{*}$ , $p_{n}^{*}=P_{n}(A^{\mathcal{T}})r_{0}^{*}$ .

一般的に, Bi-CG 法は, その効率の観点から次の二つ改
良すべき点が挙げられる.

. クリロフ部分空間 $K_{n+1}(A^{T}; r_{0}^{*})$ (ベクトル列 $r_{0)}^{*}r_{1}^{*}$ ,

..., $r_{n}^{*}$ ) を作るために, $A^{T}$ とベクトルの積を反復毎に計
算しなければならないこと,

. ベクトル嬬は, 残差 $r_{n}$ とともにゼロに収束するが,

そのことはアルゴリズムで直接に生かされていないこと.

4 積型反復解法とその一般化

Bi-CG 法を改良する研究において, 先駆的な成果のーっ
として IDR 法 (Induced Dimension Reducion method) が
ある [27]. 応用問題に効率的でなかったためか\searrow IDR 法は
あまり知られていない. しかし, この研究に現れた手法は
のちに, 積型反復解法の開発にヒントを与え, IDR法その
自身は著名な Bi-CGSTAB 法に再整理された [26]. その後,
Bi-CG 法の再構成に当たって, 積型反復解法として最も早
く脚光を浴びたのは自乗共役勾配法 (Conjugate Gradient-
Squared method, CGS 法) である [21]. CGS 法では, 残差

rn を構成するために, Bi-CG 法に現れたランチョス多項式
ム $(\lambda)$ は次のように使われる.

(4-1) $r_{n}$ $:=R_{n}(A)R_{n}(A)r_{0}$ .

ここで, 亀 (A)Rn(助という二つの多項式の積の形をとる
ことで, Bi-CG 法を構成したときに必要となったクリロフ
部分空間 $K_{n}(A^{T}, r_{0}^{*})$ は作らなくてもよいことになった. し

かし, CGS 法が高い収束性を持っていることが多くの数値
実験で実証されていた一方で $[12, 14]$ , それが不安定なこと
もよく知られている $[26, 29]$ . このような CGS 法の収束性
のよい面/わるい面の両面性が考慮され, Bi-CGSTAB 法と
名付けられた積型反復解法は考案された [26]. Bi-CGSTAB
法では, 下記の漸化式を満たす多項式 $Q_{n}(A)$

(4-2) $Q_{n+1}(\lambda)=(1-\omega_{n}\lambda)Q_{n}(\lambda)$ .

が新たに導入され, それとランチョス多項式との積から残
差 $r_{n}$は定義された.

(4-3) $r_{n}$ $:=Q_{n}(A)R_{n}(A)r_{0}$ .
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ここで, パラメータ $\omega_{n}$は残差 $r_{n+1}$のノルムを最小にするよ

うに決められる. Bi-CGSTAB 法は優れた収束性を示して
いる [2, 5, 6, 7, 29].

実際には, Bi-CGSTAB法の多項式 $Q_{n}(\lambda)$ は GMRES(I)

法の残差多項式であるとでも解釈できる. したがって,

$Q_{n}(\lambda)$ の代わりに GMRES(k) 法の多項式を用いると, Bi-

CGSTAB 法を一般化したアルゴリズム Bi-CGSTAB(L) を

構成することができる [191. 例えば, GMRES(2) 法の多項

式 $\ovalbox{\tt\small REJECT}$

(4-4) $\tau_{2n+1}(\lambda)$ $:=(1-\chi_{n}\lambda)\tau_{2n}(\lambda)$ ,

(4-5) $\tau_{2n+2}(\lambda)$ $:=(\zeta_{n}+\eta_{n}\lambda)\tau_{2n+1}(\lambda)+(1-\zeta_{n})\tau_{2n}(\lambda)$ .

$(A)$ まず, ランチョス多項式瑞を決定するために必要
となるパラメータ $a_{n}$ と $\beta_{n}$を計算する公式を導く.

$(B)-$そして, 多項式列 $H_{n}$ を逐次的に計算する公式を

設計する. これが最も重要なことである.

また, より効率のいい積型反復解法を作るために, 我々

は以下の観点から多項式 $\Pi_{n}$の設計方針を与える.

$(C)$ 解法の記憶容量, 反復毎の演算量を抑える意味で,

$H_{n}$を短い漸化式で計算でき, さらに安定した収束性能

を持つように, 多項式 $H_{n}$ を決定するために必要とな

るパラメータを計算する公式を与える.

を使うと, Bi-CGSTAB2法は導出できる. そのとき, 残差

$r_{n}$は次のように定義される [4].

(4-6) $r_{n}$ $:=\tau_{n}(A)R_{n}(A)r_{0}$ .

Bi-CGSTAB(L) 法は, GMRES(k) 法の多項式を利用す
るため, GMRES(k) 法と同じように多くの計算量と記憶容
量, しかも反復毎に最小二乗法を解く必要がある.

4.1 積型反復解法の定義

そこで, 我々は Bi-CGSTAB(L) 法と違ったアプローチで,

ランチョスプロセスに基づく積型反復解法を一般化する

手法を次のように提案する.
まず, Bi-CG法の残差 $r_{0},$ $r_{1},$ $\cdots,$ $r_{n}$列が収束するとする.

そのとき, 我々は適当な手続きで多項式列 $H_{0},$ $H_{1},$
$\cdots,$

$H_{n}$

を生成し, $H_{0}(A)r_{0},$ $H_{1}(A)r_{1)}\cdots,$ $H_{n}(A)r_{n}$ を用いて, $r_{0}$ ,

$r_{1},$ $\cdots,$ $r_{n}$の収束の加速をはかることを考える. ただし, $H_{n}$

は最高次係数がゼロでない $n$ 次多項式で, 条件 $H_{n}(0)=1$

を満たす.

そこで, 我々は $H_{n}(A)r_{n}$を近似解の残差と特徴付ける解

法を積型反復解法と呼ぶ. 言い換えれば, 積型反復解法の
残差 $r_{n}$ を次の式で定義する.

(4-7) $r_{n}$ $:=R_{n}(A)H_{n}(A)r_{0}=b-Ax_{n}$ .

多項式 $H_{n}$がわかれば, 式 (4-7) から残差 $r_{n}$ を計算し, さ

らに近似解 $x_{n}$を求めることができる. 多項式 $H_{n}$が $R_{\eta}$ に

なるとき, CGS 法は得られる. 多項式 $H_{n}$が $Q_{n}/\tau_{n}$になる

と, $Bi$-CGSTAB 法/Bi-CGSTAB2法は得られる.

しかし, 積型反復解法のアルゴリズムを具体的に作る段
階で, 次の問題点を解決しなければならない.

4.2 残差多項式の再構成

ランチョスプロセスに現れた 3項漸化式は我々に新し
い積型反復解法を生み出すヒントを与えてくれた. ここで,

我々は二つ独立な変数 $n$
と $\eta_{n}$ を導入し, 新しい多項式 $H_{n}$

を次の 3項漸化式を満たすように設計する.

(4-8) $H_{0}:=1$ ,

(4-9) $H_{1}$ $:=(1-\zeta_{0}\lambda)H_{0}$ ,

(4-10) $H_{n+1}$ $:=(1.+\eta_{n}-\zeta_{n}\lambda)H_{n}-\eta_{n}H_{n-1}$ .

ただし, $\zeta_{n}$ と $\eta_{n}$ とは未確定のパラメータである.

4.3 漸化式による反復ベクトルの計算

交替漸化式 $(2- 26)\sim(2- 28)$ , また $H_{n}$の定義から, 多項式

族 Rn Hn’ $P_{n}H_{n},$ $R_{n+1}H_{n\prime}R_{n+}H_{n-1},$ $P_{n+1}H_{n}$ に関す

る漸化式を作ることができる.

(4-11) $R_{n+1}H_{n+I}$ $=$ $(1+\eta_{n})R_{n+1}H_{n}$

$-$ $\eta_{n}R_{n+1}H_{n-1}\zeta_{n}-\lambda R_{\hslash+1}H_{n}$ ;

(4-12) $P_{n+1}H_{n+1}$ $=$ $R_{n+1}H_{n+1}+\beta_{n}(1+\eta_{n})P_{n}H_{n}$

(4-13) $-$ $\beta_{n}\eta_{n}P_{n}H_{n-1}-\beta_{n}\zeta_{n}\lambda P_{n}H_{n}$ ;

(4-14) $R_{n+1}H_{n}$ $=$ $R_{m}H_{n}-\alpha_{n}\lambda P_{n}H_{n}$ ;

(4-15) $R_{n+1}H_{n-1}$ $=$ $R_{n}H_{n-1}-\alpha_{n}\lambda P_{n}H_{n-1}$ ;

(4-16) $P_{n+1}H_{n}$ $=$ $R_{n+1}H_{n}+\beta_{n}P_{n}H_{n}$ .

ここで, 下記の補助ベクトルを用意し,

$p_{n}$ $:=P_{n}(A)H_{n}(A)r_{0}$ , $w_{n}$ $:=P_{n+1}(A)H_{n}(A)r_{0}$ ,

$t_{n}$ $;=R_{n+1}(A)H_{n}(A)r_{0}$ , $s_{n}$ $:=R_{n+1}(A)H_{n-1}(A)r0$ ,
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式 $(4- 11)\sim(4- 16)$ から式 (4-7) で定義された積型反復解法の

残差 $r_{n}$を計算する漸化式を得ることができる.

(4-17) $r_{n+1}$ $=$ $(1+\eta_{n})t_{n}-\eta_{n}s_{n}-\zeta_{n}At_{n}$ ;

(4-18) $Pn+1$ $=$ $r_{n+1}+\beta_{n}(1+\eta_{n})p_{n}-\beta_{n}\eta_{n}w_{n-1}$

$-$ $\beta_{n}\zeta_{n}Ap_{n}$ ;

(4-19) $t_{n}$ $=$ $r_{n}-\alpha_{n}Ap_{n}$ ;

$(4arrow 20)$ $s_{n}$ $=$ $t_{n-1}-\alpha_{n}Aw_{n-1}$ ;

(4-21) $w_{n}$ $=$ $t_{n}+\beta_{n}p_{n}$ .

さらに残差 $r_{n}$の定義式 (4-7) と漸化式 $(4arrow 17)$ から, 近似

解 $x_{n}$の漸化式を得ることができる.

(4-22) $x_{n+1}$ $=$ $-\eta_{n}(x_{n-1}+\alpha_{n-1}p_{n-1}+\alpha_{n}w_{n-1})$

$+$ $(k+\eta_{n})(x_{n}+\alpha_{n}p_{n})+\zeta_{n}t_{n}$ .

44 $\alpha_{n}$ と\beta nの計算式

多項式 $H_{n}$の最高次項の係数が $(-1)^{n} \prod_{i=0}^{n-1}\zeta$;であるので,

次の式が成立することがわかる.

(4-23) $(r_{0}^{*}, r_{n})=((-1)^{n} \prod_{i=0}^{n-1}\zeta:)((A^{\mathcal{T}})^{n}r_{0}^{*}, R_{n}(A)r_{0})$,

(4-24) $(r_{0}^{*},Ap_{n})=((-1)^{n} \prod_{*=0}^{n-1}\zeta_{*}\cdot)((A^{T})^{n}r_{0}^{*}, AP_{n}(A)r_{0})$.

したがって, 式 (3-6) と (3-10) から, $\alpha_{n}$ と $\beta_{n}$の計算式が
わかる.

(4-25) $\alpha_{n}=\frac{(r_{0}^{*},r_{n})}{(r_{0}^{*},Ap_{n})}\beta_{n}=\frac{a_{n}}{\zeta_{n}}$ . $\frac{(r_{0}^{*},r_{n+1})}{(r_{0}^{*},r_{n})}$

この節では, 本研究の目的の一部分, 即ち, 多項式の設計
を完成し, パラメータ $\alpha_{n}$ と $\beta_{n}$の計算式を与えた. それから,

パラメタ $\zeta_{n}$ と $\eta_{n}$ は適当な手段で与えられるとすると, 新し

い積型反復解法を導き出すことができる. これは第 5節で

論じる.

5 積型反復解法の様々な変形

51 既存解法の再導出

511 CGS 法

$\zeta_{n}=\alpha_{n},\eta_{n}=\beta_{n}$のときの積型反復解法を考える. そのと
き, $H_{n}(\lambda)=$ 五 $(\lambda)$ となり, 残差 $r_{n}=R$ (A)&(A)ro と

なる. これは式 (4-1) と一致する. ここで, CGS 法の導出

を割愛するが, 詳細な導出については, $[15, 21]$ に参照する.

CGS 法は次のようにまとめられる.

ALGORITHM 3 CGS 法

Choose an initial guess $x0$ ,

and set $r0=p0=e_{0}=r0=b-Ax0$ .
For $n=0,1,$ $\cdots$ until $||r_{n}||\leq e||b||$ do:

$\alpha_{n}=\frac{(r_{\dot{0}},r_{n})}{(r_{\dot{0}},Ap_{n})}$ ,

$h_{n+1}=e_{n}-\alpha_{n}Ap_{\dot{n}}$ ,
$x_{n+1}=x_{n}+\alpha_{n}(e_{\mathfrak{n}}+h_{n+1})$ ,
$r_{n+1}=r_{\mathfrak{n}}-\alpha_{n}A(e_{n}+h_{n+1})$,

$\beta_{n}=\frac{(r_{\dot{0}},r_{n+1})}{(r_{\dot{0}},r_{n})}$,

$e_{n+1}=r_{n+1}+\beta_{n}h_{n+1}$ ,
$Pn+1=e_{n+1}+\beta_{n}(h_{n+1}+\beta_{n}p_{n})$ ;

5.1.2 Bi-CGSTAB 法

$\eta_{n}=0$ とおき, $\zeta_{n}$ を残差 $r_{n+1}$のノルムを最小にするよう

に決めることを考える. そのとき, 残差 $r_{n}$ は式 (4-3) と一

致する. ここで, Bi-CGSTAB 法の導出を割愛するが, 詳

細な導出については, $[26, 28]$ に参照する.

.Bi-CGSTAB 法は次のようにまとめられる.

ALGORITII $M$ 4Bi-CGSTAB法

Choose an initial guess $x_{0}$ ,

and set $r_{0}=p0=r_{0}=b-Ax0$ .
For $n=0,1,$ $\cdots$ , until $||r_{n}||\leq\epsilon||b||$ do :

$\alpha_{n}=\frac{(r_{\dot{0}},r_{n})}{(r_{\dot{0}},Ap_{n})}$ ,

$t_{n+1}=r_{n}-\alpha_{n}Ap_{n}$ ,

$\zeta_{n}=\frac{(t_{n+1},At_{n+1})}{(At_{n+1},At_{n+1})}$

$x_{n+1}=x_{n}+a_{n}p_{n}+\zeta_{n}t_{n+1}$ ,
$r_{n+1}=t_{n+1}-\zeta_{n}At_{n+1}$ ,

$\beta_{n}=\frac{\alpha_{n}}{\zeta_{n}}\cdot\frac{(r_{\dot{0}},r_{n+1})}{(r_{\dot{0}},r_{n})}$ ,

$p_{n+1}=r_{n+1}+\beta_{n}\langle p_{n}-\zeta_{n}Ap_{n}$ );

S.2 新しい解法の導出

5.2.1 $GPBi- CG(\omega)$ 法

我々は\eta n $=\omega$ と固定し, $\zeta_{n}$ を残差 $r_{n+1}$のノルムを最小に

するように決めることを考える. そのときの積型反復解法
を GPBi-CG $(\omega)$ 法と名付ける.

$GPBi- CG(\omega)$ 法は次のようにまとめられる.
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ALGORITHM 5 GPBi-CG $(\omega)$ 法

Choose an initial guess $x_{0}$ ,
and set $r_{\dot{0}}=p_{0}=r_{0}=b-Ax0,$ $w_{-1}=t_{-1}=0$ .
For $n=0,1$ , – until I $r_{n}||\leq\epsilon$ I $b$ I do:

$\alpha_{n}=\frac{(r_{\dot{0}},r_{n})}{(r_{\dot{0}},Ap_{n})}$ ,

$s_{n}=t_{n-1}-\alpha_{n}Aw_{n-1}$ ,
$t_{n}=r_{n}-a_{n}Ap_{n}$ ,

$\zeta_{\mathfrak{n}}=\frac{(t_{n}+\omega(t_{n}-s_{n}),At_{n})}{(At_{n},At_{n})}$,

$x_{n+1}=x_{n}+\alpha_{n}p_{n}+\zeta_{n}t_{n+1}$

$+\omega(x_{n}-x_{n-1}+\alpha_{n}p_{n}-\alpha_{n-1}p_{n-1}-a_{n}w_{n-1})$ ,
$r_{n+1}=t_{n}+\omega(t_{n}-s_{n})-\zeta_{n}At_{n}$ ,

$\beta_{n}=\frac{\alpha_{n}}{\zeta_{n}}\cdot\frac{(r_{0},r_{n+1})}{(r_{\dot{0}},r_{n})}$ ,

$p_{n+1}=r_{n+1}+\beta_{n}(p_{n}-\zeta_{n}Ap_{\mathfrak{n}}+\omega(p_{n}-w_{n-1}))$,
$w_{n}=t_{n}+\beta_{n}p_{n}$ ;

5.2.2 GPBi-CG 法

我々は式 (4-17) に対して残差 $r_{n+1}$のノルムを最小にする

ように\mbox{\boldmath $\zeta$}n’ $\eta_{n}$ を決めることを考える. そのときの積型反復
解法を GPBi-CG 法と名付ける.

GPBi-CG法は次のようにまとめられる.

ALGORITHM 6GPBi-CG法
Choose an initial guess $x_{0}$ ,
and set $r_{0}=p0=r_{0}=b-Ax0,$ $w_{-1}=t_{-1}=0$ .
For $n=0,1,$ $\cdots$ until I $r_{n}||\leq\epsilon$ I $b$ I do:

$\alpha_{n}=\frac{(r_{\dot{0}},r_{n})}{(r_{\dot{0}},Ap_{\mathfrak{n}})}$,

$s_{\mathfrak{n}}=t_{n-1}-\alpha_{n}Aw_{n-1}$ ,
オ n $=r_{n}-\alpha_{n}Ap_{\mathfrak{n}}$ ,

$\zeta_{n}=\frac{(s_{n}-t_{n},s_{n}-t_{n})(t_{n},At_{n})-(s_{n}-t_{n},At_{n})(t_{n},s_{n}-t_{n})}{(At_{n},At_{n})(s_{n}-t_{n},s_{n}-t_{n})-(s_{n}-t_{n},At_{n})^{2}}$ ,

$\eta_{n}=\frac{(At_{n},At_{n})(t_{n},s_{n}-t_{n})-(s_{n}-t_{n},At_{n})(t_{\mathfrak{n}},At_{n})}{(Ai_{n},At_{n})(s_{n}-t_{n},s_{n}-t_{n})-(s_{n}-t_{n},At_{n})^{2}}$

$x_{\mathfrak{n}+1}=x_{n}+\alpha_{n}p_{n}+\zeta_{n}t_{n}$

$+\eta_{n}(x_{n}-x_{n-1}+\alpha_{n}p_{\mathfrak{n}}-\alpha_{n-1}p_{n-1}-a_{n}w_{n-1})$ ,
$r_{n+1}=t_{n}+\eta_{n}(t_{n}-s_{n})-\zeta_{n}At_{n}$ ,

$\beta_{n}=\frac{\alpha_{n}}{\zeta_{n}}\cdot\frac{(r_{0},r_{n+1})}{(r_{0^{*}},r_{n})}$,

$p$叫 1 $=r_{n+1}+\beta_{n}(p_{n}-\zeta_{n}Ap_{n}+\eta_{n}(p_{n}-w_{n-1}))$ ,
$w_{n}=t_{n}+\beta_{n}p_{n}$ ;

6 あとがき

得失を評価した上で, 我々は積型反復解法を新しく定義し,

積型反復解法を一般化する手法を提案した. 最後に, 著名

な CGS 法, Bi-CGSTAB法を含む積型反復解法の実用的な
アルゴリズムをその一般化した観点から導き出した. 紙数
の制限で, 本研究で割愛した前処理付きのアルゴリズムと

GPBi-CG 法の改良版を別機会に紹介させていただきたい.
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