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強単調な非線形方程式に対するホモトピー法の事前評価

中央大学理工学部 牧野光則 (Mitsunori Makino)

1 はじめに

ホモトピー法は解が自明な補助方程式から目的の非線形方程式に連続的に方程式の変形を行い,
曲線となる解を追跡することにより目的の方程式の解を得る数値解析アルゴリズムである $[1]-[8]$ .
ホモトピー法では, 緩い条件の下で補助方程式 (自明解) を任意に選べ, 解への収束が理論上保証さ
れている. しかし, 数値計算の立場から見ると解曲線を確実に追跡できるかという問題は完全では
ない. また, 解曲線の振舞いを事前に解析することが一般には困難であるので, 計算量等の見積り

が困難である. 著者らはこれまでに簡易ニュートン法の収束定理である占部型の定理 [9] に着目し,
これを利用してホモトピー法の収束性を補完する手法を提案した [10]. また, 非線形強単調方程式

等を対象に, ホモトピー法が必ず成功し, かつ計算量の上界が事前評価できる条件及び評価式につ
いて提案した $[11]-[14]$ . さらに, この際に得られるホモトピー方程式の近似解を利用して, 解曲

線の存在範囲を評価する手法について報告した [15].
本稿では, 強単調な有限次元非線形方程式を対象として, ホモトピー法の成功の保証, 計算量
解曲線の振舞い等の事前評価について報告する.

2 解曲線追跡アルゴリズム

本稿では, 以下の有限次元非線形方程式

$f(x)=0$ , $f$ : $\overline{D}\subset R^{n}arrow R^{n}$ , (1)

について考える. 但し, $D$は空でない有界開集合, $\overline{D}$は $D$の閉包, $0$ は $f$の正則値, $x\in\overline{D}$で $f$は
$C^{2}$級とする. ここで, $f$の微分 $Df\#h\alpha_{f}$-Lipschitz 連続, すなわち $x_{1},$

$x_{2}\in\overline{D}$で

$\Vert Df(x_{1})-Df(x_{2})\Vert\leq\alpha_{f}\Vert x_{1}-x_{2}\Vert$ , (2)

とし, さらに, $f$は強単調, すなわち $x_{1},$
$x_{2}\in\overline{D}$で

$\langle f(x_{1})-f(x_{2}),x_{1}-x_{2}\rangle\geq C_{f}||x_{1}-x_{2}\Vert^{2}$ (3)

を満たすとする.
式 (1) の解を求めるために, 初期点 $x^{0}\in D$に対してニュートンホモトピー方程式

$h(x,t)=f(x)-(1-t)f(x^{0})=0$ , $h$ : $\overline{D}\cross[0,1]arrow R^{n}$ , (4)

を構成する. $0\in R^{n}$を $h$ の正則値とすると, 式 (4) の解は一般に曲線となる. 式 (2), (3) より
$t\in[0,1]$ を固定すると, $h$ の $x$ に関する微分 $D_{x}h\ovalbox{\tt\small REJECT}h\alpha_{f}$-Lipschitz 連続, かつ, $h$ は $x$ 欧 $\overline{D}$に関し

て強単調
$\langle h(x_{1}, t)-h(x_{2},t), x_{1}-x_{2}\rangle\geq C_{f}\Vert x_{1}-x_{2}||^{2}$, $\forall x_{1},$ $x_{2}\in\overline{D}$ (5)
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図 1: ホモトピー方程式 (4) の解曲線

を満たす. 従って, 式 (4) は各 $t\in[0,1]$ において複数解をもたず, 解曲線は自明解 $(x^{0},0)$ から $t=0$

超平面を出発し, 再び $t=0$ に戻らない (図 1).
この解曲線を以下のアルゴリズムにより $(x^{0},0)$ から追跡し, 式 (1) め解を求めることを考える :

アルゴリズム 21 [13] , [15] (図 2)

Step 1与えられた $t$ の刻み幅\Delta t $>0$ に対して

$t_{i}=\{\begin{array}{l}i\Delta t1\end{array}$ $i=m+1i=0,$
$\ldots,m$ ,

$m= ceil(\frac{1}{\Delta t})-1$ , (6)

とする. 但し, ceil $(y)$ は $y$より小さくない最小の整数である. 更に, 誤差の上界\beta $>0$ が与え

6 n‘(いるとする.

Step 2 $i=0,$ $x_{t_{i}}=x^{0}$ とする.

Step 3反復 (逐次近似)

$x_{t_{i+1},k+1}=x_{t_{i+1},k}-D_{x}h(x_{t}:’ t_{i+1})^{-1}h(x_{t,k}:+1’ t_{i+1})$, (7)

行 $Y$

を次式が満たされるまで行う. 但し, $x_{t_{i+1},0}=x_{t_{i}}$ , $k=0,1,$ $\ldots$ とする :
$||h(x_{t_{i+1},k+1},t_{i+1})\Vert\leq\beta$. (8)

Step 4 $x_{t_{i+1}}=x_{t_{i+1},k+1}$ とする. $i<m$ ならば $i=i+1$ とし, Step 3へ. $i=m$ ならば終了. 口
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図 2: アルゴリズム 21の概念

アルゴリズム 21により, $t=1$ におけるホモトピー方程式 (4) の解 $(x^{*}, 1)$ が求められる. ホモト
ピーの定義より, $x^{*}$は目的の方程式 (1) の解であるので, アルゴリズム 21による式 (1) の求解が可
能であることが示される.
しかし, これまでの議論ではムオ及び\beta の与え方が決められていない. これらを任意に定めれば,

アルゴリズム 21において反復式 (7) が収束するとは限らない. 従って, アルゴリズム 21が必ず終了
すること, すなわち非線形方程式 (1) の解が必ず求められる保証が与えられてないことに注意する.

3 計算量と解曲線の存在範囲の事前評価

アルゴリズム 21が成功する保証は全てのちで式 (7), すなわち簡易ニュートン反復が必ず停止
することを示すことで与えられる. このとき, $\Delta t$ を小さく設定すればそれだけ多数の解曲線途上
における近似解 $(x_{t_{i}},t_{i})$ を求めることになり, 解曲線に関する情報がより多く得られることになる.
しかし, このとき $m$ は増大するので, 総反復回数\kappa (m+l) の増大を考慮する必要がある.
ここで簡易ニュートン法の収束条件を与える占部型の定理 [9] を導入する. 占部型の定理は $f(x)=0$

の近似解 $x_{0}$ と定数\deltaに対して

(1) $x_{0}$の $\delta$-近傍に解が唯一存在すること

(2) $x_{0}$を初期点にして簡易ニュートン法が必ず成功 (収束) し, 誤差評価ができること

を保証する条件を与えるものである. 作用素の Lipschitz 性を考慮すると占部型の定理は以下のよ
うに変形できる [10] [13] :

定理 3.1 [13] $X,$ $Y$ を Banach 空間, $U\subset X$を空でない開集合, $F$ : $Uarrow Y$は $C^{1}$ 級の非線形作
用素, $F$の Fre’chet 導関数 F’は\alpha -Lipschitz- 連続とする. 方程式 $F(x)=0$ の近似解 $x_{0}\in U$が与え
られ, 定数\delta $>0$ が以下の条件を満たすとする :
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1.
$B(x_{0};\delta)\subset U$. (9)

但し, $B(x0;\delta)$ は中心 $x_{0}$ , 半径\delta の閉球である.

2. $x_{0}$における $F$の微分 $F’(x_{0})$ の逆作用素 $F’(x_{0})^{-1}$ : $Yarrow X$が存在して

$||F’(x_{0})^{-1}F(x_{0}) \Vert+\frac{1}{2}\Vert F’(x_{0})^{-1}||\alpha\delta^{2}\leq\delta$ , (10)

及び
$\Vert F^{/}(x_{0})^{-1}\Vert\alpha\delta<1$ , (11)

を満たす.

このとき, 以下が成立する :
1. $B(x_{0};\delta)$ 内に $F(x)=0$ の解♂が唯一存在する.

2. 簡易ニュートン反復

$x_{k+1}=x_{k}-F’(x_{0})^{-1}F(x_{k})$ , $k=0,1,$ $\ldots$ , (12)

で得られる近似解の列 $\{x_{k}\}$ に対し $x_{k}\in B(x_{0}; \delta)$ が成立し, $karrow\infty$ のとき $x_{k}arrow x^{*}$ となる.

3.
$\Vert x_{k}-x^{*}\Vert\leq\frac{\Vert F’(x_{0})^{-1}F(x_{k})||}{1-\Vert F(x_{0})^{-1}||\alpha\delta}$ (13)

4.
$\Vert x_{k}-x^{*}\Vert\leq\frac{(||F’(x_{0})^{-1}||\alpha\delta)^{k}}{1-||F(x_{0})^{-1}\Vert\alpha\delta}\Vert F’(x_{0})^{-1}F(x_{0})||$ . $\cdot$

(14)

5.
$||F(x_{k})||\leq(||F’(x_{0})^{-1}||\alpha\delta)^{k}||F(x_{0})||$ . (15)

口

この定理 31をアルゴリズム 2.1に適用することを考える. 本稿で考えている作用素は Lipschitz
性及び単調性を有していることを考慮すると, 定理 3.1より以下の結果が得られる:

定理 3.2 [13] [15] アルゴリズム 21において, $\Delta t,$ $\beta,$
$\overline{D}$が以下の条件を満たすとする :

1.
0<\Delta オ $< \frac{C_{f}^{2}-2\alpha_{f}\beta}{2\alpha_{f}\Vert f(x^{0})\Vert}$ (16)

2.
$\beta<\frac{C_{f}^{2}}{2\alpha_{f}’}$ (17)

3.
$\overline{D}\supset\{x|||x-x^{0}\Vert\leq\overline{\delta}+\frac{\beta+||f(x^{0})\Vert}{C_{f}}\}$ , (18)
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4.

$-= \frac{C_{f}-\sqrt{C_{f}^{2}-2\alpha_{f}(\beta+\Delta t||f(x^{0})||)}}{\alpha_{f}}$ (19)

このとき以下が成立する :
1. (アルゴリズムの終了保証) アルゴリズム 21は必ず成功し,

$||f(x_{t=1})||\leq\beta$ (20)

を満たす式 (1) の解 $x_{t=1}$が計算可能.

2. (反復回数の上限の事前評価) 式 (7) の反復回数の上界\kappa が

$\kappa=ceil(\frac{\log\frac{\beta}{\beta+\Delta t\Vert f(x^{0})\Vert}}{\log\frac{\alpha_{f}\overline{\delta}}{C_{f}}}1$ (21)

で事前評価可能.

3. (解曲線の存在する領域の事前評価) $\Vert x_{t}^{*}-x_{t_{i}}||$ の上界 $r$は次式で事前評価可能 :

$r= \frac{C_{f}-\sqrt{C_{f}^{2}-2\alpha_{f}(\beta+\frac{1}{2}\Delta t\Vert f(x^{0})\Vert)}}{\alpha_{f}}$

. (22)

但し, $t\in[0,1],$ $i=0,1,$ $\ldots,$ $m+1$ . 口

ここで定理 32にパラメータ $p,$ $q(0<p<1,0<q<1)$ を導入することにより以下が得られる :
定理 3.3 アルゴリズム 21において, $\Delta t,$ $\beta,$

$\overline{D}$が次式を満たしていると仮定する :
$\beta=\frac{C_{f}^{2}}{2\alpha_{f}}p$ , (23)

$\Delta t=\frac{C_{f}^{2}}{2\alpha_{f}\Vert f(x^{0})\Vert}(1-p)q$, (24)

$\overline{D}\supseteq\{x|||x-x^{0}\Vert\leq\frac{C_{f}}{2\alpha_{f}}(p+2-2\sqrt{(1-p)(1-q)})+\frac{||f(x^{0})\Vert}{C_{f}}\}$ . (25)

但し, $0<p<1,0<q<1$ とする. このとき, 以下が成立する :
1. アルゴリズム 21は有限時間で必ず成功 (終了) $L,$ , $||f(x_{t=1})||\leq\beta$ なる式 (1) の近似解 $x_{t=1}$

が求められ, 各 tiにおいて式 (7) の反復回数の上界\kappa 及び総反復回数の上界\kappa (m+l) はそれぞ
れ次式で事前評価できる :

$\kappa$ $=$ ceil $( \frac{\log\frac{p}{p+(1-p)q}}{\log(1-\sqrt{(1-p)(1-q)})}1,$ (26)

$\kappa(m+1)$ $=$ ceil $( \frac{\log\frac{p}{p+(1-p)q}}{\log(1-\sqrt{(1-p)(1-q)})}1^{cei1}(\frac{2\alpha_{f}||f(x^{0})\Vert}{C_{f}^{2}(1-p)q}I$ . (27)
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2. 解曲線の存在範囲の上界 $\infty>r\geq\max\Vert_{X_{t^{-x_{t}}:}^{*}}\Vert,$ $i=0,$ $\ldots,m+1$ は次式で事前評価できる :

$r= \frac{C_{f}}{\alpha_{f}}(1-\sqrt{(1-p)(1-\frac{1}{2}q)})$ . (28)

口

定理 33より, 反復回数の上界\kappa は\beta と $\Delta t$ の相対的な大きさを決定するパラメータ $p,$ $q$のみにより

定められることがわかる. すなわち, \kappa は初期値 xo, $Lipschitz$ 定数 $\alpha_{f}$ , Cfに依存しない. また, 解

曲線の存在領域の大きさの事前評価値 $r$は初期値 $x^{0}$によらないことがわかる.

4 例題

定理 3.3を用いた簡単な例題として,

$f(x)= \tan^{-1}(x+2)+\frac{1}{2}x+1$ , $f$ : $Rarrow R$, (29)

を考える (3).

$f\langle x)$

図 3: 例題 (方程式 (29))

この方程式 (29) に対して簡易ニュートン法のみで解を求める場合, 解 $(x=-2)$ より離れた箇所

を反復の初期値とすると収束しない.
式 (29) より,

$\alpha_{f}=\frac{3}{2}$ (30)

$C_{f}= \frac{1}{2’}$ (31)

$||f(x^{0})||=\tan^{-1}2+1$ , $(\approx 2.10715)$ (32)
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と殺定する. このとき, ニュートンホモトピーは

$h(x,t)$ $=$ $f(x)-(1-t)f(x^{0})$

$=$ $\tan^{-1}(x+2)+\frac{1}{2}x+t-(1-t)\tan^{-1}2$ , (33)

と構成される.
定理 33より, $\beta,$ $\Delta t$ は

.

$\beta$ $=$ $\frac{C_{f}^{2}}{2\alpha_{f}}p$

$=$ $\frac{p}{12}$ (34)

$\Delta t$ $=$ $\frac{C_{f}^{2}}{2\alpha_{f}||f(x^{0})\Vert}(1-p)q$

$=$ $\frac{(l-p)q}{12(\tan^{-1}2+1)}$ $( \approx\frac{(1-p)q}{25})$ (35)

と表される. このとき, 式 (26), (27) より, $P$ $q$に対する反復回数及び総反復回数の上界は図 4
のように表される.

kappa

図 4: 反復回数の上界\kappa 及び総反復回数の上界\kappa (m+l)

直観的には, $p$ は反復打ち切り値\beta の大きさを, $q$はホモトピーの刻幅\Delta t を制御しているパラメー

タである. 従って, $P$ を大きくまたは $q$を小さくすれば反復回数の上界\kappa が小さくなることは理解で

きるであろう. 図 4を見れば, 広い範囲で\kappa $=1$ となっている. すなわち, 式 (29のような簡単な問
題に対しては, アルゴリズム 21において各ちでの簡易ニュートン反復 (7) は 1回で終了すること
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がわかる. しかし, $p$ , qの取り方によってはステップ数 m が増大し, 総反復回数の上界\kappa (m+l)

が莫大になる.
事前評価の立場から見ると, 問題の次元 $n$ に注意してアルゴリズムの計算量を最小にする $p,$ $q$

を設定することが望ましい. 例題のような 1次元 $(n=1)$ の問題の場合には, $\kappa(m+1)$ を最小に
する $P,$ $q$を選べば良い. 一方, 多次元 $(n>1)$ の場合には, 簡易ニュートン反復 (7) におけるヤコ
ビ行列の逆行列 $D_{x}h(x_{t_{i}},t_{i+1})^{-1}$の計算量 $(O(n^{3}))$ に注意する必要がある. この逆行列はアルゴリ
ズム中合計 $(m+1)$ 回計算される. 従って, 高次元の場合ほど\kappa が多少大きくなろうとも $m$ が小さ

くなるように $p,$ $q$を設定することが必要と考えられる.

5 むすび

本稿では, 唯一解をもつ非線形方程式をニュートンホモトピーを利用して解く際の, 計算量の上
界及びホモトピー方程式の解曲線の存在範囲の上界の事前評価式を示した. この中で, 各 $t_{i}$におけ

る反復回数の上界が\Delta t と $\beta$の相対的な大きさのみで決定されること, 領域の上界がホモトピー法の
初期点 $x^{0}$によらないこと等が示された.
本稿で述べた手法は事前評価の立場からの十分条件であり, 反復回数等の上界を示している. 従っ

て, 実際に解いた際に要した反復回数 (事後評価値) は\kappaより小さいか等しい. 事前評価値と事後評
価値との差は対象の問題の非線形性と, 事前評価に必要な $\alpha_{f},$ $C_{f}$の与え方に大きく依存している
ことに注意する必要がある.
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