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1. はじめに
古典的なマルコフ過程の拡張として, L. Accardi によって定義された量子マルコ

フ過程は, その数学的構成の汎用性から, 定義に用いられている transition

expectation を具体的に与えることによって, 様々なタイプのマルコフ過程を記述す

ることができる [Al]. そこで, このような多種多様な量子マルコフ過程を, エント

ロピー等の複雑量を用いて分類することが, 量子マルコフ過程の応用を考える上で

重要であると考えられる. つまり, 相互エントロピーのような複雑量を用いること

によって, 初期状態の情報量がどれだけ正確に伝わるかという議論を, 様々な量子

マルコフ過程を用いて行うことは, 各々のマルコフ過程を分類し, 特徴付ける意味

において, 興味深いことであろう. また, 相互エントロピーの収束について, 議論

することも, 対象とする物理系の非可逆性及び平衡状態への推移を考える上で, 重

要なことと思われる.

以上のような観点で, MOhya によって提唱されている情報力学に付随する 2つ

の複雑量のうち, 相互エントロピータイプの複雑量を用いて, 量子マルコフ過程を

分類する方法について述べる. その上で, 具体例として, 量子光学の分野で広く用

いられている開放系のモデルを量子マルコフ過程に適用し, 相互エントロピーの計

算結果について, 簡潔に記す.

2. 情報力学
ここでは, M.Ohya によって提唱されている情報力学 [06] について簡単に述べる.

近年, エントロピー, フラクタル次元, ファジィ $-$ , 不確定さ等の, 対象とする
系の複雑さを表す量, つまり, 複雑量が各々個々の分野でさかんに議論されている.
このような複雑量は, 各々の分野で対象となる物理系の状態に対して定められてい

るが, その情報論的意味はほぼ同等であると思われる. そこで, 個々の物理系 (力

学系) において, その複雑量を議論するだけでなく, その共通の性質を用いて, 他

の物理系へ応用することができないだろうかと考えることは, ごく自然なことであ

ろう. 例えば, エントロピーを用いて議論している物理系に, フラクタル次元を適

用できれば, エントロピーでは解析できない系の側面が見えるのではないかという
のである. このような応用を考えるために, 個々の物理系のもつ数理構造を見直し,
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その上で, 複雑量のもつべき性質について, 特徴付けることは, 今まで別々に議論

されていたことを, 統一的に考えるにあたって, 重要なことと思われる. このよう

に, 状態とそれに付随する複雑量の変化の力学を情報力学という. この概念は, 単

なる一般化ではなく, 今まで個々の系において議論されてきた複雑量のもつべき共

通の性質を抽出し, 特徴付け, それらを他の系へ応用することがその目的であるこ

とを, 再度強調しておこう.

まず, 系の数理構造について述べる. 一般に, どのような系も, その系のもつ状

態とその変化によって, 記述されている. 通常, そのような系の数理構造は, 次の

一次構造で与えられている.

図 1 系の数理構造

上の $(I)(=A+B)$を入力系, $(II)(=B+C+D)$を変換系 (チャネル), 特に (C)を実

変換系, $(III)(=D+E)$を出力系と呼ぶ. この一次構造が階層を成すと様々な系が出

来上がることになる.

入力系 $th$ , 準備された状態, シグナル, 符号化されたシグナルなどと呼ばれる状

態, いわゆる, “裸” の状態を人為的に加工したり制御したりして目的に応じたも

のに作りかえる系で, こうして作られた状態を ‘衣を着た (入力) 状態 “ と呼ぶ. こ

の衣を着た状態が, 意図的には制御できない実変換系で外的変化を受け, それが再

び人為的な加工を施され, 出力状態として取り出されるのである. なお, 最も基本

的な構造は, $B$ と $D$ を除いた 「 $Aarrow Carrow E$ 」 である.

このような力学系の例 [O6] は様々あるが, こ では, より一般的な $C^{*}$ 系の記述

について, その対応関係を表すと, 次のように書ける.
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〈 $C^{*}$系〉

(A) $\varphi\in \mathfrak{S}$ ( $C^{\cdot}$ 代数 $A$ 上の状態の集合)

(B) 自己同型写像 $\alpha:Aarrow A$

(C) ある変換 $\Gamma:\mathfrak{S}arrow\overline{\mathfrak{S}}$ . ただし, $(\overline{A},\overline{\mathfrak{S}})$ は出力系である.

(D) 自己同型写像 $\overline{\alpha}:\overline{A}arrow\overline{A}$

(E) . . . $\overline{\varphi}=\Gamma\varphi$

このび系の記述を用いると, 一般に, 系は次の 3組 $(A,$ $\mathfrak{S}(A),$ $\alpha(G))$ で表される.

$A$ : 考察の対象 (観測量など) となるものの全体

6$($凶 $)$ : 凶の元に対し, ある科学量 (観測値など) を対応させる仕方 (関数)

の集合

$\alpha(G)$ : 凶の元や $\mathfrak{S}$ $($凶 $)$ の元の意図的変化を表す $g\in G$ をパラメータにもつ写像

例えば,

凶:Hilbert空間冗上の自己共役作用素 $A$ の集合

6$($凶 $)$ :Hilbert 空間 $\mathcal{H}$ 上の密度作用素 $\rho$ の集合

$\alpha(G)$ :Hamiltonian $H$ より生成されるユ $–$ タリー変換 $U_{l}=\exp(ltH)$

$A_{t}=U_{t}AU_{-t}$ , $\rho_{t}=U_{-t}\rho U_{l}$

と定めると, 3組 $($凶, $\mathfrak{S}$ $($凶 $)$ , $\alpha(G))$ は量子系の記述を与えている.. このように,

$\uparrow$

$($凶, $\mathfrak{S}$ $($凶 $)$ , $\alpha(G))$ に数理構造を与える. $\Leftrightarrow$ 系を記述する理論が決まる. $\ovalbox{\tt\small REJECT}$

と考えることができる.

ここで, 入力系と出力系が各々 $(A,$ $\mathfrak{S},$ $\alpha(G))$ と $(\overline{A}.\overline{\mathfrak{S}},\overline{\alpha}(\overline{G}))$ で表されたとき,

写像 $\Lambda^{*}$ : $\mathfrak{S}arrow\overline{\mathfrak{S}}$ をチャネルという. 特に, 図 1の (II) に対応するチャネルは他の

系を包含する階層性を持っているので, 統計物理でよく扱われる開放系の構造を持っ

ている. 例えば, 第 3の系 $(\mathcal{B},$ $\mathfrak{S}’.\beta(G’))$ と $(\overline{\mathcal{B}}.\overline{\mathfrak{S}’},\overline{\beta}(\overline{G’}))$ が入出力系に影響を及

ぼす次の形は, その一例である.

$\mathfrak{S}arrow \mathfrak{S}\otimes \mathfrak{S}’arrow\overline{\mathfrak{S}}\otimes\overline{\mathfrak{S}’}$ $arrow \mathfrak{S}$デ

この具体例として, 4章で議論する量子光学における開放系のモデルがある.
次に, チャネルについて述べる.
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定義 21:(1) $\Lambda^{*}$ がアファイン (i.e., 任意の $\varphi,\psi\in \mathfrak{S}$ と $\lambda\in[0,1]$ に対して,

$\Lambda^{*}(\lambda\varphi+(1-\lambda)\psi)=\lambda\Lambda^{*}\varphi+(1-\lambda)\Lambda^{l}\psi\in \mathfrak{S})$ であるとき, $\Lambda^{*}$ は線形チャネルであると

いう.

(2) $\Lambda;\overline{\text{凶}}arrow$ 凶が, 任意の自然数 $n$ に対して,

$\sum_{1.j=1}^{n}B_{j}^{*}\Lambda(A_{i}^{*}A_{j})B_{j}\geq 0$ $\forall B_{i}\in$ 凶, $\forall 4\in\overline{\text{凶}}$

を満たすとき, $\Lambda^{*}$ は完全正チャネルであるという. ただし, $\Lambda$ はチャネル $\Lambda^{*}$ の共

役変換である. $(i.e., \Lambda\varphi(A)=\varphi(\Lambda A), \varphi\in \mathfrak{S}, A\in A)$

さて, このチャネルという概念は, 次に述べるリフティング [A2]という概念と深

く関わっている.

定義 22: 連続写像 $\mathcal{E}^{*}:(5($ 4$)arrow$ 6 $($凶 $\otimes$ 凶 $)$ をリフティングという.

このリフティングが与えられると, 次のように 2種類のチャネル $\Lambda_{I}^{*}!:\Lambda_{2}^{*}$ を構

成することができる.

$\Lambda_{1}^{*}:\mathfrak{S}($凶 $)arrow \mathfrak{S}(\overline{\text{凶}})$ , $\Lambda_{1}^{*}\varphi(\overline{A})\equiv(\mathcal{E}^{*}\varphi)(I\otimes\overline{A})$
$\forall\overline{A}\in\overline{\text{凶}}$

$\Lambda_{2}^{5}$ :6 $($凶 $)arrow$ 6 $($夙 $)$ , $\Lambda_{2}^{*}\varphi(A)\equiv(\mathcal{E}^{*}\varphi)(A\otimes I)$ $\forall A\in$ 凶

これらはいずれも, より大きな系 凶 $\otimes$ 凶 における状態 $\mathcal{E}^{*}\varphi$ を各々 1つの系へ制限

することによって得られるチャネルであり, 先に述べた開放系におけるリダクシヨ

ン等はその一例である.

一方, チャネル $\Lambda^{*}$ : $\mathfrak{S}arrow\overline{\mathfrak{S}}$ と状態砂 $\in S\subset \mathfrak{S}$ $(p$ は 6の部分集合で基準系と
いう. ) が与えられたとき, 状態砂のスペクトル分解やシャッテン分解などのよう
な分解 :

$\varphi=\int_{p}\omega d\mu$

をとると, リフティング (合成状態) $\mathcal{E}^{*}\varphi$ は次のように定められる.

$\mathcal{E}^{\cdot}\varphi=\int_{\ell}\omega\otimes\Lambda^{\cdot}ad\mu$

このリフティングは量子マルコフ過程の生成に有用なのであるが, 詳細は次章で述

べる. また, このリフティングの構築において重要なのは, 状態の非線形性と非破

壊性を有していることである [A2].
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以上の議論より, チャネルが与えられると, リフティングが得られ, リフティン

グが与えられると, チャネルが得られることがわかる. これらの対応関係の例はい

くつかあるが, 第 4章で述べる開放系のモデルについて, その例を示す.

例: 開放系のモデル

2つの系 $\Sigma_{1}$ と $\Sigma_{2}$ が相互作用しているとき, $\Sigma_{1}$ における状態 $\rho$ に着目すること

にする. つまり, $\Sigma_{1}$ における状態 $p$ が $\Sigma_{2}$ における状態 $\sigma$ との相互作用の結果,

どのように影響を受け, どのような (平衡)状態に推移するのかという議論をするこ

とが統計力学などでよく見られる. この変化は, 合成系 $\Sigma_{1}\otimes\Sigma_{2}$ のハミルトニアン

を $H$ とし, その時間発農を $U_{1}=\exp(itH)$ とすると, 合成系 $\Sigma_{1}\otimes\Sigma_{2}$ における初期

状態 $\rho\otimes\sigma$ は, リフティング :
$\mathcal{E}_{l}^{r}\rho\equiv U_{t}^{\cdot}(\rho\otimes\sigma)U_{l}$

によって変化するので, $\Sigma_{1}$ における状態 $p$ は

$\Lambda^{*}p=tr_{\Sigma_{2}}\mathcal{E}_{l}^{*}p$

によつて, その変化が記述できる.

さて, 今まで状態の変化に力学について述べてきたが, 情報力学のもう一方の概

念である複雑量について述べる.
$\ell\subset \mathfrak{S}$ を基準系とすると, 次の 2種類の複雑量が導入される.

(1) $C^{\ell}(\varphi)$ : 基準系 8からみた状態砂の有する複雑量
(2) $T^{p}(\varphi;\Lambda)$ : 状態 $\varphi$ が他の状態 $\overline{\varphi}(=\Lambda^{*}\varphi)$ に変化したとき, $\varphi$ より $\overline{\varphi}$ へ遺伝し

た複雑量

このような複雑量の満たすべき数学的条件は次のように与えられている [O6].

複雑量の満たすべき条件 :
(1) 正値性 : 考察の対象となる $\ell\subset \mathfrak{S}$ に対して,

$C^{s}(\varphi)\geq 0$

(2) 不変性 : 適当な条件を満たす 6 $($凶 $)$ から $\mathfrak{S}(\mathcal{B})$ への全単射 $j$ に対して, .

$C^{p}(\varphi)=C^{j(S)}(j(\varphi))$

$T^{\ell}(\varphi;\Lambda^{*})=T^{j(l)}(j(\varphi);\Lambda^{*})$

(3) 劣加法性 : $\Phi\in 1\subset \mathfrak{S},$ $\varphi\equiv\Phi r$ 凶 $\in 8_{1}\equiv\ell r$ 凶, $\psi\equiv\Phi r\mathcal{B}\in\ell_{2}\equiv\ell$ } $\mathcal{B}\text{て^{}\backslash }\backslash h$ る $k$

き,
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$C^{p}(\Phi)\leq C^{8_{1}}(\varphi)+C^{\ell_{2}}(\psi)$

(4) 基本不等式 : $0\leq T^{s}(\varphi;\Lambda^{*})\leq C^{-8}(\varphi)$

上の条件を満たす複雑量として, $C^{p}(\varphi)$ にはエントロピー, $T^{s}(\varphi;\Lambda^{l})$ には相互

エントロピー等があるが, まだその例は多くない. 現在これらの条件を満たす複雑

量を各力学系において, 比較検討, 応用する研究が続けられている [O8].

以上の準備の下, 情報力学は次のように定義されている [O6].

定義 23: 情報力学とは組

$\{$凶 $,$

$\mathfrak{S},$ $\alpha(G);\overline{\text{凶}},\overline{\mathfrak{S}},\overline{\alpha}(\overline{G});\Lambda^{*};C^{s}(\varphi),$ $T^{\ell}(\varphi;\Lambda^{*});R\}$

のことをいう. ここで, $R$ は操作 (観測) に関わる各要素問の “ 関係 “ である.

この定義より, 数理物理における様々な力学系を数理的に扱うとは, 次のことを

いう.

(1) $\{$凶, $\mathfrak{S},$ $\alpha(G);\overline{\text{凶}}$ , a $\overline{\alpha}(\overline{G})\}$ に数学的 $t_{\zeta}$ ttltJ$=\hat$.造を与えること.

(2) チャネル $\Lambda^{*}$ を決めること.

(3) 2つの複雑量 $C^{-8}(\varphi)$ と $T^{s}(\varphi;\Lambda^{*})$ を定めること.

このような数理構造を与えることによって, 扱う力学系に様々な複雑量を用いて,

統一的な見解を与えることができる. 本論文では, 相互エントロピータイプの複雑

量 $T^{p}(\varphi;\Lambda^{*})$ に量子系の相互エントロピーを用いて, 量子マルコフ過程の簡単なモ

デルにおいて, その計算を示す. そこで, 量子系の相互エントロピーの定義とその

基本的性質を与えておく.

ヒルベルト空間冗上の密度作用素 $p\in \mathfrak{S}(H)$ のシャッテン分解を,

$p=$

ん

$\lambda_{k}E_{k}$

$\lambda_{1}\geq\lambda_{2}\geq\cdots\geq\lambda_{n}\geq\cdots$

$E_{i}\perp E_{j}$ $(i\neq j)$

とする. ここで, $\lambda_{k}$ は $\rho$ の固有値であり, $E_{k}$ は $\lambda_{k}$ に関する 1次元射影作用素で
ある. このとき, 定義 2.1で与えられる完全正チャネル $\Lambda^{*}$ : $\mathfrak{S}(\mathcal{H})arrow \mathfrak{S}(\mathcal{K})$ を用い

て, 次の 2つの合成状態を用意する.
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$\mathcal{E}_{0}^{*}p=\sigma_{0}=\rho\otimes\Lambda^{*}\rho$ ,
$\mathcal{E}_{\epsilon}^{i}\rho=\sigma_{E}=\ovalbox{\tt\small REJECT}\lambda_{k}E_{k}$

� $\Lambda^{*}E_{k}$

これらの合成状態を用いて, 相互エントロピー $I(p;\Lambda^{*})$ は次のように与えられる.

定義 24[O2] : シャッテン分解 $p=$

ん

$\lambda_{k}E_{k}$ と 2つの合成状態 $\sigma_{0},$ $\sigma_{E}$ を用いて, 相

互エント ロ ピー $I(\rho;\Lambda^{*})$ は

$I( \rho;\Lambda^{*})=\sup_{E}\{S(\sigma_{E}|\sigma_{0})|E=\{E_{k}\}\}$

で与えられる. ここで, $S(\sigma_{E}|\sigma_{0})$ は相対エントロピー :

$s(\sigma_{E}|\sigma_{0})=tr\sigma_{E}(\log\sigma_{E}-\log\sigma_{0})$

である.

補題 2.5 $[O2]$ :
$S( \sigma_{E}|\sigma_{0})=\sum_{n}\lambda_{n}S(\Lambda^{*}E_{n}|\Lambda^{*}\rho)$

定理 26[O2] : 入力状態 $\rho$ とチャネル $\Lambda^{*}$ に対して, 次式が成り立つ.

$0 \leq I(\rho;\Lambda^{*})\leq\min\{S(\rho),$ $S(\Lambda^{*}\rho)\}$

これは, 前述の複雑量の性質の (4) に相当する. この定理は, チャネル $\Lambda^{*}$ を通って

正しく伝えられた情報量は初期状態のそれよりも常に小さいことを表している. 言

い換えれば, 相互エントロピーは通信などの効率に有用であることを示していると

も言える [O6, Wl, W2]. 他の相互エントロピーの性質については, [O5, O7] を参照.

3. 量子マルコフ過程
ここでは, L.Accardi によって定義された量子マルコフ過程について述べる.

まず, 量子マルコフ過程の定義に必要な transition expectation は次のように定義さ
れる.

定義 3.1 : 属, $a$ を各々ヒルベルト空間罵, $\mathcal{H}$ 上の有界線形作用素の全体とする.

このとき, rransition expectation $\mathcal{E}$ : 属 $\otimes \mathcal{B}arrow \mathcal{B}_{0}$ は次の条件を満たす完全正写像で与

えられる.
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$\mathcal{E}(1\otimes 1)=1$ (3.1)

$\mathcal{B}=\mathcal{B}_{0}=\mathcal{B}_{1}$ のとき, $\mathcal{E}$ を $\mathcal{B}$ 上の transition expectation という.

この transidon expectation を用いて, 量子マルコフ過程は次のように与えられる.

定義 3.2 $[Al, A3, A4]$ : $\{\mathcal{E}_{n}\}_{n\geq 0}$ を $\mathcal{B}$ 上の rransition expectation の集合列とする. こ

のとき, 次の条件を満たすような, 単位元を保存する完全正写像 $E_{0J};\otimes_{N}\mathcal{B}arrow \mathcal{B}$ が

一意に存在する. 任意の自然数 $n$ と任意のあ, $A_{1},\cdots,A_{n}\in \mathcal{B}$ に対して,

$E_{0l}(A_{0}\otimes A_{1}\otimes\cdots\otimes A_{n}\otimes 1\otimes\cdots)=\mathcal{E}_{0}($馬 $\otimes$昌 $(A_{1}\otimes\cdots\otimes \mathcal{E}_{n}(A_{n}\otimes 1)\cdots))$ (3.2)

ここで, $\varphi_{0}$ を $\mathcal{B}$ 上の状態とすると, $\otimes_{N}3$ 上の状態 $\varphi$ を次のように定義する.

$\varphi=\varphi_{0}\circ E_{0l}$ (3.3)

このとき, 砂は次式を満たす.

$\varphi(\text{み_{}0}\otimes A_{1}\otimes\cdots\otimes A_{n}\otimes 1\otimes\cdots)=\varphi_{0}(\mathcal{E}_{0}(A_{0}\otimes \mathcal{E}_{1}(A_{1}\otimes\cdots\otimes \mathcal{E}_{n}(A_{n}\otimes 1)\cdots)))$ (3.4)

(3.3) によって与えられた状態砂を $(\varphi_{0},$ $\{\mathcal{E}_{n}\})$ によって決まる一般化マルコフ過程と

いう. 特に, 任意の $n$ に対して,

$\mathcal{E}\equiv \mathcal{E}_{n}=\mathcal{E}_{0}$ (3.5)

が成り立つとき, 状態 $\varphi$ を斉次的 (homogeneous)という.

定義 22と定義 3.1より明らかに, 線形なリフティングの共役写像が rransition
expectation である. よって, 任意の線形なリフティングを量子マルコフ過程の構成

に用いることができる [A2]. 特に, リフティングが convex product type と呼ばれる

形の場合, 線形リフティングに限らず, その特徴を量子マルコフ過程の構成に適用

することができる.

定義 33: リフティング $\mathcal{E}^{\cdot}$ :6 $($A$)arrow \mathfrak{S}$ $($凶 $\otimes\overline{\text{凶}})$ が convex product type であると

は, 任意の状態 $\rho\in \mathfrak{S}$(凶) がリフティング $\mathcal{E}^{*}$ によって, 凶 $\otimes\overline{\text{凶}}$ 上の product state

の凸結合に写される場合をいう.
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そこで, convex product type のリフティング $\mathcal{E}^{*}$ : $\mathfrak{S}$ (凶) $arrow \mathfrak{S}$ $($凶 $\otimes\overline{\mathcal{A}})$ を次のよう

に定める.
$\mathcal{E}^{*}\rho=$

ん

$\lambda_{k}\rho_{k}\otimes\Lambda^{*}p_{k}$ (3.6)

ただし, $\rho=\sum\lambda_{k}\rho_{k}$ はスペクトル分解またはシャテン分解とする.

そこで, 初期状ん態 $p\in \mathfrak{S}$ が次のように与えられたとき,

$\rho=\sum_{k_{1}}\lambda_{k_{1}}^{(1)}\rho_{k_{1}}$
, (3.7)

(3.6) より, $\mathcal{E}^{*}p$ は次のように決まる.

$\mathcal{E}^{*}p=\sum_{k_{1}}\lambda_{k_{1}}^{(1)}\rho_{k_{1}}\otimes\Lambda^{*}\rho_{k_{1}}$
(3.8)

(3.8) の $\Lambda^{*}\rho_{k_{1}}$ にリフティング 8を施すと, $(\otimes \mathfrak{S})^{3}$ 上の状態 :

ん 1

$\lambda_{k_{1}}^{(1)}\rho_{k_{1}}\otimes \mathcal{E}^{*}(\Lambda^{*}\rho_{k_{1}})$

$= \sum_{k_{1}}\lambda_{k_{1}}^{(1)}\rho_{k_{1}}\otimes\sum_{k_{2}}\lambda_{k_{2}}^{(1.2)}\rho_{k_{2}}\otimes\Lambda^{*}\rho_{k_{2}}$

(3.9)

$= \sum_{k_{1}.k_{2}}\lambda_{k_{1}}^{(1)}\lambda_{k_{2}}^{(1,2)}\rho_{k_{1}}\otimes p$亀
$\otimes\Lambda^{*}p_{k_{2}}$

が定まる. ここで, $\Lambda^{*}\rho_{k_{1}}=$

ん 2

$\lambda_{k_{2}}^{(1,2)}p$勉を用いた. このような操作を $n$ 回繰り返すと,

$R^{\hat{B_{\backslash }}b}\backslash bJ\cdot\backslash \mathcal{E}_{n]}^{*}\rho\in(\otimes \mathfrak{S})^{n+1}$ は次式で与えられる.

$\mathcal{E}_{n]}^{*}p=\sum,\lambda_{k_{1}}^{(1)}\lambda_{k_{2}}^{(1,2)}\cdots\lambda_{k_{n}}^{(n-1,n)}\rho_{k_{1}}k_{1},\cdots k_{n}\otimes p_{k_{2}}\otimes\cdot\cdot.\cdot\otimes p_{k_{n-1}}\otimes\Lambda^{*}\rho_{k_{n}}$
. (310)

ただし,

$\Lambda^{*}p_{k_{i}}=\sum_{k_{i+1}}\lambda_{k_{i+1}}^{(i.i+1)}\rho_{k_{i+1}}$ $(i=1, \cdots,n-1)$ (3.11)

(3.6) が古典系における同時確率の自然な拡張になっていることが, 容易にわかるだ

ろう. 実瞭, 状態 $\mathcal{E}_{n]}^{*}\rho$ は, MOhya によって導入された合成状態に他ならない

[O6]. これは, 量子系においては, 古典系における同時確率の概念は存在しないこ

とが知られており, それに対応するものとして, 合成状態が用いうれている. この

古典系と量子系の確率の違いについては, [Bl] を参照.

(3.10) より, $n$のチャネルが施されたときの終状態 $\Lambda^{*}\rho\in \mathfrak{S}n$ は, 最初の $\otimes^{n}\mathcal{H}_{0}$
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について部分トレースをとると得られる.

$\Lambda^{*\hslash}p=rr_{11.nJ}\mathcal{E}_{nJ}^{*}\rho$ . (3.12)

(3.10), (3.11), (3.12) を用いると, 相互エント ロ ピーの収束状況 $\lim_{narrowrightarrow}I(\rho;\Lambda^{n})$ を

解析することができる. このような

以上のようなプログラムは量子系の相互エントロピーに限らず, 他の複雑量

T8 $(\varphi;\Lambda^{*})$ にも適用することができると思われる. 情報力学を用いた複雑量の推移に

ついて, より一般的な議論として, 論文 [O9] に詳しく, 減衰過程を表すチャネルを

用いたときの議論は, 論文 [010] に詳しい.

4. 量子光学における開放系のモデルへの応用
統計力学でよく見られるように, 注目しているある系 (以下, 観測系という. )

があり, 観測系が他の系と相互作用を繰り返した場合, 観測系の状態はどのような

平衡状態に推移していくかという問題は, 多くの数理物理学者によって, 研究され

てきた. このようなモデルは開放系のモデルといわれる.

この章では, 量子光学における開放系のモデルを量子マルコフ過程に適用し, 相

互エントロピーを用いて, 平衡状態への推移に関する議論について, 箇単に述べる.

まず, 開放系のモデルの数学的表現は次のように与えられる.

系 $\Sigma_{0}$ をヒルベルト空間 7あで表し, この系と相互作用をおこすもうひとつの系
$\Sigma_{1}$ (以下, reservoir という. ) をヒルベルト空間 $\mathcal{H}$ で表す. 系 $\Sigma_{0},$ $\Sigma_{1}$ の初期状態

を各々 $\rho\in 6,$ $\omega\in 6$ ( $\mathfrak{S}_{i}$ は, ヒルベルト空間冗 $(i=0,1)$ 上の状態の全体) とする.

このとき, 2つの系 $\Sigma_{0}$ と $\Sigma_{1}$ の相互作用の後の状態 $\overline{\rho}\in \mathfrak{S})^{\otimes 6}$ は次のように与え

られる.

$\overline{\rho}=U^{*}(p\otimes\omega)U$ (4.1)

ここで, $U=\exp(-ltH)$ で, $H$ は $\mathcal{H})^{\otimes \mathcal{H}}$ 上のハミルト – アンを表す.

量子光学において, two weakly coupled oscillars と呼ばれる弱い相互作用を起こす

2つの調和振動子のハミルト $=$ ァン $H$ は次のように与えられる. [L2]

$H=H_{0}+H_{1}+H_{01}$ (4.2)

$H_{0}=\Gamma\tau\omega_{0}a^{*}a$ ,
$H_{i}= \sum_{j}\hslash\omega_{j}b_{j}^{*}b_{j}$

, $H_{01}=\gamma_{2}$

ノ

$(\epsilon_{j}b_{j}a^{*}+\epsilon_{j}^{*}b_{j}^{*}a)$ $($4.3 $)$

ここで, $H_{0},$ $H_{1},$ $H_{01}$ は各々, 注目している系, reservoir, これらの相互作用のハミル

トニアンを表している. また, $a,a$ は $\mathcal{H}_{0}$ 上の, $\text{わ_{}j},b$; は $\mathcal{H}_{1}$ 上の生成作用素, 消滅

作用素を表し, $\epsilon_{j}(j\in N)$ は, 相互作用の強さを表す定数である.
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以下, 簡単のため, reservoir がシングルモード, $\hslash=1$ と仮定して, 全系のハミル

ト $–$ ァン $H$ を, 次のように表す.

$H=H_{0}+H_{1}+H_{01}=a^{*}a+b^{*}b+\epsilon(a^{*}b+ab^{*})$ (4.4)

このとき, 初期状態 $\rho\in$ eもの変換は数学的に次のように表現出来る.

$\Lambda^{\cdot}p=tr_{7t_{1}}U_{t}(\rho\otimes\omega)U$; (4.5)

ただし, $U_{t}=\exp(-itH)$ , $tr_{?\{t}$ は, $\mathcal{H}$ に関する部分トレースを表す.

ここで, (4.5) のチャネルを用いて, 相互エントロピーを計算する上で, 次の

Stinespring-Kraus の表現が有効である. ここでは, 簡単のため, Kraus の定理を示す

[KI,SI].

定理 41

鴛をヒルベルト空間とする. 線形写像 $\Lambda:\mathcal{B}(\mathcal{H})arrow \mathcal{B}(\mathcal{H})$ が完全正写像であるの

は, 次の形をしているときに限る.

$\Lambda(A)=\sum_{i--1}^{n}V_{i}^{*}AV_{i}$ $A\in \mathcal{B}(\mathcal{H})$ (4.6)

ただし, $V_{i}$ : $\mathcal{H}arrow$冗は, 半等距離作用素であり, n $\leq$ dim $($冗 $)$ .

ここで, (4.5) で表されたチャネルに対する Stinespring-Kraus の表現の導出を簡単

に示す. 詳細は, 論文 [A5] 参照.

まず, (4.4) より,

$[H_{0}+.H_{1},$ $H_{01}]=0$ (4.7)

が成り立つことが容易にわかる. $H_{0}+H_{1}$ の固有値は, 自然数であるから, 各固有

値 $n\in N$ に対する $H_{0}+H_{1}$ の固有空間を鵡とすると, 鵡は $\{|j\otimes n-j\};j=0,\cdots,n\}$

で張られた 74 � $\mathcal{H}$ の部分空間であり, $H_{01}K_{n}\subseteq K_{n}$ が成り立つ. よって, $H$鯉を

$H_{01}^{(n)}\equiv H_{01}\}K_{n}$ (4.8)

で定義すると, $H$翻は $C^{n+1}arrow C^{n+1}$ への有限自己共役作用素であり, $(n+1)$個の固

有値 $\lambda$8n), , $\lambda$妙を持つ. このとき, 固有値 $\lambda_{j}^{(n)}(j=0,\cdots,n)$ に対応する固有ベクトル

を $\psi$曾とすると,
$H_{01}^{(n)}\psi_{j}^{(n)}=\lambda_{j}^{(n)}\psi_{j}^{(n)}$ $(j=0,\cdots,n)$ (4.9)
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が成り立つ. ただし, $\psi_{j}^{(n)}$ は, $\psi_{j}^{(n)}\in K_{\hslash}$ より

$\psi_{j}^{(n)}=$

れ

$C_{\alpha}^{(n,j)}|\alpha\otimes n-\alpha\rangle\in K_{n}$ . (410)
$\alpha=0$

と書け, $C_{\alpha}^{(n.j)}$ は, CONS $\{\psi_{j}^{(n)}\}$ の条件を満たす係数である. (4.9) より,

$H_{01}^{(n)}= \sum_{j=0}^{n}\lambda_{j}^{(n)}|\psi_{j}^{(n)}\}(\psi_{j}^{(n)}|$ (4.11)

$H_{01}= \sum_{n=0}^{\infty}H_{01}^{(n)}=\sum_{n=0j}^{\infty}\sum_{=0}^{n}\lambda_{j}^{(n)}|\psi_{j}^{(n)}\}\{\psi_{j}^{(n)}|$ (412)

が成り立つから, 全系 $\mathcal{H}_{0}\otimes H_{1}$ 上のユニタリー作用素 $U_{l}=\exp(-itH)$ は, 次のよう

に展開できる.

$U_{l}=\exp(-itH)=\exp(-it(H_{0}+H_{1}))\exp(-itH_{0l})$

$= \sum_{n=0}^{\infty}\sum_{-,j-0\alpha}^{n}\sum_{\beta--0}^{n}e^{-i\iota()}n+\epsilon\lambda_{j}^{(n)}C_{\alpha}^{(n.j)}\overline{C_{\beta}^{(n.j)}}|\alpha\}\langle\beta|\otimes|n-\alpha\rangle\langle n-\beta|$

(4.13)

よって, 終状態 $\Lambda^{*}p\in \mathfrak{S}_{0}$ は,

$\Lambda^{*}p=tr_{t_{1}},U_{l}(\rho\otimes\omega)U$;
$= \sum_{m.n--0}^{\infty}\sum_{\alpha.\beta=0\alpha}^{n}\sum_{\prime}^{m}d_{\alpha.\beta}^{(n)}\overline{d_{a’.\beta’}^{(m)}}\langle n-\beta|\omega|m-\beta’\rangle\langle\beta|\rho|\beta’\rangle\delta_{m-\alpha’.n-a}|\alpha\rangle\{\alpha’|\beta’--0$

(414)

となる. ただし,

$d_{a,\beta}^{(n)} \equiv\sum_{j=0}^{n}e^{-ir\epsilon\lambda_{j}^{(n)}}C_{\alpha}^{(n.j)}\overline{C_{\beta}^{(n,j)}}$ (4.15)

以下, 計算 [A5] により, 次の Stinespring-Kraus の表現が得られる.

$\Lambda^{*}\rho=\sum_{\nu=0}^{\infty}T_{v}(\rho\otimes\omega)T_{v}^{*}$ (4.16)

ただし,

$T_{v} \equiv\sum_{n=v}^{\infty}|n-v\rangle\{\varphi_{n-v}^{(n)}|$ (4.17)

$\langle\varphi_{n-\nu}^{(n)}|\equiv$

か
$0d_{n-\nu.\beta}^{(n)}\langle\beta|\otimes\langle n-\beta|\in$ 鵡 (4.18)

ここで, $\#\varphi_{n-\nu}^{(n)});n\geq v,nv\in N\}$ に対して, 次の補題が成り立つことがわかっている.

補題 42

$\{\varphi_{n-v}^{(n)}|\varphi_{n’-y^{l}}^{(n’)}\}=\delta_{n,n’}\delta_{v,v’}$ (419)

よって, (4.17) の篤は半等距離作用素である. つまり, (4. 16) は, Stinespring-
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Kraus の具体的な表現に他ならない. この表現は, 様々な複雑量を計算するのに有

効であるが, ここでは, 相互エントロピーを計算する.

(4.16) と (4.17) より,

$\Lambda^{*}\rho=\sum\sum\{\varphi_{n-v}^{(n)}|\rho\otimes\omega|\varphi_{m-v}^{(m)}\rangle|n-v\rangle\langle m-v|$ (4.20)
$vm.n\geq v$

以下の計算において, 次のシャツテン分解 :

$\rho=\sum_{l}\lambda_{l}^{\rho}|l\rangle\langle l|,\omega=\sum_{\gamma}\mu_{\gamma}^{\omega}|\gamma\rangle\{\gamma|$
(421)

をおくと, (4.20) は,

$\Lambda^{*}p=\sum_{i}[\sum_{l.\nu}\lambda_{l}^{\rho}\mu_{(\nu-l)+i}^{\omega}|d_{i.l}^{(\nu+i)}|^{2}]|i\}\langle i|$ . (4.22)

となる. 明らかに, (4.22) はシャッテン分解である. 以下, $p$ のシャッテン分解が

一意であると仮定すると, 相互エントロピー $J(\rho;\Lambda^{*})$ は次のように得られる.

$\sum\mu_{(\nu_{I}-k)+l}^{r_{J)}}|ct_{\iota k}^{(.v_{1}+l)}|^{2}$

$I( \rho;\Lambda^{*})=\sum_{k.t}\lambda_{k}^{\rho}$
$\sum_{\nu,(\nu-k)+l\geq 0}\mu_{(\nu-k)+t}^{\omega}|d_{t.k}^{(v+l)}|^{2}$

bg
$\frac{(v_{1}-k)+t\underline{>}0v_{1}}{(\nu_{2}-i)+t\geq 0\sum_{lv}\lambda_{l}^{\rho}\mu_{(\nu_{2}-\iota)+t}^{\omega}|d_{\iota l}^{(.v_{2}+\iota)}|^{2}}$

. (423)

この (4.23) を用いて, 様々な場合の相互エントロピーが計算できることがわかる.

その具体的な例として, reservoir の状態が真空状態のときと Gibbs 状態のときのグ

ラフを示す. これらの詳細な議論については, 論文 [A6] 参照.

$\Lambda^{\cdot}\rho=t$勉 1 $U_{l}(\rho\otimes\omega)U$;
$U_{l}=cxp(-ltH_{01})$ , $H_{01}=\epsilon(a^{r}b+ab\cdot)$

$\rho=0.75|0\rangle\langle 0|+0.25|10\rangle\langle 10|$

$t=1($

$T$ $($ temperrure of Gibbs staie$)$
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$n$

$\omega$ : vacuum state
$n$

$\omega$ : Gibbs state

5. おわりに
本論文では, 情報力学に付随する複雑量のうち, 相互エントロピータイプの複雑

量を用いて, 量子マルコフ過程の分類になどに応用するプログラムを述べた. さら

に, その具体例として, 量子光学によく見られる開放系のモデルを量子マルコフ過

程に適用し, 具体的な計算を行った. 今後, これらの研究をさらに進めるために,

他の複雑量を用いた解析を行う予定である.
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