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\S 0. 序文
この論説文で考えるテーマを最も典型的な例で説明する. $\alpha_{0},$ $\alpha_{1},$ $\alpha_{2}$は 3つ

の相異なる実数とし, $Q_{j}=D_{1}+\alpha xD_{n},$ $0\leq j\leq 2$ とする.

$x=$ ($0;0O^{*},$
$\ldots$ , 0, 〉⊂丁) $\infty\in$ 〉⊂ fS $*$ Rn において定義された擬微分作用素

(1) $P(x, D)=Q_{0}(x, D)Q_{1}(x, D)Q_{2}(x, D)+R(x, D)$ , ord $R\leq 2$

を考える. まず Pu $=0$ のマイクロ関数解 $u$ について佐藤の基本定理により
$suppu\subset\bigcup_{j=0}^{2}\{Q_{j}(x, \xi)=0\}$ である携

Ql $suppu\subset\{(x, \xi)\infty\in\sqrt{-1}S^{*}R^{n};Q_{0}(x, \xi)=0\}$

を満たす $\cdot Pu=0$ の解 $u\neq 0$ が存在するか ?

という問題を考えてみる.

$\beta=\frac{\{\sigma_{2}(R),\xi_{1}-\alpha_{0}x_{1}\xi_{n}\}(x)0^{*}}{\sqrt{-1}(\alpha_{0}-\alpha_{1})(\alpha_{0}-\alpha_{2})}$

とおくとき、 $\sigma_{2}(R)(x)=0O^{*},$ $\beta\not\in\{-2, -3, -4, \cdots\}$ であれば Ql は否定的に
解決される.
さて次に $f\in C_{\circ,x}*$ が

(2) $suppf$ $\subset$ $\{(x, \xi)\infty\in\sqrt{-1}S^{*}R^{n};|(x, \xi_{1}/|\xi|, \ldots, \xi_{n-1}/|\xi|)|$

$\leq C|(Q_{0}(x, \xi)/\xi|\}$ $\exists C>0$

という条件を満たしているとする. $suppf$は $J^{\bigcup_{=12},\{Q_{j}(x,\xi)=0\}}$ の方向を向い

ているいるのだから, 次の問題が考えられる :

Q2 $Qu=f$および (2) を満たすマイクロ関数 $u$ が存在するか ?

こちらのほうは Ql とは双対的な問題なのだが, $\sigma_{2}(R)(x)=0O^{*}\cdot,$ $\beta\not\in Z_{+}$

$=\{0,1,2, \cdots\}$ という (先とは双対的な) 条件のもとで, 今度は肯定的に解決さ
れる. すなわち, ここで考えていることがらは, 解の特異性について, 第 1に
$Q_{0}$方向への伝播に関する一意性の問題であり, 第 2にそれ以外の方向への伝
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播に関する可解性の問題である. いずれにせよ、ある意味で $Q_{0}$方向へ特異性
が伝播しないということになる. もっと一般的な条件のもとで, こういうこと

を本文の中で研究する.

\S 1. 主要結果
$A(x, D)\in \mathcal{E}_{x}\circ*$ , ord $A\leq l(\ell<\infty)$ のとき且$(x, D)$ の完全表象を $\sigma(A)$ また

は単に乃 $(x, \xi)$ と書く. 従って $\xi$について $i$ 次斉次な $A_{i}(x, \xi)$ を用いて $\sigma$ (且) $\sim$

$\sum_{i\leq\ell}A_{*}\cdot(x,$ $\xi)$ となるが, この $A_{i}(x,$ $\xi)$ を $\sigma_{i}(A)(x,$ $\xi)$ と書く $($これは座標不変性
をもたない). $j\in Z$ に対して

$\mathcal{E}_{\circ^{*},x}^{(j)}=$ $\{A(x, D)\in \mathcal{E}_{\circ,x}*$ ;ord $A\leq j$ か Oa $\sigma$紛は
2 $*$

において少なくとも $(2i$ ーの $+$次の零点をもつ}

と定める (i.e., $A(x, D)\in \mathcal{E}_{0*,x}^{(j)}$ とは $\sigma(A)\sim A_{j}+A_{j-1}+A_{j-2}+\cdots$ であって右

辺の各項が $X^{*}o$においてそれぞ ri $j_{+},$ $(j-2)_{+},$ $(j-4)_{+}$ , $\cdot\cdot\cdot$次以上の零点をも
つこと $)$ .
この作用素族については [3, 4] を参照してほしい. 次の事実も [3, 4] による.

補題 1. (i) $A(x, D)\in \mathcal{E}_{0*,x}^{(i)},$ $B(x, D)\in \mathcal{E}_{0*,x}^{(j)}\Rightarrow A(x, D)B(x, D)\in \mathcal{E}_{0^{p},x}^{(*+j)}$ .
(ii) $A(x, D)\in \mathcal{E}_{o^{l},x}^{(j)}\Rightarrow A^{\uparrow}(x, D)\in \mathcal{E}_{o^{r},x}^{(j)}$ .
(iii) $X^{*}o$の近傍で定義され, $\omega_{0}(x)=o^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}X^{*}o$を満たす斉次シンプレティック変換

$\omega_{0}$に同伴する量子化接触変換 $\omega$ : $\mathcal{E}_{\circ,x}*arrow \mathcal{E}_{\circ,x}*$に対して $\omega(\mathcal{E}_{o^{s}}^{(j)})=\mathcal{E}_{o^{P}}^{(j)}xx$.

この補題により以下の問題設定は接触不変な意味をもつ.
$Q_{0}(x, \xi)$ は $X^{*}o$の近くで定義された $\xi$について $0$ 次斉次な実正則関数であると

する $($従って $Q_{0}$は実際には $|(x,$ $|\xi|^{-1}\xi)-X^{*}o|<<1$ で定義されている $)$ . さら

に $Q_{0}(x)=00*,$ $gradQ_{0}\neq 0$ とする.

さて以下いつでも $0\leq m_{0}\leq m$ とし, ord $P=m(m\in N=\{1,2,3, \cdots\})$

を満たす $P(x,$ $D)\in \mathcal{E}_{\circ^{5},x}$に対して次の条件を仮定する.

$A1$ $\{\begin{array}{l}P(x, D)=\sum_{0\leq j\leq m0}Q_{0}(x, D)^{j}P^{(j)}(x, D),P^{(j)}(x, D)\in \mathcal{E}_{o*,x}^{(j+m-mo)}, 0\leq j\leq m_{0}.\end{array}$

A2 $\{\begin{array}{l}\wedge\{\cdot\cdot\{\sigma_{m}(P^{(m_{0})}), Q_{0}\}\cdots, Q_{0}\}\neq 0<*\mathfrak{B}\cdot oTLl\}8)m.P^{(m_{0})}\beta_{X^{*}}^{o}YCBV\backslash \vee\subset Q_{0}xn-|Cv4fn\mathfrak{N}ffl\#-\epsilon\cdot\gg 6.\end{array}$

$\grave{\backslash }\neq e\Leftarrow$ . ここで
$Q_{0}(x, D)^{j}= \frac{j}{Q_{0}(x,D)\cdots Q_{0}(x}$

D$)$である. また $P^{(mo)}l^{\dot{a}}xo*\gamma\subset$

おいて $Q_{0}$方向にマイクロ双曲形であるとは, $Q_{0}$を含む斉次実シンプレクティッ
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ク座標 $(Q_{0}, \cdots, Q_{n-1;}$ 瓦 $, \cdot, R_{n-1})$ に対して,

$Q_{0},$ $Q_{1},$ $\cdots,$ $Q_{n-1},$ $R_{1},$ $\cdots,$ $R_{n-1}\in R,$ $R_{0}\not\in R$

$\Rightarrow$ $\sigma_{m}(P^{(mo)})\neq 0$

という意味である ([7] 参照).

ここまで述べたことを実例に基いて説明しておく.
例. $Q_{1}(x, \xi),$ $\cdots,$

$Q_{\ell}(x, \xi)$ は $X^{*}o$の近くで定義された実正則関数で $\xi$について

1次斉次であって, $Q_{j}(x)=00^{*},$ $\{Q_{0}, Q_{j}\}\neq 0,1\leq j\leq\ell$とする.

(i) 最も単純な $\ell=1$ の場合, $P$はフックス形方程式である Al . A2を書
き直すと,

$\{\begin{array}{l}P(x, D)= \sum_{0\leq;<m0} Q_{0}(x, D)^{j}P^{(j)}(x, D)P^{(j)}(x, D)\in \mathcal{E}_{0,x}^{\overline{(}j+m-mo)}, 0\leq j\leq m_{0}P^{(mo)}(x, D)=Q_{1}(x, D)^{m}\end{array}$

となる. これについては, $[$1, 2, 5, 6, 8, 9, 10, 11$]$ などの研究がある. しかし

この場合でさえこれらの文献中の仮定は Al, A2よりもっと限定的な

$P^{(k)}(x, D)=P^{(k)}(x, D)Q_{1}^{k+m-m_{0}},$ $\exists P^{\prime(k)}\in \mathcal{E}_{0,x}*,$ $0\leq k\leq m_{0}$

というものである (これはレビ条件と呼ばれる). 後述する主要結果はフック
ス形方程式の理論をカバーする.

(ii) 次に $l=2$ とする.

(3) $P(x, D)=Q_{0}(x, D)Q_{1}(x, D)Q_{2}(x, D)+R,$ $R(x, D)\in \mathcal{E}_{o^{*},x}^{(1)}$

であればもちろん $P$は Al, A2を満たす. これについて冒頭で述べた (その
ときは ord $Qo=1$ としていた).

もうひとつ, 最後の条件を付け加える. $P(x, D)$ の決定多項式 $I_{P}(s)$ を

$I_{P}(s)$
$= \sum_{j=0}^{m_{0}}\frac{1}{(j+m-m_{0})!}\{\cdots\{\sigma_{j+m-m_{0}}(P^{(j)}), Q_{0}\}\cdots, Q_{0}\}(x)j+m-mo\wedge 0^{*}$

$\cross(s+m-m_{0})(s+m-m_{0}-1)\cdots(s-j+1)$

と定義する. $I_{p}(s)=0$ の根 $s=s_{1},$ $\cdots,$ $s_{m}$を $P$の特性指数と呼ぶ (実際には
常に $s_{j}=-j,$ $1\leq j\leq m-m_{0}$となる). そして

A3 $s_{j}\not\in z_{+}$ , $1\leq j\leq m$

であるかまたは

A3 $\dagger$

$s_{j}\not\in\{-m+m_{0}-1, -m+m_{0}-2, \cdots\}$ , $1\leq j\leq m$
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であると仮定する.
例先の例と同じ記号を使う. (i) の場合は特性指数は通常のものと同じ意

味になる. (ii) の場合で, さらに $P(x, D)$ が (3) の形をしていれば,

$I_{P}(s)=-(\alpha_{1}-\alpha_{0})(\alpha_{2}-\alpha_{0})(s+1)s-\sqrt{-1}\{\sigma_{1}(R), Q_{0}\}(x)(s+1)0*$

となるから,

$s_{1}=-1,$ $s_{2}= \frac{\{\sigma_{2}(R),Q_{0}\}(x)0^{*}}{\sqrt{-1}(\alpha_{1}-\alpha_{0})(\alpha_{2}-\alpha_{0})}$

である.

主要結果は次の通りである.
定理 2. $($i $)$ $P(x,$ $D)$ が Al, A22 $A3^{\dagger}$ を満たしているとする. もし

$u\in C_{0,x}*$ , $Pu=0,$ $suppu\subset\{(x, \xi)\infty\in\sqrt{-1}S^{*}R^{n};Q_{0}(x, \xi)=0\}$

なら $u=0$ である.

(ii) $P(x, D)$ が AI-A3を満たしているとする. もし $f\in C_{\circ*,x}$ が条件 (2) を
満たせば, やはり (2) を満たす Pu $=f$の解 $u\in C_{\circ,x}*$が存在する.

\S 2. 非局所積分作用素
定理 2を示すため後述の非局所積分作用素環を用いる. その前にまず接触変

換によって一般性を失うことなく $Q_{0}=x1$ としておく (こうしてよいという理
由はすでに説明した) . そのうえで\S 1で述べた条件を書き直しておく :

Bl $\{\begin{array}{l}P(x, D)=\sum_{0\leq j\leq m_{0}}x_{1}^{j}P^{(j)}(x, D),P^{(j)}(x, D)\in \mathcal{E}_{0*,x}^{(j+m-m_{0})}, 0\leq j\leq m_{0}.\end{array}$

B2 $\{\begin{array}{l}P^{(m_{0})}(x, D)=D_{1}^{m}+j\sum_{=0}^{m-1}P^{(m_{0},j)}(x, D’)D_{1}^{j}\beta_{X^{*}}^{o}YC*V\backslash Cx_{1^{-}}X\text{「}-]K\tau 4f \ddagger I\mathfrak{R}ffl\dagger\Psi-\epsilon \text{ある}.\end{array}$

そしてさらに

B3 $I_{P}(s)\neq 0$ , $s\in z_{+}$

であるかまたは

$B3^{\dagger}$ $I_{P}(s)\neq 0$ , $s\in\{-m+m_{0}-1,$ $-m+m_{0}-2$ , $\}$

であると仮定する. すると定理 2(を精密化したもの) は次のように書き直さ
れる.
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定理 3. (i) $P(x, D)$ が Bl, B2 . $B3^{\dagger}$を満たしているとする. このとき

もし $u\in C_{\circ*,x}$ , Pu $=0$ であってしかも

(4) $suppu\subset\{(x, \xi)\infty\in\sqrt{-1}S^{*}R^{n};x_{1}=0\}$

であれば $u=0$ となる.
$($ii $)$ $P(x,$ $D)^{p_{a}^{:}}$ BI-B3を満たしているとする. このとき $f\in C_{\circ,x}*$が

(5) $suppf\subset\{(x, \xi)\infty\in\sqrt{-1}S^{*}R^{n};d(x, \xi)\leq C|x_{1}|\}$ , $\exists C>0$

を満たせば (5) および

Pu $=f,$ $[\partial_{x}^{j_{1}}u]_{x_{1}=0}=0)0\leq j\leq m-m_{0}-1$

を満たす $u\in C_{x}\circ*$が存在する.

さて次のようなマイクロ関数族と作用素族を考える.
定義 4. (i) (4)(resp. (5)) を満たす $u\in C_{x}\circ*$ 全体を $C_{K}$ (resp. $C_{L}$ ) と表

わす.

(ii) 次の条件を満たすた $(x, y)\in$ (CR2n)(xo $*$

, $\underline$xo $*$ )全体を $\mathcal{E}_{K}$ と表わす :

(6) $suppk(x, y)$ $\subset$ $\{(x, y, \xi, \eta)\infty\in\sqrt{-1}S^{*}R^{2n}$ ;
$|x_{j}-yj|\leq C|y_{1}|$ , $1\leq j\leq n$ ,
$|\xi_{j}+\eta j|/|(\xi, \eta)|\leq C|x_{1}|$ , $2\leq j\leq n$ ,
$|\xi_{1}+\eta_{1}|/|(\xi, \eta)|\leq Cd(y,\xi)\},$ .

$\exists C>0$ .

さらに $\mathcal{E}_{L}=$ $\{$た$(-y, -x);$ 双 $x, y)\in \mathcal{E}_{K}\}$ と定める.

もちろん $\mathcal{E}_{x^{r}}\circ\subset \mathcal{E}_{K},$
$\mathcal{E}_{L}$である. 次の補題によって $\mathcal{E}_{K},$ $\mathcal{E}_{L}$の元がある種の積

分作用素になることがわかる. しかしこれらの作用素は (オペランドの特異ス
ペクトルを増やすことがあるので) 超局所作用素ではない. しかも Cxo $*$全体に

作用するわけでもない.
補題 5. (i) た 1 $(x, y),$ $k_{2}(x, y)\in \mathcal{E}_{K}$ (resp. $\mathcal{E}_{L}$ ) ならば $\int$ k2 $(x, z)k_{1}(z, y)dz\in$

$\mathcal{E}_{IC}$(resp. $\mathcal{E}_{L}$ ) は $weU$-definedである. 従って $\mathcal{E}_{K},$ $\mathcal{E}_{L}$は $sp\delta(x-y)$ を単位元と
する環構造をもっ.

(ii) $u(x)\in C_{K}$(resp. $C_{L}$ ) かつた@y) $\in \mathcal{E}$K(resp. $\mathcal{E}_{L}$ ) であれば $\int$ k $(x, y)u(y)dy$

$\in C_{K}$(resp. $C_{L}$ ) は we皿-definedである. 従って $C_{K}$ (resp. $C_{L}$ ) は左 $\mathcal{E}_{K^{-}}$ (resp. 左
$\mathcal{E}_{L^{-}})$ 加群の構造をもつ. さらに

(7) $supp(\int$た $(x, y)u(y)dy)$

$\subset\{(x, \xi)\infty$ $\in$ 〉仁了$S^{*}R^{n};\exists(y, \eta)\infty\in suppu,$ $(x, y, \xi, -\eta)\infty\in supp$纏
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が成立する.

定理 3は次の定理に帰着する :
定理 6. (i) もし $P(x, D)$ が Bl, B2 . $B3^{\dagger}$を満たせぼ $P(x, D)$ は $\mathcal{E}_{I\zeta}$の中

で左逆元をもつ.

(ii) もし $P(x, D)$ が BI-B3を満たせば $P(x, D)$ は $\mathcal{E}_{L}$の中で右逆元をもつ.
より精密には

$\int K_{P}(x, z)z_{1}^{m-mo}\ell(z, y)dz=sp\delta(x-y)$

を満たす飾, $y$ ) $\in \mathcal{E}_{L}$が存在する.

証明は [7] の方法を踏襲する. すなわち最初に $x_{1}$についてテイラー展開を考
えて有限伝播速度をもつ擬微分作用素と呼ばれる形式的パラメトリックスをっ
くる. これ自身は解析的汎関数 (i.e., ウルトラ超関数) としての意味しかもた
ない. しかしそのあと形式的パラメトリックスの定義関数に対して解析接続を
考えれば上述の作用素としての意味が確定する. 詳細は [12] の中で発表する
予定である.
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