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1. 準備
$N=\{X,$ $Y,$ $K$ ,丹を局所有限でセルフループを持たない (高々可算) 無限連結グラフと

する。ただし, X は点の高々可算集合, $Y$ は弧の高々可算集合, $K$ は点と弧の結合関数, $r$

は $Y$ 上の正の実数値関数 (抵抗) とする. X 上の実数値関数の全体を $L(X)$ , 有限集合の
外で $0$ となる X 上の実数値関数の全体を Lo(X) で表す. 関数 $u\in L(X)$ の離散微分 (差

分 $)$ 伽とディリクレ和 $D(u)$ を

伽 ( $y$ ) $:=-r(y)^{-1} \sum_{x\in X}K(x, y)u(x)$

$D(u):= \sum_{y\in Y}r(y)[du(y)]^{2}$

と定義する. ディリクレ和が有限な X 上の関数の全体を $D(N)$ で表す. 関数 $u,$ $v\in D(N)$

の相互ディリクレ和を
$D(u, v):= \sum_{y\in Y}r(y)[du(y)][dv(y)]$

と定義する. $D(N)$ は内積 :

$<u,$ $v>;=D(u, v)+u(x_{0})v(x_{0})$

$(x_{0}\in X$ は固定 $)$ に関してヒルベルト空間となる. この空間内での Lo(X) の閉包を Do(N)
で表し, その要素をディリクレポテンシャルと呼ぶ.
任意に固定された $x_{0}\in X$ に対して,

$D(N, x_{0}):=\{u\in D(N);u(x_{0})=0\}$

は内積 : $D(u,$ $v)$ に関してヒルベルト空間となる.
本稿では, $D(N;x_{0})$ に対する再生核ゐ a の性質を利用して, ネットワークの極値的長さ
に関する —–角不等式を証明し, さらにネットワーク上の流れ (フロー) に関する極値問題
の研究への $D_{0}(N)$ の再生核 $g_{a}$ の応用について報告する. 5節の定理 8を除けば, 本稿の
結果は近刊の論文 $[$4$]$ と同じであるので, 証明を省略する.

2. $D(N;x_{0})$ の再生核 $k_{a}$

点 $a\in$ Xo: $=X-\{x_{0}\}$ を任意に固定するとき, 対応: $u\in D(N;x_{0})arrow u(a)$ は連続線
形汎関数となることから, リースの定理により
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$u(a)=D(u, k_{a})$ $\forall u\in D(N;x_{0})$

となる関数 (再生核) $k_{a}\in D(N;x_{0})$ が存在する.

補助定理 1. 全ての $x\in X$ に対して, $0\leq$ ゐ a(x) $\leq k_{a}(a)$ が成り立っ ([3] 参照) . また
ゐ a/ka(a) は次の極値問題の最適解である :

$d(x_{0}, a):= \inf\{D(u);u\in L(X), u(x_{0})=0, u(a)=1\}$

更に, $d(x_{0}, a)=1/k_{a}(a)$ が成り立っ.

異なる 2点 $a,$
$b$ 間の極値的長さ $\lambda(a, b)$ は, $Y$ 上の非負実数値関数 $W$ のうち容量 $rW$ に

関する $a,$
$b$ 間の最小仕事問題 (最短経路問題) の値が 1以上となるもの, すなわち, $a$ と $b$

を結ぶすべての道 $P$ に対し

$\sum_{y\in P}r(y)W(y)\geq 1$

を満たす $W$ についてのエネルギー

$H(W):= \sum_{y\in Y}r(y)W(y)^{2}$

の下限の逆数として定義される. $\lambda(a, b)=d(a, b)^{-1}$ が成り立っ ([6] 参照).

定理 1. 異なる 2点 $a,$ $b\in$ Xo について, $u_{ab}:=$ ゐ b–ka とおく. 関数

$v_{ob}:=[u_{ab}-u_{ab}(a)]/D(u_{ab})$

は極値問題 $d(a, b)$ に対する最適解であり, 次の関係式が成り立っ :

$\lambda(a, b)=\text{ゐ_{}a}(a)-2k_{a}(b)+$ ゐ b $(b)$

定理 2. 異なる 3点 $x_{0},$ $a,$
$b$ について

$\lambda(a,$ $b)=\lambda(x_{0},$ $a)+\lambda(x_{0},$ $b)-2$ゐ a $($わ $)$

定理 3. 極値的長さは–$=$角不等式を満たす.

有限ネットワー– $ii^{7}$ の場合には, 文献 [1] でこのことが証明されている.

3 Do $(N)$ に対する再生核 $g_{a}$

無限ネットワーク $N$ が双曲型であると仮定すると, 任意の点 $a\in X$ に対して条件

$D(v,g_{a})=v(a)$ $\forall v\in D_{0}(N)$
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を満たす関数 (再生核) $g_{a}\in$ Do $(N)$ が存在して一意的である. $g_{a}$ は $a$ を極とする $N$ のグ

リーン関数と呼ばれる ([7] 参照).

定理 4. 異なる 2点 $a$ ,わに対し, 脇: $=gb-g_{a}$ とおく. 関数 $v_{ab}^{*}:=u_{ab}^{*}/D(u_{ob}^{*})$ は次
の極値問題の最適解である :

$\rho(a,$ $b);=$ $inf\{$D $($駕 $)$ ; $u\in D_{O}(N),$ $u($わ$)-u(a)=1\}$

4. 流れに関する極値問題
条件

$\sum_{y\in Y}K(x,$ $y)w(y)=0$ $\forall x\in X-\{a$ , わ $\}$

$I(w):=- \sum_{y\in Y}K(a, y)w(y)=\sum_{y\in Y}K($ わ$, y)w(y)$

を満たす関数 $w\in L(Y)$ を点 $a$ から点 $b$ への流れ (フロー) といい, その集合を $F(a,$ わ $)$ で

表す. ヒルベルト空間 L2 $(Y;r):=\{w\in L(Y);H(w)<\infty\}$ における集合 $F(a,$ わ $)\cap$ LO $(Y)$

の閉包を $F_{2}(a,$ わ $)$ として, 次の極値問題を考える :

$d^{*}$ $(a$ , わ $)$ $:= \inf\{H(w);w\in F(a,$ $b),$ $I(w)=1\}$

$d_{0}^{*}(a, b):= \inf\{H(w);w\in F_{2}(a, b), I(w)=1\}$

関係式 $d(a, b)d_{0}^{*}(a,$ わ $)$ $=1$ は既知である ([6] 参照).

定理 5. $\rho(a, b)d^{*}(a, b)=1$ が成り立っ. 更に, $\tilde{w}:=-d(gb-g_{a})$ は $d^{*}(a, b)$ に対する最
適解である.

定理 6. $d^{*}(a,$ わ $)$ $=d_{0}^{*}(a, b)$ が成り立っための必要十分条件は $d(g_{b}-g_{a})\in F_{2}(a, b)$ で

ある.

5. 関数としての $\lambda(x_{0}, x)$

関数 $f(x):=$ ゐ x(x) $=\lambda(x_{0}, x)(x\in X-\{x_{0}\}),$ $f(x_{0}):=0$ の性質を調べるために, 離散
ラプラシアンを計算する.

$\triangle f(a):=-t(a)f(a)+\sum_{x\in X}t(x, a)f(x)$

$t(x, a):= \sum_{y\in Y}r(y)^{-1}|K(x, y)K(a, y)|(x\neq a)$ , $t(a, a):=0$

$t(a):= \sum_{y\in Y}r(y)^{-1}|K(a, y)|$

定理 2から
$f(x)=\lambda(a,$ $x)-\text{ゐ_{}a}(a)+2k_{a}(x)$ $(x\neq a)$

であるから,
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定理 7. 次の公式が成り立っ :

$\triangle f(x_{0})=\sum_{x\in X}t(x, x_{0})\lambda(x, x_{0})$

$\triangle f(a)=\sum_{x\in X}t(x, a)\lambda(x, a)-2$

特に, $N$ が 2次元格子状領域で $r=1$ の場合には, $t(x, a)=1,$ $\lambda(x, a)=1/2$ である

から,
$\triangle f(x_{0})=2$ , $\triangle f(a)=0(x\neq a)$

が成り立っ。

また特に, $N$ が有限ネットワークの場合には

$\sum_{x\in X}\triangle u(x)=0$ $\forall u\in L(X)$

であることに注意すると, 定理 7により

定理 8. $N$ が有限ネットワークならば次の関係が成り立っ :

$\sum_{a\in X}\sum_{x\in X}t(x, a)\lambda(x, a)=2|X|-2$

ただし, $|X|$ は集合 X の要素の個数を表す.

この結果は Foster の平均公式 ([5], 定理 2.11参照) である.
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