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Abstract

自己安定アルゴリズム (self-stabilizing algorithm) は任意の初期状況から実行を開始することができ、また実行
中に–過性の故障 (transient failure) が生じても有限時間内に問題を解くことができる分散アルゴリズムであ
り、 フォールトトレランスに対する 1つのアプローチとして多くの研究がなされている。Israeli らは均–な偶.
数サイズのリングネットワークにおいて $\mathrm{D}$ デーモン. $\mathrm{R}/\mathrm{W}$ デーモンの下では方向付け問題が解けないことを示
し、 さらに $\mathrm{D}$ デーモンの下で定数状態数で方向付け問題を解く確率アルゴリズムを提案した。また、片山らは
この問題を解く決定性アルゴリズムについて考察を行ない、リングが奇数サイズであれば $\mathrm{D}$ デーモンの下でこ

の問題を無限状態数で解く決定性アルゴリズムが存在することを示した。本稿では、奇数サイズのリングネッ
トワークにおいて $\mathrm{D}$ デーモンの下で状態数 6で解く決定性アルゴリズムを提案し、その正当性の証明を行なう。

1 はじめに

複数の計算機 (以下プロセッサ) とその間を接続する通
信リンクにより構成されるシステムを分散システムとい
う。分散システムにおいてフォールトトレランスを実現す
るための–つのアプロ一チとして、 1974年 $\mathrm{E}.\mathrm{W}$.Dijkstra
は自己安定システム (self-stabilizing system) を提案した
[6]。自己安定システムは、次の 2つの重要な長所を有して
いる。

1. ネットワーク状況をある特定の状況に初期化する必要
がなく、任意の初期状況からシステムを起動すること
ができる。

2. 任意の状況からシステムを正当な状況 (対象とする問
題によって定まる) に遷移させることができ、システ
ムの作動中にデータの損失変質といった (局所的に
は検出できない) -過性の故障 (transient failure) が

生じても外的補助なしに問題を解くことができる。

自己安定の概念は、 もともと相互排除問題 (mutual ex-
clusion problem) を対象として考えられ、以前はこの問題に
対するアルゴリズムが多く提案された $[1][6]$。しかし、近年
ではリングの方向付け問題 (ring orientation problem) $[3][5]$

や、 リーダー選挙問題 (leader election $\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{m}$ ) $[4]$ など

様々な問題に対するアルゴリズムが提案されており、現在
も活発な研究が行なわれている。これまでに提案された自

己安定アルゴリズムは、主にプロセッサ間の通信方法・原
子動作の大きさプロセッサの均–性により分類される。

1. プロセッサ間の通信. メッセージ通信モデル
各プロセッサはメッセージを送受信することに
より通信を行なう。. 状態通信モデル
各プロセッサは隣接プロセッサの状態を直接知
ることができる。. レジスタ通信モデル
各プロセッサは隣接プロセッサに対する通信リ
ンクごとに用意された通信用のレジスタにメッ

セージを書き込むことにより通信を行なう。

2. 原子動作. $\mathrm{C}$ デーモン (celltral daemon)
1単位時間に同時に動作可能なプロセッサはただ
1つであり、かつ 1回の動作で全隣接レジスタか
らの読み込み、状態の変更および必要であれば
全隣接レジスタへの書き込みを行なうことがで
きる。. $\mathrm{D}$ デーモン (distributed daemon) 1単位時間に
同時に複数のプロセッサが動作可能であること
を除き、 $\mathrm{C}$ デーモンと同様の動作をする。
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. $\mathrm{R}/\mathrm{W}\text{フ^{}\overline{-}}$ 一モン (read/wlite daemon)
1単位時間に同時に動作可能なプロセッサはただ
1 っであり、かっ 1回の動作で 1回の隣接レジス
タへの書き込みおよび状態の変更、または 1回

の隣接レジスタからの読み込みおよび状態の変
更を行なうことができる。

3. プロセッサの均–性
ネットワークを構成する全てのプロセッサは同–のア
ルゴリズムを実行し、また互いに区別することのでき

る識別子を持たない。 このようなネットワークは均–

(uniform) であるという $\text{。}$

本稿ではリングの方向付け問題を取り扱う。 リングの方
向付け問題とは、共通の方向感覚 (右または左) を持たない
プロセッサ群に対して、共通の方向感覚を与える問題であ
る。 この問題を解く自己安定アルゴリズムについて、これ

までに偶数サイズの均–なリングネットワークにおいて、
$\mathrm{D}$ デーモン. $\mathrm{R}/\mathrm{W}$ デーモンの下で方向付け問題を解く決

定性アルゴリズムは存在しないこと [5] や、奇数サイズの
リングネットワークにおいて、 $\mathrm{D}$ デーモンの下で方向付け

問題を無限状態数で解く決定性アルゴリズムが存在するこ
と [3] などが知られている。状態数が無限であるアルゴリ
ズムは、アルゴリズム的観点からすれば興味深いかもしれ
ないが、実際上の立場からすれば、そのようなアルゴリズ
ムはあまり意味がない。そこで、本稿では奇数サイズのリ
ングネットワークにおいて、 $\mathrm{D}$ デーモンの下で方向付け問

題を状態数 6(定数状態数) で解く決定性アルゴリズムを
示し、その正当性の証明を行なう。

2 ネットワークモデル

21 ネットワークに関する諸定義

定義 1(ネットワーク) ネットワークは $n$個 ($n$ は奇数) の
プロセッサ $P_{0},$ $P_{1},$ $\cdots$ , $P_{n-1}$が通信リンクで接続されたリ

ングネットワークである。ただし、添字 $0,1,$ $\cdots,$ $n-1$ は

記雄を容易にするためにのみ用いられ、アルゴリズム中で
添字を利用することはない。各プロセッサは状態機械であ
るが、便宜上その動作をプログラムの形で与える。各プロ
セッサ乃は Pi-lおよび $P_{i+1}$ との間に通信リンクを持ち、
$P_{i-1\text{、}}P_{i+1}$ を瓦の隣接プロセッサという。また、 これら
のリンクに対して–方には 1、他方には 2が任意に番号が
付けされており (この番喰付けは終始変化しない) 、 $P_{i}$ と 1

の番号付けがされたリンクで接続されたプロセッサを $P_{i}$

の第 1隣接プロセッサ、他方を $P_{i}$の第 2隣接プロセッサ

という。 $\square$

定義 2(プロセッサ問の通信) 乃を $P_{i}$の任意の 1つの隣

接プロセッサとする。 このとき乃と $P_{j}$ との問の通信リン

クは 2個の通信用レジスタ $R_{ij}$ および $R_{ji}$により構成さ

れる。すなわち、レジスタ通信モデルを採用する。乃から

乃への通信は、君が $R_{ij}$に書き込んだ値を乃が読み出す
ことにより行なわれる。逆方向の通信も同様である。 口

定義 3(プロセッサの均–性) ネットワークを構成する全て
のプロセッサは同–のアルゴリズムを実行し、また互いに

区別することのできる識別子を持たない。 このようなネッ

トワークは均– (uniform) であるという。 口

定義 4(原子動作) 本稿では $\mathrm{D}$ デーモンを仮定している。

すなわち、1単位時間に複数のプロセッサが同時に動作す
ることが可能であり、かつ 1回の動作で、両隣接レジスタ
からの読み込み、状態の変更、さらに必要であれば両隣接
レジスタへの書き込みを行なうことができる。 $\square$

22 ネットワークに関する記述

定義 5(ネットワーク状況) ネットワークの状況 $c$ を次の

ように定義する。

$c=(_{SS}0,1, \cdots, Sn-1,r0,1, r_{1,0}, r_{1},2, \cdots, \gamma n-1,0, r0,n-1)$

ここで $s_{i}$は君の状態、 $r_{ij}$はレジスタ $R_{ij}$に格納されてい

る値を表す。 $\square$

定義 6(ネットワーク状況の遷移) あるネットワーク状況

$c$ がプロセッサの部分集合 $U$に属する各プロセッサがアル
ゴリズム $A$ の原子動作を 1回実行して状況が C’に変化し

た時、 この状況の遷移を $carrow c’U$ と記述する。 どのプロセッ

サが動作したかを問題にしない場合は単に $carrow c’$ と記述

する。 さらに、状況 $c$ から零回以上の遷移によって状況 $c’$

が現れるとき、 この遷移を $carrow_{C’}*$ と記述する。 口

定義 7( $\text{スケジ}\supset--$ノ とアルゴリズムの実行) ネットワーク
を構成するプロセッサの部分集合の無限二 $T=U0,$ $U_{1},$ $\cdots$

をスケジ n $-\mathrm{K}\mathrm{t}$, と呼ぶ。アルゴリズムを A、初期状況 $c_{0}$

から始まるネットワ一 $f$状況の無限列を $E=c_{0},$ $c_{1},$ $\cdots$ と

する。 この時、 $E$が全ての $’,(\geq 0)$ について $c_{i}arrow U_{*}c_{i+1}$ を満

たす時、 $E$をアルゴリズム $A$の下でのスケジ$>-$ \iota /Tの実

行という。 $\square$
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定義 8(実行の公平性) スケジ I $-\mathrm{K}\mathrm{s}\tau$にネットワークを

構成する全てのプロセッサが無限回現れる時、 $T$は公平で
あるという。さらに $E$がこのスケジ $=.-\mathrm{K}\mathrm{s}$ Tの実行である
なら、 この $E$を公平な実行という。 $\square$

2.3 自己安定

アルゴリズム $A$ がある状況の集合\Deltaに関して、以下の
2つの条件を満足するならば、アルゴリズム $A$ は正当な

状況\Deltaに関して自己安定であるという。

(1) 到達可能性 (No Livelock)
初期状況を Co 、アルゴリズムを $A$ とする。初期状況
$c_{0}$ から $A$ の公平な実行により $c_{0}arrow*c_{j}$ かっ $c_{j}\in\Delta$ と

なる状況 $c_{j}$ が現れる。

(2) 閉包性 (Closure)
任意の状況 $c\in\triangle,$ $c’$に対し、 c\rightarrow c’ならば $c’\in\Delta$が

成立する。

3 リングの方向付けアルゴリズム

リングの方向付け問題とは、共通の方向感覚 (右または
左) を持たないプロセッサ群に対して、共通の方向感覚を
与える問題である。 ここでは、奇数サイズのリングネット
ワークにおいて $\mathrm{D}$ デーモンの下で方向付け問題を状態数
6で解く決定性アルゴリズムを提案し、その正当性の証明
を行なう。

3.1 基本的なアイデア

リング中のすべてのプロセッサはその方向を表す内部変
数 $d?.r$を持っている。同方向を向いているプロセッサの極
大部分列をセグメントという (定義 11)。リングサイズは
奇数である。 したがって、 もしリングが方向付けられてい
なければ、互いに向かい合うセグメントの組のうち、-方
が奇数サイズで他方が偶数サイズであるような組が少なく
とも 1つ存在する (図 1)。
このようなセグメントの組 $(\gamma, \gamma’)$ について考える。各

セグメントに対して、図 2のようにソース (定義 10) から
ラベルを $0.1,0,$ $\cdots$ と交互に付けてゆく。 \mbox{\boldmath $\gamma$}および\mbox{\boldmath $\gamma$}’のサイ
ズはそれぞれ、奇数および偶数 (または偶数および奇数) で
あるから、 $\gamma$ および\mbox{\boldmath $\gamma$}’の先頭のプロセッサ $\mathrm{P}$ と $\mathrm{Q}$ のラベル

はそれそれ $0$ と 1(または 1と $0$ ) となる。 したがって、他
のすべてのセグメントの組が対称な形 (つまり、図 2のよ
うなラベル付けで、各セグメントの先頭のラベルが共に $0$

または 1 $\text{になって^{いる}}$ ) であっても、 このセグメントの組
にはそのようなラベル付けば生じない (図 2)。

図 2において、 $\mathrm{P}$ と $\mathrm{Q}$ のうち $0$ でラベル付けされてい

る方がその方向を変更する (つまり方向を逆にする) こと
にすると、 $\mathrm{P}$ の方向は $\mathrm{R}$ の向きに変わる。 しかし、 $\mathrm{R}$ の

ラベルが 1かつ $\mathrm{P}$ のラベルが $0$ であるから、 $\mathrm{P}$ は再び方
向を変えなければならない。以後この繰り返しが永久に続
いてしまい、 -方向に方向付けができない $(1\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e}1_{0}\mathrm{c}\mathrm{k})$ 。こ

れを防ぐために、ラベル H(igh) を導入する。図 2におい
て、 $\mathrm{P}$ が方向を変えるとき、同時にそのラベルを $\mathrm{H}$ に変更
する。 このとき、 $\mathrm{P}$ のラベルは $\mathrm{H}_{\text{、}}\mathrm{R}$ のラベルは 1となる

(図 3)。図 3において、 $\mathrm{P}$ と $\mathrm{R}$ のうち 1(または $0$ ) がラベ

ル付けされている方がその方向を変更することにすると、
$\mathrm{R}$ の方向が $\mathrm{P}$ とは逆の向きに変わり、以後同様にしてセ
グメントを–方向に統–することができる。 ところが、図
2において $\mathrm{P}$ と $\mathrm{Q}$ のラベルが共に $\mathrm{H}$ の場合、 $\mathrm{P}_{\text{、}}\mathrm{Q}$ は互

いにその方向を変更しないために、再び livelock が生じて
しまう。 しかし、 この場合はラベル $\mathrm{H}$ を 0(または 1) に戻
し、図 2のような形を再構成することで解決することがで
きる。

図 1: リングにおけるセグメント

$::$: source

図 2: セグメントへのラベル付け
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$l_{i}=\iota_{j^{\wedge\iota_{i}\neq}}H$ $\iota_{i}:=\neg\iota_{j}$

図 3: ラベル $\mathrm{H}$ の役割

3.2 アルゴリズム

各プロセッサの状態は、2 っの内部変数 $kbel=\{0,1, H\}$

および $dir=$ {$F(orward),$ $B$ (ackword)} より構成される。

各プロセッサ瓦において、これらの内部変数の値はその

隣接プロセッサに対するレジスタに格納される。図 4に各
プロセッサに対する状態遷移規則を示す。プロセッサ $P_{i}$

が動作した時、 $P_{i}$はその状態およびその第 1隣接プロセッ

サ乃の状態 (乃のレジスタから読み込まれる) の組が図
4の規則に合うものを探す。もし合致する規則が見つかれ

ば、 $P_{i}$はその規則に従って状態を変更する。合致する規則
が見つからなければ、君の第 2隣接プロセッサ耳に対し
ても上記と同様の動作を行なう。その後、新しい状態をそ
のレジスタに書き込む。図 4において、 l,}ま Piの labelの

値を表しており、 また $l_{i}:=\neg l_{j}$ } $\mathrm{h}$ $\iota_{i}=0(lj=1)$ であれば

$l_{i}:=1(l_{i}:=0)$ であることを意味している。

3.3 正当性の証明

任意のプロセッサ $P_{i}$はアルゴリズム (付録参照) の原子
動作を少なくとも 1回実行すると、乃では以下の条件が成
立する:

. $diri=F$の場合... $r_{ij}=(l_{i}, B),$ $r_{ik}=(l_{i}, F)$

. $diri=B$の場合... $r_{ij}=(l_{i}, F),$ $r_{ik}=(l_{i}, B)$

ここではアルゴリズムの公平な実行を仮定しているので、
すべてのプロセッサにおいて上記の条件が成立するような
状況 $c_{S}$が必ず現れる。以下の議論では C8以降に現れる状
況を仮定している。

定義 9(各プロセッサの方向) 各プロセッサ乃の状態は内
部変数 di.rおよび labelから成る。diriを乃の内部変数 $dir$

とする。 もし $d.i.r_{i}=F$ならば $P_{i}$は第 2隣接プロセッサ $P_{k}$

の方向を、 $di\gamma_{i}=B$ならば第 1隣接プロセッサ乃の方向

$l_{i}\neq l_{j}\wedge l_{j}=H$
$l_{i}:=H$

$l_{i}=0\wedge\iota j=1$

$l_{i}=l_{j}=H$ $l_{i}:=0$

$l_{i}=H$ $l_{i}:=0$

$l_{i}\neq 0$ $l_{i}:=0$

図 4: $P_{i}$に対する状態遷移規則

を向いているものとする。ここで、記述を簡単にするため

に、前者の場合は head$(P_{i})=$ 耳または ta畷乃) $=P_{j}$の

ように書く。後者の場合も同様である。 $\square$

定義 10任意のプロセッサを君 とする。 このとき、乃に

おいて

head$(P_{i-1})\neq P_{i}\wedge head(P_{i}+1)\neq P_{i}$

が成立するとき、乃をソース (source) という。 $\square$

定義 11以下のいずれかの条件を満たすプロセッサの極大
部分列 $P_{r},$ $P_{r+1,}\ldots,$ P をセグメント (segment) という。

1) head$(P_{-1},,)\neq P_{r}\wedge head(P_{S+}1)=P_{s}\wedge head(P_{m})=$

$P_{m+1}(r\leq m<s)$

2) head$(P_{S+}1)\neq P_{s}\wedge head(P_{r}-1)=P,$. Ahead$(P_{m})=$

$P_{m-1}(r<m\leq s)$

ここで、 1) のセグメントを順方向セグメント、 2) のセグ

メントを逆方向セグメントと呼ぶ。 口

定義 12 $\gamma=P_{r},$ $P_{r+1,,}\ldots$ p を任意の順方向セグメント
とする。 また\mbox{\boldmath $\gamma$}に属する任意のプロセッサを $P_{i}(i=r,$ $\gamma+$
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1, $\cdots,$ $s$ ) とする。 このとき、 \mbox{\boldmath $\gamma$}が以下の条件を満たすとき
well formed であるという。

head$(P_{i})=P_{i-1}$の場合も上記と全く同様にして示すこと
ができる。 口

1 . $l_{r}=0$

2. $l_{i}=\neg\iota_{i}-1(i=r+1, \cdots, s-1)$

3. $\iota_{S}=\neg\iota s-1$ V $l_{s}=H$

$\gamma$が逆方向セグメントである場合も同様である。 口

定義 13 (正当な状況\Delta ) ネットワーク状況 $c$ において、任
意のプロセッサ $P_{i}(i=0,1, \cdots, n-1)$ で次の条件が成立
するとき、この状況 $c$ は正当な状況にあるという。

tail $(head(P_{i}))=P_{i}$

口

補題 1任意の状況を $c$ とする。 もし $c\not\in\Delta$ ならば、 リン

グ中にソースが少なくとも 1 っ存在する。

(証明) ソースが存在しないような状況 $c\not\in\Delta$が存在すると
仮定し、矛盾を導く。
任意のプロセッサを Pらとする。 また、head$(P_{i})=P_{i+1}$

とすると、 $P_{i}$はソースではないから、$P_{i-1\text{、}}P_{i+1}$ の方向は
以下の 3つの場合に分類できる:

(1) head$(P_{i-}1)=P_{i}\wedge head(P_{i+}1)=P_{i}$の場合
head$(P_{i})\neq P_{i-1}$かっ Pi-l}まソースではないから、
head$(p_{i-2})=P_{i-1}$である。 また、 head$(P_{i-1})=P_{i}$

かっ Pi-2はソースではないから head$(P_{i-3})=P_{i}-2$

となる。以下同様にして head $(P_{i}+3)=P_{i}(^{arrow\supset \text{ま}}$ り

head$(Pi+1)\neq P_{i+2})$ であるから、Pi+2}まソースと
なり仮定に矛盾する。

(2) head$(P_{i-}1)=P_{i}\wedge head(P_{i}+1)\neq P_{i}$の場合
(1) の場合と全く同様にすると、任意の $m$ について

head$(P_{m})=P_{m+1}$ となる状況が得られる。 この状況
は正当な状況に含まれるので考えなくて良い。

(3) head$(P_{i-1})\neq P_{i}\wedge head(P_{i+}1)=P_{i}$の場合
head$(P_{i})=Pi+1$であるから、 $P_{i+2}$の方向に関係なく
Pi+l}まソースとはならない。 また、 head$(P_{i}+1)=P_{i}$

であり、Pi+2}まソースではないから、head$(P_{i+3})=$

$P_{i+2}$ となる。 リングサイズが奇数であることに注意し
て、以下同様にすると head$(P_{i-}2)=P_{i-}3$を得る。 と

ころが、 head$(P_{i})\neq P_{i-1}$であるから、Pi-l}まソース
となり仮定に矛盾する。

補題 2: アルゴリズム A は $\Delta$に関して閉包性を満たす。

(証明) 任意のプロセッサを $P_{i\text{、}}$ ある正当な状況を $c\in\Delta$

とする。状況 $c$ において、補題 1よりソースは存在せず、
すべてのプロセッサは同方向 (共通の右または左) を向い
ている。 $P_{i}$が動作すると Rl または R4以外の規則が適用
されることはなく、Rl または R4の適用により動作後の
状況でその方向が変化することはない。以上のことは複数
のプロセッサが同時に動作しても成立する。 口

定義 14 : 任意の状況 $c$ とする。状況 $c$ において、 リング

中に存在するセグメントの数を $z(c)$ と記述する。 ここで、
$z(c)$ は $0\leq z(c)\leq n-1$ を満たし、かっ偶数であること
に注意せよ。 $\square$

補題 3: 任意の状況を $c$ とする。 このとき状況 $c’(carrow C’)*$

において $z(c)\geq z(C’)$ が成立する。 $\square$

(証明) アルゴリズムの適用によりセグメント数が増加し
ないことは容易に分かる。よって、本補題が成立する。口

定義 15: 任意のアルゴリズムの実行を $E=c_{0},$ $c_{1},$ $\cdots$ とし、
Eのある部分実行を $E’=c_{i},$ $Ci+1,$ $\cdots$ とする。E’中に現れ
る任意の状況 $c_{j}(j\geq i)$ について $z(c_{i})=Z(cj)$ が成立する
とき、実行 E’[は quiet であるという。 $\square$

補題 4: 実行 $E’=ci,$ $c_{i+1},$ $\cdots$ が quiet であるとする。状
況 $c_{i}$においてリング中に存在する任意のセグメントを $\gamma$ と

.
すると、E’中に $\gamma$が well formed となるような状況 $c_{w}$が現
れる。

(証明) E’中に現れるある状況を $c$ とし、 また任意のセグ
メントを\mbox{\boldmath $\gamma$} $=P_{\Gamma},$ $P_{r}+1,$ $\cdots$ , $P_{g(c,\gamma)}$ とする。 ここで、 $g(c, \gamma)$

は状況 $c$ における\mbox{\boldmath $\gamma$}の先頭のプロセッサの添字を表してい

る。以下の主張を証明することにより、本補題が成立する
ことを示す。

主張 1: 状況 $c$ において、 $P_{r}$が動作すると動作後の状況 $c’$

では $l_{r}=0$ が成立する。

主張 2: 状況 $c$ において、 $\gamma’=P_{r},$ $P_{r+1},$ $\cdots$ ,瑞が well
formed かつ $P_{m+1}$ が\mbox{\boldmath $\gamma$}に属しているとする。このとき、
状況 $c$以降に現れる状況において $P_{m+1}$ が\mbox{\boldmath $\gamma$}に属してい
るならば ‘ \mbox{\boldmath $\gamma$}の部分列\mbox{\boldmath $\gamma$}’’ $=P_{r},$ $P,+1,$ $\cdots,$ $P_{m}+1$ も well
formed となる状況 c’が現れる。
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(主張 1の証明) $P_{r}$がソースならば R5のみが適用される

ので明らかである。君がソースでない場合、耳に対
して考えられる規則は $\mathrm{R}2_{\text{、}}$ R3および R5である。R2
が適用されると $\gamma$は消滅してしまい、E’が quiet であ

ることに反するから、 この場合は考えなくても良い。
R3または R5が適用された場合、動作後の状況 c’で

$\}$ま $l_{r}=0$ となる。

(主張 2の証明) 部分列\mbox{\boldmath $\gamma$}’ は well formed であるから、
lm=Hの場合も考えられる。 しかし、状況 $c$ 以降に

現れる状況では head$(P_{m+1})\neq P_{m}$ が成立するので、

$P_{m}$が少なくとも 2回動作すると Rl および R4によ

り $l_{m}=\neg l_{m-1}$ となる状況が現れる。 したがって、以

下の議論では Zm\neq Hの場合について考える。

(1) $r<?<g(c, \gamma)-1$ の場合:
$P_{m+1}$に対して考えられる規則は Rl および R4
である。 したがって、少なくとも 2回の $P_{m+1}$

の動作後の状況で旧m+l $=\neg l_{m}$ となり、部分列
$\gamma’’=P_{r},$ $P_{r+1},$ $\cdots,$ $P_{m}+1$ は well formed となる。
ここで、 $P_{m+1}$ と同時またはそれ以前に $\gamma’$に属す

るプロセッサが動作してもそれらの状態は変化
しないことに注意せよ。

(2) $m=g(c, \gamma)-1$ の場合:
$P_{m+1}$ は\mbox{\boldmath $\gamma$}の先頭のプロセッサであり、 また\mbox{\boldmath $\gamma$}は
$u’ ell$ formed ではないから $l_{m+1}\neq H$である

$\text{。}$

し

たがって、 $P_{m+1}$に対して考えられる規則は Rl
および R2である。 $P_{m+1}$ に R2が適用されると

動作後の状況では $P_{m+1}$ は $\gamma$に属さないので、 こ

の場合は考えなくても良い。Rl が適用された場

合、動作後の状況 c’では $l_{m+1}=\neg l_{m}$ となり、部

分列\mbox{\boldmath $\gamma$}’’ $=P_{r},$ $P_{r+1,+1}\ldots,$$P$ }$\mathrm{j}:m$ well form,$ed$ と

なる。

以上より本補題が成立する。 口

補題 5: アルゴリズム A は $\Delta$に関して到達可能性を満たす。

(証明) ある状況を $c$ とする。 もし $c\in\Delta$ならばリング中に
セグメントは存在しないので $z(c)=0$ となり、 $c\not\in\Delta$なら

ば $z(c)>0$ である。 また、補題 3より正当な状況が現れ
ないと仮定すると以下のことが成立する:

$\exists t(\geq 0),$ $\exists k(\in\{2,4, \cdots\}),\forall?n(>0)[z(c_{m})=Z(c_{t})=k]$

ここで、 $c_{t}$は状況 $c_{S}$から $t$ 回の遷移で、 $c_{m}$は状況 $c_{t}$から

$rn$ 回の遷移の後に現れる状況である。以下にこれは矛盾
であることを示す。

状況 $c_{t}$において、 リング中に存在するセグメントの組の
うち、サイズが偶数と奇数の組 $(\gamma,\gamma’)$ について考える。実

行 $E’=ct,$ $ct+1,$ $\cdots$は仮定より quiet である。補題 4より $\gamma$

および\mbox{\boldmath $\gamma$}’ が共に well formed となるような状況 $c_{w}$ が E’中

に現れる。状況 $c_{w}$において–般性を失うことなく、 $\gamma$は順

方向セグメントかっそのサイズが偶数である (リングサイ
ズ $n$ は奇数より \mbox{\boldmath $\gamma$}’のサイズは奇数である) と仮定できる。

ここで、 \mbox{\boldmath $\gamma$}の先頭のプロセッサを $P_{i}(\gamma’$の先頭のプロセッサ

は $P_{i+1}$ ) とすると、乃と $P_{i+1}$の間で以下の関係式のいず
れかが成立する:

a. $l_{i}=1\wedge l_{i+1}=0$

$\mathrm{b}$ . $l_{i}=H\wedge l_{i+1}=0$

$\mathrm{c}$ . $l_{i}=1\wedge l_{i+1}=H$

$\mathrm{d}$ . $l_{i}=H$ A $l_{i+1}=H$

(a が成立している場合)
状況 $c_{w}$において $P_{i+1}$が動作すると (他のプロセッサが動
作しても状況は変化しないことに注意) 、 R2が適用されて

動作後の状況では $P_{i+1\text{、}}$ $P_{i+2}$ がそれぞれ\mbox{\boldmath $\gamma$} および\mbox{\boldmath $\gamma$}’の先頭

となり、動作後の状況では $P_{i+1}$ と $P_{i+2}$の問で以下の関係

式が成立する:

$l_{i+1}=H\wedge l_{i+2}=1$ A head$(P_{i+1})=P_{i+2}$

このとき、動作後の状況が変化するのは $P_{i+2}$のみである。

$\text{乃}+2$が動作すると. R2が適用されて動作後の状況では $P_{i+2}$

と $P_{i+3}$の間で以下の関係式が成立する:

$l_{i+2}=H\wedge l_{i+3}=0\wedge head(P_{i}+2)=P_{i+3}$

以下同様にして、 \mbox{\boldmath $\gamma$}’が\mbox{\boldmath $\gamma$}に吸収されて $z(c)=0$ となる状況
$c\in\Delta$が現れる。 また、状況 $c_{w}$において $\mathrm{b}$ または $\mathrm{c}$ が成

立している場合も同様にして示すことができる。 これは仮

定に矛盾する。

( $\mathrm{d}$ が成立している場合)
状況 $c_{w}$において、動作後の状況が変化するのは君または
$P_{i+1}$が動作した場合のみである。乃と $P_{i+1}$に対して同時

に R3が適用された場合、動作後の状況では乃と $P_{i+1}$ の

間で以下の関係式が成立する:

( $l_{i}=1$ A $l_{i+1}=0$ ) V $(l_{i}=0\wedge l_{i+1}=0)$

前者の場合は a と同じ状況である。後者の場合、さらに $P_{i}$

が動作すると (ここで、他のプロセ ‘ノサが動作 $\llcorner$て $\text{も}$状況は

変化しないことに注意)、動作後の状況では $l_{i}=1(\iota i+1=0)$

となる。 したがって、以下 a の場合と同様にして示すこと
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ができる。 また、状況 $c_{w}$において $P_{i+1}$ $(P_{i})$ にのみ R3が

適用された場合、動作後の状況では $P_{i}$ と $P_{i+1}$の間で次式
が成立する:

$l_{i}=H\wedge l_{i+1}=0$ ( $(l_{i}=0\vee li=1)$ A $l_{i+1}=H$ )

この場合も上記と同様の議論ができる。 これは仮定に矛盾
する。以上より本補題が成立する。 口

定理 1: アルゴリズム A は奇数サイズのリングにおいて、
$\mathrm{D}$ デーモンの下で方向付け問題を状態数 6で解く自己安定
アルゴリズムである。

(証明) 補題 2および補題 5より成立する。 口

4 おわりに

本稿では、均–な奇数サイズのリングネットワークにお
いて $\mathrm{D}$ デーモンの下で方向付け問題を状態数 6で解く自
己安定アルゴリズムを提案した。これまでに、奇数サイズ
のリングネッ トワークにおいて $\mathrm{D}$ デーモンの下で無限状

態数で解く決定性アルゴリズムが知られていたが、本稿で
は状態数 6で解けるというより強い結果を示した。リング
の方向付け問題の状態数の下限および $\mathrm{R}/\mathrm{W}$ デーモンの下

で定数状態数で解けるか否かについては未解決であり興味
ある問題である。
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付録

do forever
begin $/*$ 原子動作の開始 $*/$

$/*$ 隣接レジスタからの値の読み込み $*/$

$\epsilon r_{1}:=\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{d}(rji);Sr2:=\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{d}(r_{k:})$ ;

if $sr_{1}$ $.dir=F$ then
if $dir=F$ and label $=sr_{1}.z_{a}bel$ and label $\neq H$ then

label: $=\neg sr_{1}$ label;
elseif $dir=B$ then

if (label $\neq sr_{1}$ label and $sr_{1}.z_{a}bel$ $=H$)
or (label $=0$ and $sr_{1}$ label $=1$ ) then begin

label:$=H$ ; and $dir:=F$;
end

elseif label $=sr_{1}.z_{a}bel$ and label $=H$ then
label: $=0$ ;

elseif $sr_{1}$ $.dir=B$ and (($dir=B$ and label $=H$)
or ($dir=F$ and label $\neq 0$ ) $)$ then

label: $=0$ ;

if $sr_{2}.dir=F$ then
if $dir=B$ and label $=sr_{2}.z_{a}be[]$ and label $\neq H$ then

label: $=\neg sr_{2}$ .label;
elseif $dir=F$ then

if (label $\neq sr_{2}.z_{a}bel$ and $sr_{2}$ label $=H$ )
or (label $=0$ and $sr_{2}.l\mathit{0}.be\iota=1$ ) then begin

label: $=H$ ;and $dir:=B$ ;
end

elseif label $=sr_{2}$ label and label $=H$ then
label: $=0$ ;

elseif $sr_{2}$ $.dir=B$ and (($dir=F$ and label $=H$ )
or ($dir=B$ and label $\neq 0$ ) $)$ then

label:$=0$ ;

$/*$ 隣接レジスタへの値の書き込み $*/$

if $dir=F$ then begin
write $r_{ij}:=(labe\iota, B)$ ; write $r_{ik}:=(labe\iota, F)$ ;
end

else begin
write $r_{ij}:=(labe\iota, F)$ ; write $r_{\mathrm{c}k}:=(labe\iota, B)$ ;
end

end $/*$ 原子動作の終了 $*/$

リングの方向付けアルゴリズム
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