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1 序論

巡回セールスマン (最適 4y 問題 (Traveling Salesman (Optimization) Problem) は, 代表的な NP-困難
問題として知られている [GJ83]. また, 近似解を求める問題や, 都市間のコストを三角不等式を満たすも
のに制限したり, 2値に制限したりした場合においての最適化問題も, $\mathrm{N}\mathrm{P}-$困難であることが知られてい

る [GJ83, $\mathrm{P}\mathrm{Y}93$].

大論-rにおいて
-
楓回 $*$一ルスマン闇頴 とは以下のよろな闇頴 (以下は- TSP と略す) である.

また- 爵ノ|\のハミルトンパスを求める闇頴 とは以下のような闇頴 (以下は. $\mathrm{T}\mathrm{S}\mathrm{p}\dagger$ と略す) である.

ここでのグラフ $G=(C, E)$ は, $n$ 個の都市からなる集合 $C$ とそれぞれの都市間のコストつき辺の集
合 $E$ からなる完全無向グラフで, 具体的には, 図 1.1のようなグラフである. すなわち, $C=\{c1, c2, \ldots, Cn\}$

であり, 辺 cicj のコストを表す $d(c_{\dot{\mathrm{f}}}, c_{j})$ が $E$ の要素である. また, ハミルトン閉路, ハミルトンパス

とはそれぞれ, 与えられたすべての頂点 (この場合は都市) をちょうど 1度ずつ通るような閉路, パス (閉
路ではない) のことであり, 以下では, 単に閉隆, パス と呼ぶこともある.
すなわち, TSP とは,「あるセールスマンが, ある都市から出発して, すべての都市をちょうど 1度ずつ

訪れて, 再び出発した都市に戻ってくるときに, 最小のコストで済ますにはどういった’– }, をとればよ

いか ? 」 を考える問題である.
本論文では, TSP(辺のコストが 2値) や TSP\dagger に対して, ある種の貧欲アルゴリズム (Greedy Algorithm)
は, 最悪解でない解を見つけることができることを示した.
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図 11TSP や TSP\dagger に入力されるグラフの例

2 準備

本論文において用いられる記号や語句は, 一般に用いられているものがほとんどだが, 主なものと, ま

ぎらわしいものについてここで定義しておく.

TSP や TSP\dagger において, グラフのハミルトン閉路やハミルトンパスの中で, コストの和が最小のものを
最適解と呼び, 最大のものを最悪解と呼ぶ. 最悪解である とは,「最悪解であって, 最適解ではない」こ

とを意味し, 最悪解でないとは,「最適解であるか, 最悪解ではない」ことを意味する. すなわち, すべて
の閉路 (パス) のコストの和が等しいグラフを コスト不変のグラフと定義すると, コスト不変のグラフに
おいては, いずれの言葉も意味を持たない.
閉路やパスは $[c_{k_{1}}, c_{k_{2}}, \ldots, c_{k}:]$ などと表し y $c_{k_{1}},$ $c_{k_{2}}$ , の順に訪れる閉路 (パス) と同じ意味である.

また, 都市番号とは, 入力された都市 $c_{i}$ の添字 $i$ のことで, 訪れる順番のことではない.

TSP や TSP\dagger に対する計算時間は, 入力の長さではなく都市数 $n$ を基準として議論する.

3 TSP\dagger に対する櫛笥アルゴリズムについて

3.1 アルゴリズム Greedy1の説明

$\mathrm{T}.\mathrm{G}\mathrm{P}\dagger t\simeq$ 士汁 1-kの上らか含欲\check r ルゴリ ズム $\rho_{arrow r\rho}\rho d_{0\prime 1}$ 冬去 $2\backslash$ ス

より正確には図 31のようなアルゴリズムである.

次に, 計算時間を考える. 都市間のコストの大小の比較の回数を計算時間の単位とする. アルゴリズム
Greedy1の各ステップにおける比較の回数は,
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Algorithm Greedy $1(\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{p}\mathrm{u}\mathrm{t}c, C_{i})$; % $G=(C, E),$ $c_{i}$ は出発都市

begim
$Ans[1]arrow c_{i}$ ; %Ans は解を入れる配列で, Ans田には $j$ 番目に訪れる都市が入る.
$C’arrow C-\{c_{i}\}$ ; % $C’$ はまだ訪れていない都市の集合

for $jarrow 2$ to $n$ do
begin

Ans $\mathrm{b}$ ] $arrow d(Ans\mathfrak{u}-1], C)$ が最小になる都市 $c\in C’$ ; % く注>
.

$C’arrow c^{J}-\mathrm{f}^{A\mathrm{b}]}ns$};
end-for;
output Ans;

end.
く注> そのような都市 $c$ が複数個存在する場合は, 都市番号が小さいものを優先する.

図 3.1 アルゴリズム Greedy1

Step 内容 比較の回数

$Ans[2]arrow c_{k_{2}}$ $n-1$ 個の数字の中から最小の数字を選ぶ. $n-2$

$Ans[3|arrow c_{k_{3}}$ $n-2$ 個の数字の中から最小の数字を選ぶ. $n-3$

$Ans[n-1]arrow c_{k_{\mathrm{n}-1}}$ 2個の数字の中から小さい数字を選ぶ. 1
$Ans[n]arrow c_{k_{\mathfrak{n}}}$ 1個残っている数字を選ぶ. $0$

〈注〉$c_{k_{\mathrm{j}}}$
は $j$ 番目に訪れる都市のことである.

のようになるので, 計算時間 $f(n)$ は, 比較の回数を合計して,

$f(n)= \sum_{k=2}(n-kn)=\frac{1}{2}n^{2}-\frac{3}{2}n+1=o(n)2$

となる.

32 $-\text{ノ}[]$ルゴリズム Greedy1の解析

以下は, この先用いられる語句や記号の定義である.

1. 「アルゴリズム Greedy1にグラフ $G$ と出発都市 $c_{i}$ を入力して動かす」ことを, アルゴリズム Greedy 1
を $G$ において $c_{i}$ から適用させる ( $G$ が重要でないときは, 単にアルゴリズム Greedy1を $c_{i}$ から

適\Downarrow 見\preceq \geqq りと呼び, 得られたパスを Greedy1($G$ , ci) と表す.

2. アルゴリズム Greedyl を適用させたときに出発した都市を $\underline{s}$ と表し, 以下, 訪れた都市を順に,

$\underline{s_{1}},$ $\underline{s_{2}}$ . $\cdot$ .. , $\underline{s_{n-1}}$
と表す. 便宜上, $\underline{s=s_{0}}$ として考える.

すなわち, Greedy$1(G, c_{1})=[s, s_{1}, s_{2}, \ldots, sn-1]$ である.
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3. パスを表記する際に現れる, $s_{i}\nearrow s_{j}$ は $s_{i},$ $s_{i+1},$ $\ldots,$ $S_{j}$ を表し, $s_{i}\searrow s_{j}$ は $s_{i},$ $s_{i-1},$ $\ldots,$ $sj$ を表し,
$s_{i}\nearrow s_{i}$ や $s_{i}\searrow s_{i}$ や $s_{i}$ , si. は $s_{i}$ 自体を表す.
例えば, Greedy$1(G, C_{1})=[s\nearrow s_{n-1}|$ である.

ここでは, 以下の定理を証明する.-

く証明 $>$

$\mathrm{r}c_{ree}dy1(G, c_{1})$ は最悪解である」と仮定 (仮定 A とする) すると, Greedy $1(G, c_{1})$ のグラフは後に示
す補題 3.2のように完全に決定される (図 32参照). よって, アルゴリズム Greedy1を $s_{n-1}(=C_{n})$ から
適用させると, Greedy$1(G, c_{1})$ より良いパス $[s_{n-1}, s\nearrow s_{n-2}]$ が得られる. $\square$ く定理 31の証明終わり $>$

$\mathrm{s}_{2},\infty^{1}\mathrm{S}\mathrm{S}$
$\propto_{\mathrm{r}^{\mathrm{s}_{\mathrm{n}2}}}\mathrm{s}_{\mathrm{n}-1}\backslash -$

$\prime t^{\prime’}$

’
$\backslash \mathrm{s}\mathrm{s}\backslash$ 1. $d(s:, g:+1)\leq d(g:+1, gi+2).(0\leq i\leq n-3)$ .

1 2. $d(s_{\dot{*}}, gi+1)=d(s_{\dot{*}}, s)\mathrm{J}(0\leq i\leq n-2, i+2\leq j\leq n-1)$ .$l$ $\iota$

$\mathrm{t}$

1
$\mathrm{t}$ 1 3. $d(s, s_{1})<d(sn-2, s_{n-}1)$ .

$\mathrm{t}$ $l$

$.\mathrm{s}_{\mathrm{s}_{\mathrm{s}}\prime’}\sim’\sim---\sim_{---}arrow\prime’’\prime\prime\prime i$

$|\backslash \backslash \backslash \backslash \backslash \backslash$

$\prime\prime t$ 4. $si=c:+1$ $(1\leq i\leq n-1)$ .

図 32 補題 32

ところで, アルゴリズム Greedy1を 1つの都市から適用させるときの計算時間は, $\mathcal{O}(n^{2})$ だったので,
$c_{1},$ $c_{n}$ の 2つの都市から適用させるときの計算時間も $O(n^{2})$ である. すなわち, TSP\dagger を解くにあたっ
て, アルゴリズム Greedy1は, $O(n^{2})$ の計算時間で, 最悪解でないパスを見つけることができる.

ところで. 九州大学の岩闇–維教将の綱増繍 $l_{\mathrm{L}}’$ 上加 $\mathrm{L}^{\backslash }1$下の津), $\mathrm{s}_{\backslash }$ 昼\mbox{\boldmath $\phi$}\supset ヘナ.

く証明 $>$

コストの異なる辺が出ている都市 ( $c_{d}$ とする) から Greedy1を適用させて得られるパス Greedy $1(G, c_{d})$

について考える.
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図 3.3 図 3.4

(1) $d(s, s_{1})<d(s, sn-1)$ のとき (図 33参照)

パス $[s_{1}\nearrow s_{n-1}, s]$ が Greedy$1(G, Cd)$ より悪い解になり, 明らかに Greedy$1(G, c_{d})$ は最悪解でない.

(2) $d(S,S_{1})=d(s, s_{n-}1)$ のとき (図 34参照)

仮定より, $s$ を通って $[s, s_{1}]$ よりコストの大きい辺が必ず存在する. その辺を $[s, s_{w}]$ とすると, パ

ス $[s_{1}\nearrow Sw-1, Sw+1\nearrow s_{n-1}, s_{w}, S]$ が Greedy$(c, cd)$ より悪い解になり, Greedy$1(G, c_{d})$ は最悪解

でない.

(1), (2) より, Greedy $1(G, c_{d})$ は最悪解でない. $\square$ く定理 33の証明終わり $>$

併せて. 次のようなことも分かった.

く証明 $>$

グラフ上にコストの異なる辺が存在すると仮定すると, 必ずある都市 ( $c_{d}$ とする) からコストの異なる辺
が出ていることになる. それらの辺を $[c_{d}, c_{e}],$ $[C_{d}, C_{j}]$ とすると,

$\{$

$1C_{d},$ $C_{e},$ $\ldots,$
$c_{f}]$

$[c_{e}, \ldots, c_{j,d}c]$ (. . . 部は同じノ ‘oスである)

の 2つのパスのコストは明らかに異なる. よって, コスト不変のグラフは, すべての辺のコストが等しい
グラフしかない. 口く事実 34の証明終わり $>$

この事実 34から, 次のことが明らかに成り立つ

系 35

TSP\dagger において, 最悪解でないパスを得るためには, コストの異なる辺が出ている都市で, その 2つ

の都市を選び, コストの小さい辺を作る都市からコストの大きい辺を作る都市へ向けてランダムにパ
スを作れば, そのパスは最悪解にならない.
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Algorithm Greedy$2(\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{p}\mathrm{u}\mathrm{t}G, c\dot{\iota})$ ; % $G=(C, E),$ $c_{i}$ は出発都市
begin

$Ans[1]arrow c_{\dot{*}}$ ; %Ans は解を入れる配列で, Ans切には $j$ 番目に訪れる都市が入る.
$C’arrow C-\{c_{1}\}$ ; % $C’$ はまだ訪れていない都市の集合
$Ans[2]arrow d$ (ci, $c$) が最小になる都市 $c\in C’$ ; % く注>

$C’arrow C’-\{Ans[2]\}$ ;
$Ans[n]arrow d$ (ci, $c$) が最小になる都市 $c\in C’$ ; % く注>

$C’arrow C’-\{AnS[n]\}$ ;
for $jarrow 3$ to $n-1$ do
begin

Ans $[\dot{\uparrow}]arrow d(AnS\mathrm{b}-1], c)$ が最小になる都市 $c\in C’$ ; % く注>
$C’arrow C’$ –{Ans田};
$jarrow j+1$ ;

end-for;
$Ans[n+1]arrow c_{i)}$.
output Ans;

end.
く注> そのような都市 $c$ が複数個存在する場合は, 都市番号が小さいものを優先する.

図 4.1 $\text{ア}$ ルゴリズム Greedy2

4 TSP に対する貧欲アルゴリズムについて

4.1 アルゴリズム Greedy2の説明

より正確には図 4.1のようなアルゴリズムである.

また, 計算時間はアルゴリズム Greedy1と同様に求められ, $O(n^{2})$ である.

4.2 $\overline{\text{ノ}^{}7}$ルゴリズム Greedy2の解析

以下は, この先用いられる語句や記号の定義である.

1. 「 $\text{ア}$ルゴリズム Greedy2にグラフ $G$ と出発都市 $c_{i}$ を入力して動かす」ことを, アルゴリズム Greedy2
を $G$ において $c_{i}$ から適用させる ($G$ が重要でないときは, 単にアルゴリズム Greedy2を $c_{i}$ から

適用させる) と呼び, 得られた閉路を Greedy$2(G$ , cのと表す.
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2. アルゴリズム Greedy2を適用させたときに出発した都市を $\underline{s}$ と表し, 以下, 訪れた都市を順に,

$\underline{s_{1}}$ . $\underline{s_{2}}$ , $\cdot$ .. , $\underline{s_{n-1}}$ と表す. 便宜上, $\underline{s=s_{0}}$ として考える.
すなわち, $Greedy2(G, c_{1})=[s, s_{1}, s_{2}, \ldots, S_{n-1}, s]$ である.

3. パスや閉路を表記する際に現れる, $s_{i}\nearrow s_{j}$ は $s_{\dot{*}},$ $s_{i+1},$ $\ldots,$ $S_{j}$ を表し, $s_{i}\searrow s_{j}$ は $s_{i},$ $s_{i1}-,$ $\ldots,$ $s_{j}$ を

表し, $s_{i}\nearrow s_{i}$ や $s_{i}\searrow s_{i}$ や $s_{i}$ , si は $s_{i}$ 自体を表す.
例えば, Greedy$2(G, C_{1})=[s\nearrow s_{n-1}, s]$ である.

4. パスや閉路を表記する際に現れる, $\underline{c_{i}\uparrow cj}$ は $c_{i},$ $c_{i+1},$ $\ldots$ , $c_{j}$ を表し, $\underline{c_{i}\downarrow C_{j}}$ は $c_{i}$ , $c_{i-l},$ $\ldots,$ $c_{j}$ を表

し, $c_{i}\uparrow c_{i}$ や $ci\downarrow c_{\dot{*}}$ や $c_{i}$ , ci は $c_{i}$ 自体を表す.

5. $d(S;-1, Si)\neq d(s_{i}, S_{i+}1)$ を満たす si $(1 \leq i\leq n-2)$ や $d(s, s_{1})\neq d(s, s_{n-}1)$ を満たす $s$ を切替点

と呼ぶ ($s_{n-1}$ は切替点と呼ばない).

6. $Greedy2$( $G$ , ci) 上の切替点を $k_{j}$ が大きい (すなわち, $s$ の添字の数字が大きい) 順に, $\underline{s_{k_{1}}},$ $\underline{s_{k_{2}}}$ ,
... とする.

ここでは, 以下の定理を証明する.

〈証明の方針〉

次のような仮定を設け, 切替点が 3個以上, 2個, 1個, なしのそれぞれについて, 矛盾を示すことによ

り定理 31と同様に証明できる.

仮定

1. $d(c_{i}, Cj)\in\{0,1\}$ とする.

2. Greedy$2(G, c_{1})$ は最悪解である (これより, $n\geq 4$ が成り立つ).

3. アルゴリズム Greedy2をどの都市から適用させても, 得られる閉路は最悪解である.
すなわち, $\forall iGreedy2(G, ci)=Greedy2(c, c_{1})(2\leq i\leq n)$ である.

アルゴリズム Greedy2を 1つの都市から適用させるときの計算時間は, $O(n^{2})$ だったので, $n$ 都市す

べてから適用させる場合には $\mathcal{O}(n^{3})$ になる. しかしながら, 実際には $n$ 都市すべてから適用させる必要
はなく, $c_{1}$ と, $c_{1}$ から適用させて得られた閉路 $(Greedy2(G, C_{1}))$ 上の, $s_{n-1},$ $s_{n-2},$ $s_{k_{1}},$ $s_{k_{2}}$ の計 5つ

の都市から適用させれば十分過あることも分かった. それらの都市は記憶しておけばよいので, 計算時間

は, $O(n^{2})$ に下げることができる. すなわち, TSP を解くにあたって, 都市間のコストを $0$ か 1に制限

した場合, アルゴリズム Greedy2は, $O(n^{2})$ の計算時間で, 最悪解でない閉路を見つけることができる.

また, 定理 41では都市間のコストを $0$ か 1に制限していたが, 一般には, 単に 2値に制限するだけで

も同じことが成り立つ. すなわち, 次の定理が成り立つ.
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く証明 $>$

$0,1$ をそれぞれ, 2値のコストの小さい方, 大きい方に置き換えれば同様に証明できる. $\Pi<$ 定理 42の
証明終わり $>$

5 結論

本論文では, TSP(都市間のコストが 2値) や TSP\dagger に対して, ある種の貧欲アルゴリズムは最悪解でな
い解を見つけることができることを示した. アルゴリズム Greedy1も Greedy2も「最適解や最適解の近
似解を見つける」のではなく,「最悪解を出さない」ことだけが保証されたアルゴリズムである. しかし, 2
つともかなり単純な貧欲アルゴリズムであるにもかかわらず,「最悪解を出さない」 という結果はある意
味でおもしろい.「最悪解を出さない」ことしか示してないが, 実際には, 最適解からの離れ具合でもある
程度いい成績を残せるかもしれない. 例えば, グラフをランダムに与えたときの, 最適解からの離れ具合
を統計にとってみるだけでもおもしろいと思う.
また, 実際の問題において「最悪解を出さない」ことが嬉しい局面は,. そんなにいい解は必要ないが, 最悪解だけは避けたい (例えば, ロシアンルーレットなど) 場合. 1つだけ最適解があり残りは最悪解で, その差が大きい場合

くらいしかないが, そういった場合に「最悪解を出さない」 ことは意味を持ってくる. そういった場合の
問題について考えてみるのもおもしろいと思う.
今後の課題としては,

$\bullet$ TSP の都市間のコストを 2値に限らない場合についても同様のことを示す.. 入力グラフに制限を加えた問題での近似精度を考える.

などが挙げられる.
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