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Abstract. Here we show an theoretical error bound of Hybrid Rational Function Approxima-

tion (HRFA) using a study of the aymptotic behavior of Pad\’e approximation. In HRFA, an approximate

GCD of numerator and denominator polynomials of a rational function is computed. Then the continued

fraction which remove the approximate GCD is computed by using the polynomial remainder sequence

of approximate GCD algorithm. We show the continued fraction is equal to the Pad\’e approximation of

given rational $\mathrm{f}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}_{0}\mathrm{n}$ .

8.1 はじめに

我々はすでに近似的 $\mathrm{G}\mathrm{C}\mathrm{D}[1]$ を用いた有理関数近似の技法を提案し [3]、その有用性について議論している。こ

れをハイブリッド有理関数近似という。有理関数近似は、多項式近似に次いで簡単な近似法であり、かつ特異点を

もつ関数の近似にも適用できる。このような利点を持つにもかかわらず、有理関数近似の幅広い利用の障壁となっ

ていた問題点は、近似有理関数の既約性にあった。有用な定理の多くは既約な有理関数を対象としているが $[4][5]_{\text{、}}$

係数が浮動小数の場合には有理関数の既約性に関してはほとんど何もいえないことを文献 [3] で述べた。我々の考

え方は、分子分母の浮動小数係数多項式の近似的共通因子を求め、 これによって有理関数を近似的に既約なもの

にする点にあった。

本論では、近似的 GCD 算法を用いて Pad\’e 近似を求める方法を示す。さらに Pad\’e 近似の収束の議論を用いる事

により、誤差の評価を試みる。
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8.2 ハイブリッド有理関数近似

関数 $f(x)$ の実数区間 $[a, b]$ での有理関数補間は次のようにして求める。有限個の離散点列 $x_{0}=a<x_{1}.<$

. . . $<x_{M}=b$ を与え、対応する関数値 $f_{i}=f(x_{i})$ , $i=0,$ $\cdots,$ $M$ , を計算する。結局、 $(_{X_{1}}\cdot, f_{i})$ の有限個の組

を与えるので、 関数値を実験データなどに置き換えても支障はない。これらの点列を正確に通る有理関数

$r_{m,n}= \frac{N_{m}}{D_{\mathfrak{n}}}=\frac{\sum_{j=0^{a}}^{m}jx^{\mathrm{j}}}{\sum_{j=0}^{n}bj^{X^{j}}}$

を決定する。 この有理関数を $(m, n)$ 有理関数と呼び、便宜上 $b_{0}=1$ と規格化する。多項式の係数 $a_{\mathrm{J}},$
$b_{\mathit{3}}$ は–般

に浮動小数であり、ガウス消去法により簡単に求め得る。しかし結果として得られる有理関数は、区間内で連続で

あるとはいえず、むしろ–般に分母の零点の存在により特異になる。係数が整数なら、分子と分母の GCD を計算

することにより、特異性を除き、有理関数を既約にすることができる。-方、係数が浮動小数の場合は、従来から

の手法のみではこのような処理は不可能で、有理関数近似はあまり実用的な手法とはなりにくかった。しかし、浮

動小数係数を持つ 2つの多項式間の共通因子を求めるための近似的 GCD 算法 [1] を用いると、整数係数の場合

のように有理関数を既約に (但し、近似的に) し得る可能性がある。これをハイブリッド有理関数近似 ( $\mathrm{H}$ RFA :

Hybrid Rational Function Approximation) と呼ぶ。HRFA は以下のようにまとめられる。

アルゴリズム ハイブリッド有理関数近似 (HRFA)

入力 : 有限個の点,xo, $x_{1},$ $\cdots,$ $x_{M}$ と対応する $f:=f(x_{1}),$ $i=0,$ $\cdots,$ $M$ ,

近似的 GCD のための cutoff 値 $\epsilon(0<\mathrm{e}<<1)$

出力 : $(x\mathrm{o}, f_{0}),$ $(x_{1}, fi),$ $\cdots,$ $(x_{M}, f_{M})$ を近似する有理関数 $r(x)=N(x)/D(x)$

方法 :

1. 入力データを近似する $(m, n)$ 有理関数

$r_{m,\mathfrak{n}}^{0}(x)= \frac{N_{m}^{0}(_{X)}}{D_{n}^{0}(x)}=\frac{\sum_{j=0}^{m}a_{j}x^{\mathrm{j}}}{\sum_{j=0}^{n}bj^{X^{j}}}$ , $b_{0}=1$

を求める。 ただし、 $M=m+n+1$

2. $N_{m}^{0}(x)$ と $D_{n}^{0}(x)$ の精度 $\epsilon$の近似的 GCD $g(x)$ を求める。

$g(x)=\mathrm{A}\mathrm{p}\mathrm{x}\mathrm{G}\mathrm{C}\mathrm{D}(N_{m}0(x), D_{\mathfrak{n}}^{0}(x);\epsilon)$

3. 近似的に既約な有理関数

$r(x)= \frac{N_{m}(x)}{D_{n}(x)}=..\frac{\frac{N_{m}^{0}(_{X)}}{g(x)}}{\frac{D_{\mathfrak{n}}^{0}(\mathrm{z}\cdot)}{g(x)}}$

を求める。ただし、多項式の除算は商を求める計算を行う。
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このような手法で求めた有理関数近似の有用性はハイブリッド積分への応用も含めて参考文献 $[3][2]$ に詳しく述

べた。

8.3近似的 GCD を用いた Pade近似

HRFA の有用性は、これまで実験的に求められているが、理論的な誤差評価の議論はなされていない。 この目

的のためには、HRFA と従来からの伝統的な有理関数近似技法との関係を示せると便利である。 ここでは、古典的

でかつ最も代表的な有理関数近似の–つである Pad\’e 近似との関係を考察する。Pad\’e 近似には誤差に関する確立し

た研究も多い。両者の関係を議論するために、まず、近似的 GCD 算法を用いて、有理関数の Pad\’e 近似を得る方法

を述べる。但し、ここでは有理関数の次数は分子と分母の次数が等しいと仮定する。まず、近似的 $\mathrm{G}\mathrm{C}\mathrm{D}$ 算法につ

いて説明する。与えられた 2つの多項式 $N(x),$ $D(x)$ の近似的 GCD は次の多項式剰余列 (PRS) $P_{\mathrm{O}},$ $P_{1},$ $\cdots,$ $Pk\neq$

$0,$ $P_{k+1}=0$ (cutoff $\epsilon$ ) $)$ を計算して求める。

$Q_{1}$. $=$ $\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{o}(P_{1}.-1/P.\cdot)$ .

$P_{i-1}$ $=$ $Q_{\mathrm{i}}P_{i}+ \max 1^{1,\mathrm{m}}\mathrm{m}\mathrm{c}(Q,)\}\cross P_{\iota+\downarrow},$ $i=1,$ $\cdots,$
$k$ . (1)

ここで、$P_{0}=N(x),$ $P_{1}=D(x)$ であり、 $\mathrm{m}\mathrm{m}\mathrm{c}(Q_{i})$ は多項式 $Q_{i}(x)=b_{l}x^{l}+\cdots+b_{0}$ の最大係数 $\mathrm{m}\mathrm{a}\cross\{|b_{l}|, , . . 1|l_{J}\mathit{0}|\}$

を表す。

Pad\’e 近似と関係つけるために、はじめに $\ell=1/x$ に変数変換を行う。つまり、

$\hat{r}^{0}$

$=$ $\frac{N^{0}(1/t)}{D^{0}(1/t)}$ $(^{\underline{)}}.)-$

$=$ $\frac{\hat{N}^{0}(t)}{\hat{D}^{0}(t)}$ $(i\})$

とする。

$N(x)$ と $D(x)$ の近似的 GCD を求めるかわりに $\hat{N}^{0}$ と $\hat{D}^{0}$ に対し近似 GCD のアルゴリズムを適用する。すな

わち、 $\mathrm{A}_{\mathrm{P}}\mathrm{x}\mathrm{G}\mathrm{c}\mathrm{D}(\hat{N}^{0},\hat{D}^{\mathrm{o}},\epsilon)$ を求め、 この過程の PRS を用いて $\hat{r}^{0}(t)$ を連分数表示する。結果は、

$m_{1}$

$\hat{r}^{0}(t)$ $=$ $Q_{1}+$ (4)
$m_{2}$

$Q_{2}+$

$Q_{3}+\underline{m_{3}}$

$Q_{4}+\cdot$ . . $+\underline{m_{k-1}}$

$Q_{k}+ \frac{P_{k+1}}{P_{k}}$

となる。ただし、 $m_{1}=\mathrm{m}\mathrm{m}\mathrm{c}(Q.)$ である。ここで、 cutoff $\epsilon$の意味で $P_{k+1}$ $=0$ であるから、近似的 GCD

9 $(t)=P_{k}(t)$ を取り除く。結果の連分数を $\hat{r}(\ell)$ とすると、

$m_{1}$

$\hat{r}(t)$ $=$ $Q_{1}+$ (5)
$m_{2}$

$Q_{2}+$

$Q_{3}+\underline{m_{3}}$

$Q_{4}+ \cdots+\frac{m_{k-1}}{Q_{k}}$
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すなわち、 $\hat{r}(t)$ を近似的 $\mathrm{C}\mathrm{C}\mathrm{D}$ を取り除いた連分数 $r(t)$ と定義する。ここで、 Pad\’e 近似が normal といわれる

場合、 $Q_{1},$ $i=\mathit{2},$ $\cdots,$
$k$は–次の多項式になる。

以上のように、 $\ell=1/x$ に変数変換すると無限遠点を原点とみなして連分数展開を行っていることになる。 した

がって、 $x$ に変数を戻した $r(x)$ と $r^{0}(x)$ の誤差の評価は原点での Taylor 展開を用いて考えることができる。こ

のように、近似除算を連分数展開に置き換えると、次の定理があることを示し得る。

定理 83.1. $r(x)$ を、 (5) 式で与えられる $\hat{r}(t)$ を $x=1/t$ と変数変換して得られた連分数とし、 $r^{0}(x)$ を (4) 式の連

分数に同じ操作をほどこしたものとする。$r(x)$ と $r^{0}(x)$ の $x=0$ での Taylor 展開を各々、 $\sum_{i=\mathit{0}^{d_{\mathfrak{i}}}i=\mathit{0}^{c_{1}}}^{\infty}x^{i},$$\sum\infty\cdot xj$

とする $\mathrm{o}r^{0}(x)$ が normal の場合、 $d:=c_{i},$ $i=0,$ $\cdots,$
$\mathit{2}k$である。

証明

$r^{0}(s)$ は分子と分母に $\mathit{9}=\mathrm{A}\mathrm{p}_{\mathrm{X}\mathrm{c}}\mathrm{C}\mathrm{D}(N, D, \epsilon),$ $\deg_{\Gamma \mathrm{e}}\mathrm{e}(g)=n-k$ の近似的 GCD をもつと仮定する。 $P_{n}=0$ ま

で PRS を連分数表現すると、次の式であらわされる。

$\hat{r}^{0}(t)$ $=$ $Q_{1}+$
$m_{1}$

$m_{2}$

$Q_{2}+$

$m_{k-1}$
$Q_{3}+\cdots+$

$Q_{k}+\underline{m_{k}}$

$Q_{k+1}+ \cdots+\frac{m_{n-1}}{Q_{\mathfrak{n}}}$

ここで、 $\hat{r}^{0}$ (のが normal と仮定すると、 $Q$ . $=\alpha_{i}+\beta.\ell$ とおける。 $Q_{i}$ を代入し変数 $x$ に逆変換する。

$r^{0}(x)$ $=$ $\alpha_{1}+$

$m_{1}x$

$m_{2}x^{2}$

$\alpha_{2}x+\beta_{2}+$

$m_{k-1}x^{2}$

$\alpha_{3}x+\beta_{3}+\cdots+$
$m_{k}x^{2}$

$\alpha_{k}x+\beta_{k}+$

$\alpha_{k+1^{X}}+\beta_{k+1}+\cdots+\frac{n\mathrm{t}_{1},-1x^{\mathrm{o}}-}{\alpha_{n}x+\beta_{n}}$

近似 GCD を取り除いた $Q_{k}$ までの部分連分数 $r(x)=N_{k}(x)/D_{k}(x)$ と $Q_{k+1}$ までの部分連分数 $C_{k+1}’(x)=$

$N_{k+1}(x)/D_{k+1}(x)$ の差は、連分数の理論より

$C_{k+1}(x)-r(_{X)}$ $=$ $(-1)^{k}. \frac{x\prod_{1=1}^{\kappa}(m_{i^{X)}}2}{D_{k+1}(x)D_{k}(X)}$ ,

である。 したがって、

$\frac{d^{J}}{dx^{j}}(C_{k+1}(x)-r(x))|_{x=0}=0$ $j=0,$ $\cdots,$
$2k$ ,

である。つまり、 $C_{k+1}(x)$ と $r(x)$ の $x=0$ の Taylor 展開は $0$ 次から 2k次の係数が–致する。これは, o $(x)$ と

$r(x)$ の関係でも成り立つ。//

次の例によって定理を実際に示す。 $r^{\mathrm{O}}(x)$ は 2次の近似的共通因子を持つ。2次の近似的 GCD を取り除いた

有理関数 $r\iota$ と、 1次の近似的 $\mathrm{G}\mathrm{C}\mathrm{D}$ を取り除いた有理関数 $r_{2}$が得られる。

$(x+3.001)*(x+4)*(x+5)$
$r^{\mathrm{o}_{(_{X)}}}$ $=$

$(x+5.01)*(x+3)*(x+6)$
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$r_{1}(x)$ $=$ $\frac{0.666+\mathrm{o}.166x}{1.00+\mathrm{o}.166X}$ ,

$r_{2}(x)$ $=$ $\frac{0.666+0.361X+0.0488X^{2}}{1.00+0.46\mathrm{o}x+\mathrm{o}.488x^{2}}$ .

以上あげた伝達関数の各々の Taylor 展開を $r^{0}(x)$ を含めて示すと、

$r^{\mathrm{O}}(x)$ $=$ 0.66555777+5.5654913 $\cross 10^{-2}x-9.2562972$ $\cross 10^{-3}x^{2}$

+1 $5379983\cross 10^{-3}x^{3}$ – 25511754 $\cross 10^{-4}x^{4}+O(x^{5})$ ,

$r_{1}(x)$ $=$ 0.66555777+55654913 $\cross 10^{-2}x-9.2562972$ $\mathrm{x}10^{-3}X^{2}$

+15394694 $\cross 10^{-3}x^{3}$ – 25603825 $\cross 10^{-4}X^{4}+O(x^{5})$ ,

$r_{2}(x)$ $=$ 0.66555777–55654913 $\cross 10^{-2}x-9.2562972$ $\mathrm{x}10^{-3}x^{2}$

+15379983 $\cross 10^{-3}x^{3}$ –2551175404 $\mathrm{x}10^{-4}X^{4}+O(x^{5})$ .
この結果、. $r_{1}(x)$ は $r^{0}(x)$ の Tay $1\mathrm{o}\mathrm{r}$ 展開の最初の 2項が等しい。. $r_{2}(x)$ は ? $0(x)$ の Tay Ior 展開の最初の 4項が等しい。

が示され、定理 83.1. の結果を実験的にも示し得る。

この結果、上で定義した連分数はもとの有理関数に対する Pad\’e 近似に等しい。そこで、 Pad\’e 近似を求める手順

に近似 GCD の cutoff $\epsilon$ を関係付けることができる。その計算手順はつぎで示される。

入力 : 有理関数

$r^{0}(x)= \frac{N^{0}(x)}{D^{0}(_{X)}}=\frac{\sum_{j=}^{\mathfrak{n}}0a_{j^{X^{J}}}}{\sum_{j=0}^{\mathfrak{n}}b_{j}X^{j}}$, $b_{0}=1$

微小正数\epsilon

出力 : 近似的 GCD を取り除いた Pad\’e 近似 $r(x)$

方法 :

$0$ . $t=1/x$ として $r^{0}(x)$ を $t$ の関数に変数変換する。

$\hat{r}^{0}(\ell)$ $=$ $\frac{N^{\mathrm{O}}(t)}{\hat{D}^{0}(t)}$ .

1. $\mathrm{A}^{r}(t)$ と $D(t)$ の近似 GCD を $\epsilon$ を与えて求め、 (5) 式の連分数展開を作る。

2 (5) 式の連分数を有理関数に展開する。

3. $x=1/t$ として変数の逆変換を行う。

$r(x)$ $=$ $\frac{N(x)}{D(x)}$

8.4誤差の評価

前節の議論により、近似的 GCD を用いる HRFA が伝統的な Pad\’e 近似と –致することをみた。このようにし
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て得た Pad\’e 近似の誤差評価を従来から確立されている多くの手法を用いて行うと、HRFA あるいは近似的 GCD

の持つ誤差についての議論も可能になる。ここで興味があるのは、分子と分母の多項式の近接根を取り除いて得ら

れる有理関数近似と、 もとの有理関数の誤差である。 ここでは、 [6] にある Pad\’e 近似の収束の議論を用いて、 1

次式の近似的 GCD が存在する場合で、 かつ、 ある決まった区間における誤差について、 それを示す。

1次の近似的共通因子を持つ有理関数を $\pi_{n+1}$ とし、近似的共通因子を取り除いた有理関数近似を $\pi_{n}$ とする。 これ

を次のように書く。

$\pi_{n+1}(z)$ $=$ $\frac{P_{n+1(_{Z)}}}{Qn+1(Z)}$

$\pi_{n}(z)$ $=$ $\frac{P_{n}(z)}{Q_{n}(z)}$

また、 $\eta_{n}+1,:>1,$ $\xi n+1,\iota>1,$ $i=1,$ $\cdots$ , $n+1$ を、各々 $P_{n+1}(z),$ $Q_{n+1}(z)$ の零点とする。 さらに、 $P_{n+\mathrm{l}}(0)=$

$Qn+1(0)=P_{n}(0)=Q_{\mathfrak{n}}(0)=1$ と仮定する。 ここで、 $\pi_{\mathfrak{n}+1}$ の分子と分母の多項式の 1次の近似的共通因子は、

微小正数\epsilon $<<1$ を用いて、次のように定義する。

$\epsilon$ $=$
.

$|\eta \mathfrak{n}+1,k-\xi_{n+1,k}|$

この時、次の定理を導く事が出来る。

定理 84.1. $0\leq\rho\sim<$ J–2, $\Gamma_{\rho}=\{z : |z|=\rho\}$ とする。その時、

$||\pi_{\mathfrak{n}+1(z)}-\pi_{\mathfrak{n}}(z)||_{C(\ulcorner)}<\rho\epsilon/2$

が成り立つ。 ここで、 $||P||_{C(}$「) $= \max\{|p(z)| : z\in[’\}$ である。

この定理の証明の過程で [6] に与えられる、次の Lemma を用いる。

補題 8.4.2. (Petrushev) $p$. $\in P_{n}$ , $\Gamma_{\rho_{1}}$. $=\{z : |z|=\rho_{i}\},$ $i=1,2,$ $\rho\iota<$ 角とする。その時、

$||p||_{C\Gamma_{\rho_{2}}}()$
$\leq$

$( \frac{\rho_{2}}{\rho_{1}})^{n}||p||_{C(\ddagger^{-}})\rho_{1}$

次に定理 84.1. の証明を行う。

証明

連分数の議論より $\pi_{n+1}$ と $\pi_{n}$の差は次のように表す事が出来る。

$\pi_{\mathfrak{n}+1(z)}-\pi_{n}(z)$ $=$ $\frac{Az^{2n+1}}{Q_{n+1}Q_{n}}$ (6)

ここで $A$ は定数である。従って $z=\xi n+1,k$ とおいて $A$ を次のように表すことができる。

$A$ $=$ $‘ \frac{Q_{n}(\xi.+1,k)P_{n}+1(\xi n+1,k)}{\xi_{n+1,k}^{9_{1}}\sim+1}$, $(_{l}^{\neg})$

$P_{n+1}(z)= \prod_{1=1}^{n+1}.(z-\eta_{\mathfrak{n}}+1,i)/\prod_{1=1}^{\mathfrak{n}+1}.(-\eta_{n}+1,i)$ と表すと、

$P_{n+1}(\xi n+1.k)$ $=$ $. \cdot.\cdot\frac{\prod_{--1}^{n+1}(\xi n+\iota,k-\eta_{n}.+1.1)}{\prod_{=1}^{\mathfrak{n}+1}(-\eta_{n}+1,1)}$

.

$=$
$\xi_{n+1}^{n+1},k.\prod^{\mathfrak{n}+1}(\frac{1}{\xi_{n+1,k}}-,\frac{1}{\eta_{\iota+1,\mathrm{t}}})$ (8)

$1=\iota$
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補題 842. と (7) 式を用いると、 (6) 式から $|A|$ について次の不等式が成り立つ。

$|A|$ $\leq$ $\frac{||Q_{\mathfrak{n}}||c(\Gamma_{\rho})}{\rho^{\mathfrak{n}}}\prod_{=i1}^{n+}(\frac{1}{\epsilon n+1.k}1-\frac{1}{\eta_{\mathfrak{n}+1,i}})$

$\rho$ $<$ $\xi_{\mathfrak{n}+1,k}$

つまり、 $0\leq\rho\leq 1$ であり、 この範囲でもとの有理関数は特異点を持たない事を仮定する。 また、 $Q$
。

$(_{\sim}^{\backslash })=$

$\prod_{1=1}^{\mathfrak{n}}.(z-\xi_{\mathfrak{n},i})/\prod_{i=1}^{\mathfrak{n}}(-\xi_{n,i})$ であるから、

$||Q_{n}||_{C\Gamma_{\rho}}()$ $=$ $|| \prod_{k=1}^{\hslash}(z-\xi_{\mathfrak{n}},.\cdot)/\prod_{i=1}(n-\xi n,.\cdot)||_{C(r_{\rho}})$

$\leq$ $(1+\rho)^{\mathfrak{n}}$

が成り立つ。従って、 $|A|$ は次のように表される。

$|A|$ $\leq$ $2^{n} \epsilon(\frac{1+\rho}{\rho})^{n}$

$\pi_{n+}\iota$ と $\pi_{n}$ の誤差を、 $||\pi_{n+1}-\pi_{\mathfrak{n}}||c(\mathrm{r}_{\rho})$で表すと、 (6) 式より、次の不等式が成り立つ。

$||\pi_{n+1}-\pi_{n}||_{C\mathrm{t}^{\Gamma}\rho})$ $\leq$ $\frac{|A|\rho^{2n+1}}{\min_{z\in\Gamma_{\rho}}|Qn(z)Q_{n+}1(z)|}$

ここで、 $\min|z|=\rho|\prod_{k=1}^{m}(z-\xi_{m,1})/\prod_{1=1}^{m}.\xi m,||\geq(1-\rho)^{m}$ を用いると、

$||\dot{\pi}_{n+1}-\pi_{n}||_{c\mathrm{t}^{\ulcorner_{\rho}}})$ $\leq$ $2^{n} \epsilon\frac{\rho^{\mathrm{o}_{\mathfrak{n}+1}}\sim}{(1-\rho)^{2}\mathfrak{n}+1}$

$=$ $\epsilon\frac{\rho}{1-\rho}(\frac{\mathit{2}\rho(1+\rho)}{(1-\rho)^{2}})^{n}$

ここで、 $\frac{2\rho(1+\rho)}{(1-\rho)^{2}}<1$ とすると
$\text{、}$

$\overline{1}-\overline{\rho}L<\frac{1}{2}$であり、

$||\pi_{n+1}-\pi_{\mathfrak{n}}||_{C(\mathrm{I}_{\rho})}$
, $<$ $\frac{\epsilon}{2}$

が得られる。 //

例題

$\epsilon=0.01$ の近似的な共通因子を持つ次のような有理関数\mbox{\boldmath $\pi$}3を考える。

$\pi_{3}$ $=$ $\frac{(x+2)(x+3.01)(x+4)}{(x+5)(x+3)(X+7)}$

分子と分母が 1次低い Pad\’e 近似は次のようになる。

$0.229+0.171x+0.0\mathit{2}83x^{2}$
$\pi_{2}$ $=$

$1.00+0.34\mathrm{o}x+0.0283_{X^{2}}$

$\pi_{3}$ と $\pi_{2}$ の誤差を $x=0.\mathrm{o},$ $0.11,$ $\mathrm{o}.23$ の 3点で調べる。

$|\pi_{3}(0)-\pi_{2}(0)|$ $=$ $0.00<0.005$

$|\pi_{3}(0.11)-\pi_{2}(0.11)|$ $=$ 0.132 $\mathrm{x}10^{-11}<$ 0.005

$|\pi_{3}(0.\mathit{2}3)-\pi_{2}(0.\mathit{2}3)|$ $=$ $0.468\cross 10^{-10}<$ 0.005

このように、定理 84.1. を実際に示す事ができ、例題の場合十分良い精度で近似が得られている事が分かる。
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8.5 まとめ

本論では、ハイブリッド有理関数近似と Pad\’e 近似の関係について述べ、 1次式の近似的 GCD が存在する場

合で、かつ、 ある決まった区間における誤差の解析を行った。今後の課題は次の通りである。

.一般的に拡張した誤差の評価

.近似的 GCD の cutoff $\epsilon$ と有理関数近似の誤差の関係
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