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1 introduction

Stokes 方程式の有限要素解に対する aposteriori タイプの誤差評価としては $\mathrm{v}_{\mathrm{e}\mathrm{r}}\mathrm{f}\ddot{\mathrm{u}}\mathrm{r}\mathrm{t}\mathrm{h}[7],$ $[8]$ や Bank
ら [1] の仕事がある. また, 定常 Navier-Stokes 方程式に対する apoteriori 誤差評価についても Verf\"urth
[9] の研究がある. しかし, それらは誤差の指標 (error estimator) であり, mesh の再細分化 (mesh re-
finement) に寄与することが主要な目的であり, 誤差の定量的保証を与えるものではない.
本稿では, 連続問題に対する inf-sup condition に関わる定数を数値評価することによって, 厳密な

意味での Stokes 方程式の apoteriori 誤差の数値的保証が与えられることを示す.
次の同次境界条件を持つ Stokes 問題を考える.

$\{$

-\iota ノ\triangle u+\nabla p $=f$ in $\Omega_{0}$.
$\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}u=0$ in $\Omega$ ,

$u=0$ on $\partial\Omega$ .
(1.1)

領域 $\Omega$ は $\mathrm{R}^{2}$ の凸多角形, $u=(u_{1}, u_{2})^{T},$ $f=(f1, f_{2})^{T}$ は二次元ベクトル値関数 $\nu>0$ である.
なお, $‘:_{T’}$’は転置記号とする. $H^{k}(\Omega)$ を通常の $k$ 次 Sobolev 空間とし, 関数空間を以下で定義する.

$H_{0}^{1}(\Omega)$ $\equiv$ { $v\in H^{1}(\Omega)$ ; $v=0$ on $\partial\Omega$ }.

$L_{0}^{2}(\Omega)$ $\equiv$ $\{v\in L^{2}(\Omega) ; \int_{\Omega}vdXdy=0\}$ .

$S$ $\equiv$ $H_{0}^{1}(\Omega)22\mathrm{X}L(0\Omega)$ .

$V$ $\equiv$ $\{v\in H_{0}^{1}(\Omega)^{2} ; \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}v=0\}$.

$V^{\perp}$
$\equiv$ $\{v\in H_{0(}^{1}\Omega)^{2} ; (\nabla v, \nabla w)=0 w\in V\}$.

$(\cdot, \cdot)$ を $\Omega$ 上の $L^{2_{-}}$ 内積とし, norm は以下で定める.

$|\cdot|0$ : $L^{2}(\Omega)$ -norm, $|v|_{0^{2}}= \int_{\Omega}v^{2}d_{X}dy$.

$|\cdot|_{1}$ : $H_{0}^{1}(\Omega)$ -seminorm, $|v|_{1}=|\nabla v|_{0}$ .

また, $S\cross S$ 上の bilinear form $\mathcal{L}$ を以下で定義する :

$\mathcal{L}([u,p], [v, q])\equiv\nu(\nabla u, \nabla v)-(p, \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}v)-(q, \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}u)$ $[u,p],$ $[v, q]\in S$ . (1.2)
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2 inf-sup condition の数値的評価

(1.2) で定義した作用素 $\mathcal{L}$ を用い, Stokes 方程式 (1.1) は次の同値な問題に置き換えられる :

find $[u,p]\in S$ such that
(2.1)

$\mathcal{L}([u,p], [v, q])=(f, v)$ $\forall[v, q]\in S$ .
よく知られているように, (2.1) は $S$ 内に unique solution を持つ. Stokes方程式の解の存在を

保証する条件は “inf-sup condition” と呼ばれる. inf-sup condition に関わる定数は以下の Lemma に
ト一 $arrow r$辿ホス

b明ほ 凹 による. $\lfloor \mathrm{d}\rfloor$ li&2, $\mathrm{B}\mathrm{a}\mathrm{t}$ ) $\mathrm{u}\mathrm{s}\iota \mathrm{c}\mathrm{a}- \mathrm{A}\mathrm{z}\mathrm{l}\mathrm{Z}$ lnequallry $(\angle^{\vee}.\angle)$ と, Korn $\mathrm{s}$ lnequallry, rrle $(\mathrm{l}\mathrm{r}\mathrm{l}\mathrm{c}\mathrm{n}\cdot \mathrm{s}$

inequality との同値性を示す過程で, $1/\beta$ の値が数値的に評価出来ることを述べている.
例えば正方領域では $1/\beta<$ 2.614となる ([3] の conjecture として optimal constant は正方領域で

$1/\beta=\sqrt{7/2}\sim 1.871)$ . また, $\Omega$ が正 $n$ 角形のとき $\frac{1}{\beta}=\sqrt{\frac{2}{1-\sin(\pi/n)}}$

.

となる.
..

常粉 $\Omega$ か田 $1_{J}\mathrm{a}$て距の に竺ば $*\grave{\grave{>}}$ 虐加古\neg .
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[証明】 $V$ は $H_{0}^{1}(\Omega)^{2}$ 内の閉部分空間より, $H_{0}^{1}(\Omega)^{2}=V\oplus V^{\perp}$ と直和分解できる. 従って任意の
$u\in H_{0}^{1}(\Omega)^{2}$ は

$u=w+u_{0}$ $w\in V$ $u_{0}\in V^{\perp}$

と書ける. また, $\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}w=0$ より, $\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{V}u=\mathrm{d}\mathrm{i}_{\mathrm{V}}u0\cdot\delta(u,p)$ の定義から, $v=w,$ $q=0$ とすることにより,

$\delta(u,p)\geq\frac{\nu(\nabla w,\nabla w)-(p,\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{V}w)}{|w|_{1}}$.

ここで, $w\in V$ より $\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}w=0$ . よって

$\delta(u,p)\geq\nu|w|_{1}$ . (2.6)

方, $\delta$ の定義より $v=0$ とおけば,

$\delta(u,p)\geq\frac{-(q,\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}u0)}{|q|_{0}}$ $\forall q\in L_{0}^{2}(\Omega)$ .

Lemma 21より, $q$ を $\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}u0=-q$ , $\beta|u_{0}|_{1}\leq|q|0$ をみたすようにとれば,

$\delta(u,p)\geq|q|0\geq\beta|u0|_{1}$ . (2.7)

以上をまとめる. $\delta=\delta(u_{P)}$, と略すると, (2.6), (2.7) より,

$|u|_{1^{2}}$ $=$ $|w|_{1}2+|u_{0}|12$

$\leq$ $\frac{\delta^{2}}{\nu^{2}}+\frac{\delta^{2}}{\beta^{2}}$

$=$ $( \frac{1}{\nu^{2}}+\frac{1}{\beta^{2}})\delta^{2}$ .

次に, Lemma 21より $P\in L_{0}^{2}(\Omega)$ に対し $v\in V^{\perp}$ を

$\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}v=-p$ , $|v|_{1} \leq\frac{1}{\beta}|p|0$

となるように定める. $p=0$ のときは $\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}v=0$ となるので, $P\neq 0$ を考える.
$v\in V^{\perp}$ より, $(\nabla u, \nabla v)=(\nabla u_{0}, \nabla v)$ . よって

$\delta(u,p)\geq\frac{\nu(\nabla u_{0},\nabla v)-(q,\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{V}u0)+|p|02}{|v|_{1}+|q|0}$ .

ここで,

$K= \frac{\nu(\nabla u0,\nabla v)}{|\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}u0|0^{2}}$ $q=K\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}u_{0}\in L_{0}^{2}(\Omega)$

とおくと, $\nu(\nabla u_{0}, \nabla v)-(q, \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{V}u0)=0$ . $\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}u_{0}=0$ の場合は $u_{0}=0$ となるので, 考えなくてよ
い. また, Lemma 21の norm 評価 (2.3) より,

$|u_{0}|_{1} \leq\frac{1}{\beta}|\frac{q}{K}|_{0}=\frac{1}{\beta}|K|^{-1}|q|_{0}=\frac{1}{\beta}|\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{V}u0|_{0}$ .

従って,

$|q|_{0}$ $=$ $|K|| \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}u0|0=\frac{\nu(\nabla u0,\nabla v)}{|\mathrm{d}\mathrm{i}_{\mathrm{V}}u0|_{0}}$

$\leq$ $\frac{\nu|u_{0}|_{1}|v|_{1}}{|\mathrm{d}\mathrm{i}_{\mathrm{V}}u\mathrm{o}|_{0}}$

$\leq$
$\frac{\nu}{\beta^{2}}|p|0$ .
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以上より

$\delta(u,p)$ $\geq$
$\frac{|p|_{0^{2}}}{1}$

$\overline{\beta}|p|_{0}+|q|0$

$\geq$
$\frac{|p|0^{2}}{1\nu}$

$\overline{\beta}\beta|p|_{0}+\overline{2}|p|0$

$=$ $( \frac{1}{\beta}+\frac{\nu}{\beta^{2}})^{-1}|P|_{0}$ .

$\blacksquare$

3 有限要素解と aposteriori 誤差評価

Theorem 2.1により, inf-sup condition に関わる定数が数値的にわかった. これを用いれば, 以下

に述べる様に (2.1) の有限要素近似解を求めることで, 真の解と離散解との aposteriori な誤差評価が
定量的に可能となる. そのために, 有限要素近似空間を設定する.

勾を領域 $\Omega\subset \mathrm{R}^{2}$ の三角形または四角形分割, $h$ を $\mathcal{T}_{h}$ の scale parameter とする. $h>0$ は領域

の分割幅を通常表す.
次に $X_{h}\subset H_{0}^{1}(\Omega)\cap C(\overline{\Omega})$ を速度場 $u$ の各成分を近似する有限要素部分空間, $Y_{h}\subset L^{2}(\Omega)\cap C(\overline{\Omega})$

を圧力場 $p$ を近似する有限要素部分空間とする. また, $X_{h}^{*}$ を $X_{h}$ の基底に境界上の node に対応する
基底を付け加えたもので張られる空間とおく. $X_{h}^{*}$ の作り方から,

$X_{h}\subset X_{h}^{*}\subset H^{1}(\Omega)$ , $X_{h}\neq X_{h}^{*}$ .

続いて, 無限次元空間から有限次元空間への projection を定義する. $P_{0}$ は $L^{2}(\Omega)$ から Xん への

$L^{2}$-projection, $\hat{P}_{0}$ は $L^{2}(\Omega)$ から $X_{h}^{*}$ への $L^{2}$-projection, また, $P_{1}$ を $H_{0}^{1}(\Omega)$ から $X_{h}$ への $H_{0}^{1}(\Omega’)-$

projection とする.

次に, ([10]) の手法を導入する. $w_{h}\in X_{h}$ に対し, $\overline{\nabla}w_{h}\in(X_{h}^{*})^{2}$, $\overline{\Delta}w_{h}\in L^{2}(\Omega)$ を次で定義す

る:

$\overline{\nabla}w_{h}$ $\equiv$ $( \hat{P}_{0}\frac{\partial w_{h}}{\partial x},\hat{P}0^{\frac{\partial w_{h}}{\partial y})}$ ,

$\overline{\triangle}w_{h}$ $\equiv$ $\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}(\overline{\nabla}w_{h})$

$=$ $\frac{\partial}{\partial x}\hat{P}_{0^{\frac{\partial w_{h}}{\partial x}}}+\frac{\partial}{\partial y}\hat{P}_{0^{\frac{\partial w_{h}}{\partial y}}}$ .

$\mathrm{U}^{\mathrm{p}}fl\ovalbox{\tt\small REJECT} 1$
$\lfloor 1\cup\rfloor$ よ @.

(2.1) の離散解は次で与えられる :
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find $[u_{h},p_{h}]\in X_{h}^{2}\cross(Y_{h}\cap L_{0}^{2}(\Omega))$ such that

$\mathcal{L}([u_{h},p_{h}], [v_{h}, q_{h}])=(f, v_{h})$ $\forall[v_{h}, q_{h}]\in X_{h}^{2}\mathrm{x}Y_{h}$ .
(3.1)

また, $X_{h}$ の近似性として次を仮定する :

inf $|v-\xi|_{1}\leq C_{0}h|v|_{2}$ $\forall v\in H_{0}^{1}(\Omega)\cap H^{2}(\Omega)$ . (3.2)
$\xi\in X_{h}$

$C_{0}$ は数値的に算定可能な正定数である. 仮定 (3.2) は, 一般の有限要素空間で成立することが知ら
れている. また, $C_{0}$ が数値的に決められるような $X_{h}$ の例は多い. 例えば, -次元の区分–次要素の
空間では $C_{0}=1/\pi$ となる ([6]). また, -次元の区分二次要素のテンソル積として定義される二次元矩
形要素では, [4] の手法を用いて, 一様メッシ $=$ の場合 $C_{0}=1/(2\pi)$ , また, 三角形一様分割の区分

次要素では $C_{0}\leq 0.81$ となることがいえる.
$(_{-}\mathrm{q}9)j|\mathrm{a}\wedge-$ $\tau\backslash \gamma\cdot \mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{g}_{1}c\dotplus \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{Y}1$ の’陣暫と $\Lambda 11\mathrm{b}_{\dagger}\mathrm{t}1-\mathrm{N}_{\dagger}+_{8}\rho \mathrm{b}$P’.q trirk 力用いて- 直ちに以下が示廿る -

(21) \mbox{\boldmath $\sigma$}\supset 月手 $\lfloor u,$ $p\rfloor$ と $(\delta.\perp)$ \mbox{\boldmath $\sigma$}\supset 羽限畏系酔 $\mathrm{t}^{u_{hp_{h}\rfloor}}\cdot(/j$司夏走 $X$

$\{$

$e_{h}\equiv u-u_{h}$

$\epsilon_{h}\equiv p-p_{h}$

とおく. 以下, $\forall[v, q]\in S$ について $\mathcal{L}$ を変形する.
まず $\mathcal{L}$ の定義から

$\mathcal{L}([e_{h,h}\epsilon], [v, q])=\nu(\nabla e_{h}, \nabla v)-(\epsilon_{h}, \mathrm{d}\mathrm{i}_{\mathrm{V}}v)-(q, \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}eh)$ . (3.5)

次に, $\forall[\xi h, q_{h}]\in X_{h}^{2}\cross(Y_{h}\cap L_{0}^{2}(\Omega))$ に対し

$\nu(\nabla u, \nabla\xi_{h})-(p, \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}\xi_{h})-(q_{h}, \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}u)=0$,

$\nu(\nabla u_{h}, \nabla\xi h)-(p_{h}, \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}\xi_{h})-(q_{h}, \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}uh)=0$ .

上の二つの式より,

$\nu(\nabla e_{h}, \nabla\xi h)-(\epsilon_{h}, \mathrm{d}\mathrm{i}_{\mathrm{V}}\xi h)-(q_{h}, \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}e_{h})=0$ .

ここで, $\xi_{h}=0$ とすると, $(q_{h}, \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{V}eh)=0$ . よって,

$\nu(\nabla e_{h}, \nabla\xi_{h})-(\mathcal{E}h, \mathrm{d}\mathrm{i}_{\mathrm{V}}\xi h)=0$, $\forall\xi_{h}\in X_{h}^{2}$ .

この式を (3.5) に代入して, まとめると

$\mathcal{L}([e_{h}, \mathit{6}_{h}], [v, q])$ $=$ $\nu(\nabla e_{h}, \nabla v)-(\epsilon_{h}, \mathrm{d}\mathrm{i}_{\mathrm{V}v})-(q, \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}eh)-\nu(\nabla eh, \nabla\xi_{h})+(\epsilon_{h}, \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}\xi_{h})$

$=$ $\nu(\nabla e_{h}, \nabla(v-\xi_{h}))-(\epsilon_{h}, \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}(v-\xi_{h}))-(q, \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}e_{h})$.

右辺の $e_{h},\hat{c}_{h}$ をもとの形に戻し, Lemma 31を用いて変形を続行する.
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$\mathcal{L}([e_{h},\overline{\mathrm{c}}_{h}]_{\mathit{1}}.[v, q])=\nu(\nabla(u-u_{h}), \nabla(v-\xi_{h}))-(P-p_{h}, \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}(v-\xi_{h}))-(q, \mathrm{d}\mathrm{i}_{\mathrm{V}}(u-u_{h}))$

$=\nu(\overline{\nabla}u_{h}-\nabla u_{h}, \nabla(v-\xi_{h}))+\nu(\nabla u-\overline{\nabla}uh, \nabla(v-\xi_{h}))-(P-p_{h}, \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}(v-\xi_{h}))+(q, \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}uh)$

$=\nu(\overline{\nabla}u_{h}-\nabla u_{h}, \nabla(v-\xi_{h}))+\nu(-\Delta u+\overline{\triangle}u_{h}, v-\xi_{h})+(\nabla(p-p_{h}), v-\xi_{h})+(q, \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}uh)$

$=\nu(\overline{\nabla}u_{h}-\nabla u_{h}, \nabla(v-\xi_{h}))+(f+\nu\overline{\triangle}u_{h}-\nabla p_{h}, v-\xi_{h})+(q, \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}uh)$

$\leq\nu|\overline{\nabla}u_{h}-\nabla u_{h}|0|v-\xi h|_{1}+|\nu\overline{\triangle}u_{h}-\nabla p_{h}+f|_{0}|v-\xi h|0+|\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}uh|0|q|_{0}$ .

$\xi_{h}\in X_{h}^{2}$ は任意であったので, $v=(v_{1}, v_{2})\in H_{0}^{1}(\Omega)$ の成分ごとの $H_{0}^{1}$ -projection として定める.

すなわち
$\xi_{h}=(P_{1}v_{1}, P_{12}v)$ .

従って (3.8), (3.4) を使って,

$\mathcal{L}([e_{h}, \in h], [v, q])$ $\leq$ $(\nu|\overline{\nabla}u_{hh}-\nabla u|0+C0.h|\nu\overline{\triangle}u_{h}-\nabla p_{h}+f|0)|v|_{1}+|\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}uh|0|q|_{0}$

$\leq$ $(\nu|\overline{\nabla}u_{h}-\nabla uh|0+C0h|\mathcal{U}\overline{\triangle}uh-\nabla p_{h}+f|0+|\mathrm{d}\mathrm{i}_{\mathrm{V}}uh|0)(|v|1+|q|_{0})$ .

蹟止明 1

Theorem 21を用いて, ただちに

$\{$

$|u-u_{h}|_{1} \leq(\frac{1}{\nu^{2}}+\frac{1}{\beta^{2}})^{\frac{1}{2}}\delta(e_{h}, \epsilon h)$ ,

$|p-p_{h}|_{0} \leq(\frac{1}{\beta}+\frac{\nu}{\beta^{2}})\delta(e_{h}, \mathit{6}_{h})$ .

方, Lemma 33より

$\delta(e_{h}, \epsilon_{h})=$ $\sup\frac{L(1e_{hh}\mathit{6}]\backslash [\prime qv,])}{|v|_{1}+|q|0},\leq C(u_{h,p_{h}})$ .
$1^{v,q}1\in S$

$\blacksquare$
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4 Numerical Examples

領域 $\Omega$ は $(0,1)\cross(0,1)$ の正方領域, $\nu=1$ として, Stokes 方程式を考える :

$\{$

$-\Delta u+\nabla p=f$ in $\Omega=(0,1)\cross(0,1)$ ,
$\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}u=0$ in $\Omega$ .

$u=0$ on $\partial\Omega$ .
(4.1)

正方領域 $\Omega$ は矩形要素に等分割する. すなわち, 要素を $\hat{\Omega}_{k}$ , 要素の総数を $L$ とすれば,

$\Omega=\sum_{k=1}^{L}\hat{\Omega}_{k}$

と分割される.

x(または $y$ ) 軸方向の分割数を $N$ とおく. 分割の parameter $h$ は $h=1/N$ となる.

図 1: 領域の分割

有限要素空間 $X_{h}\subset H_{0}^{1}(\Omega)\cap C(\overline{\Omega})$ の基底は区分的二次要素 (piecewise $\mathrm{b}\mathrm{i}$-quadratic) を用いる. ま

た, $Y_{h}\subset L^{2}(\Omega)\cap C(\overline{\Omega})$ の基底は区分的–次要素 (piecewise $\mathrm{b}\mathrm{i}$ -linear) を用いる. これらはよく知ら
れているものであるが, –応詳しく述べておく.
各要素内の node は次のように振り分ける.

$1$

$h|$

図 2: 要素上の node の配置

区分的–次の基底は, –次元の hat functlon のテンソル積で定義する. –つの要素 $\hat{\Omega}_{k}$ でもう少し
詳しく見る. local な node 番号と座標を図のように定める.
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$(x_{k},y_{k}+h)$

1
$(x_{k}+h, yk+h)$

$3$

24
$(x_{k}, y_{k})$ $(x_{k}+h, y_{k})$

図 3: element node numbers

このとき, $\hat{\Omega}_{k}$ 上の四つの基底関数 $\hat{\psi}_{1},\hat{\psi}_{2},\hat{\psi}_{3},\hat{\psi}_{4}$ が node 上では 1, それ以外の node では $0$ とな

るように定まる.
$(\hat{\psi}_{1}$ $=$ $\frac{1}{h^{2}}(x-x_{k}-h)(-y+y_{k})$ ,

$\hat{\psi}_{2}$

$=$ $\overline{h^{2}}\perp(x-X_{k}-h)(y-yk-h)$ ,

$\hat{\psi}_{3}$ $=$ $\frac{1}{h^{2}}(x-x_{k})(y-y_{k})$ ,

$\hat{\psi}_{4}$ $=$ $\frac{1}{h^{2}}(-X+xk)(y-yk-h)$ .

各 node 上での基底の形状を plot すると, 図 4の通り. ただし, support は $(-1,1)\cross(-1,1)$ に変換

している.

図 4: $\mathrm{b}\mathrm{i}$-linear base function

区分的二次の基底も, 同じく –次元の区分二次要素のテンソル積で定義する. –つの要素 $\hat{\Omega}_{k}$ でもう

少し詳しく見る. local な node 番号と座標は, 図のように 9つになる.
$\hat{\Omega}_{k}$ 上の基底関数は 9つとなる. node 番号にあわせて $\hat{\phi}_{1},\hat{\phi}_{2}$ , $\cdot$ . ., $\hat{\phi}_{9}$ とすると, -次要素と同じ

$\text{く}$ , node 上では 1, それ以外の node では $0$ となるように定まる. すなわち,
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図 5: element node numbers

$\{$

$\hat{\xi}_{1}(t)$ $=$ $\frac{4}{h^{2}}(-t+X_{k})(t-x_{k}-h)$ ,

$\hat{\xi}_{2}(t)$ $=$ $\frac{1}{h^{2}}(2t-2x_{k}-h)(t-Xk-h)$ ,

$\hat{\xi}_{3}(t)$ $=$ $\frac{1}{h^{2}}(2t-2x_{k}-h)(t-Xk)$ .

とおくと, $=$従って, 基底関数の形状は node の位置 (要素の内部 or 境界 or 頂点) によって三つの種類をとる.
適当に scaling を施した基底関数の形状は, 図 6\sim 8の通り. ここで定義した近似空間 $X_{h}^{2}\cross Y_{h}$ での a
posteriori 誤差評価では, いわゆる離散的 inf-sup condltlon は不用なことに注意.

図 6: node が $\hat{\Omega}_{k}$ の頂点にある場合 図 7: node が $\hat{\Omega}_{k}$ の内部にある場合

数値例 I

まずは, exact な解がわかっている場合を考える.
$f=(f_{1,f_{2})}$ で,

$f_{1}$ $=$ $0$ ,
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図 8: node が $\hat{\Omega}_{k}$ の辺上にある場合

$f_{2}$ $=$ 8 $(10x-30x2+30_{x^{3}-}15x^{4}+6x^{5}-60Xy+180x^{23}y-120Xy$

$-15y^{2}+90xy^{2}-180x^{2}y^{2}+120x^{3}y^{2}+30y-60x33y-14y4+30xy^{4})$ .

とする. このとき, $u=(u_{1}, u_{2})$ は

$u_{1}(x, y)$ $=$ $20x^{22}(1-x)y(1-y)(1 - 2y)$ ,

$u_{2}(x, y)$ $=$ $20y^{22}(1-y)X(1-x)(1-2x)$ .

また, $Ph$ は $x=0$ のとき $0$ であるという条件を付加すれば,

$p_{h}=4x(-1+2y)(10x^{2}-15x^{3}+6x^{4}-10_{y}+30xy-2\mathrm{o}x^{2}y+10y-30xy22+20_{x^{2}y^{2}})$

図 9: 圧力場 $p$

図 10: 流速場 $u=(u_{1}, u_{2})$

数値計算は Fujitsu $\mathrm{V}\mathrm{P}2600/10$ , および NEC SX-3/44R で行なった. 言語は Fortran, 精度は (–

部四倍精度を含む) 倍精度計算. もちろん, 数値結果には丸め誤差が混入しているため, 正確な apos-
teriori 評価を得るためには有理数演算, または精度保証付きソフトウェアでの計算が必要である.
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$C(u_{h},ph)$ の計算における, 各 norm の値を図にすると以下の通り :

$|^{\backslash }A11:\mathrm{b}1=|\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}u_{h}|0$, $\mathrm{E}2=|\nabla u_{h}-\nabla u_{h}|0$ $\text{図^{}\backslash }\backslash 12:\mathrm{E}3=|\triangle u_{h}-\nabla p_{h}+f|_{0}$

これによって得られる aposteriori 誤差評価の結果を示す :

$2015105|0.\cdot \mathrm{o}\mathrm{o}0.170.70_{4}75063072301629$

$\ovalbox{\tt\small REJECT}^{25000}7.82002639$

aposteriori 誤差評価

図にすると次の通り :

図 13: $\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{U}=|u-u_{h}|_{1}$, $\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{p}_{=}|P-_{Ph}|0$

数値例 II

$f=(f_{1}, f2)$ で,

$f_{1}$ $=$ $50(-2_{X}+y+xy)$

$f_{2}$ $=$ $20(1-5xy)$

として誤差評価を行なった. 圧力 $P$ には, $p(\mathrm{O}, 1)=0$ の条件を付加した. $||u_{h}||_{L\infty(\Omega)}\approx 0.52$ ,
$||p_{h}||_{L()}\infty\Omega\approx 22.72$ . aposteriori 誤差評価と, 圧力場, 速度場は以下の通り :
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$252015105|0^{\cdot}.514.7024200.21.16018298237699829$

$\ovalbox{\tt\small REJECT}^{0}3000376012660$

aposteriori 誤差評価

図 14: 圧力場 (例 2) $p$

図 15: 流速場 $u=$ ($u_{1}$ , u2)(例 2)
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