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1 はじめに

区間演算は、数値を [下端,上端という閉区間で表現し演算を行っていく方法で、本来は、数
値計算の際に発生する丸め誤差を把握するために考案されたものである。 しかし、 -方で関数に
区間を入力すると入力区間の像の包み込みが区間として得られ、関数の値域を容易に評価出来る
という利点もある。
-方、 区間演算の欠点として、評価が ‘悲観的’ に過ぎ、 出力される区間幅が非現実的に大きく
なってしまい役に立たないことも多いということが指摘されている。 これの解決法として、平均
値の定理を用いる方法 (mean value form) が知られている。これは、入力区間 $I$ の関数 $f$ による

像 $f(I)$ を評価するために、 $f$ の演算過程を単純に区間演算に置き換えるのでなく、 $f$ の導関数
$f’$ の計算過程を区間演算に置き換えた区間写像 $F’$ を用いて、

$f(c)+F’(I)(I-C)$ (1)

とする方法である ( $c$ は $I$ の中心)。 この方法を用いるためには、導関数 $f’$ の計算過程が必要で
あるが、 これは数式処理などを用いるのではなく、自動微分の計算過程を区間演算に置き換える
ことによって $F’(I)$ を得ると効率がよいことが知られている (例えば [1])。
ところで、 この $F’(I)$ を Bottom Up 型の自動微分によって計算する場合、途中に現れる変数

(これは入力区間 $I$ の関数である) における入力区間 $I$ の像の区間評価が利用される。 これは、そ
の変数の計算過程を単純に区間演算に置き換えたものによって計算されるが、これに対して mean
value form を適用すればより良い評価が得られることが分かる。本稿では、Bottom Up 型の自動
微分を行うのとほぼ同様の方法で、関数の計算過程に現れる全ての変数に対して mean value form
を適用できるような新しい区間演算のアルゴリズムについて報告する。 この方法は、単純区間演
算、区間演算に置き換えた Bottom UP 型自動微分の双方に比べて、少なくとも評価が悪くなる
ことはなく、大抵は評価が良くなる。

2 対象とする関数

関数 $f$ : $R^{n}arrow R^{m}$ の内で、

$z_{i}=\{$

$g_{i}(z_{a_{i}b}, Z):$

or
$h_{i}(\mathcal{Z}_{a_{i}})$

$(n+1\leq i\leq\iota)$ (2)

のように、二項演算 $g$ (加減乗除、累乗など) または単項演算 $h$ ( $\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n},$ $\log$ など) の組み合わ
せで記述されている関数を対象とする。 ここで、変数 $z_{1}\cdots z_{n}$ は入力変数 $x_{1}\cdots x_{n}$ に対応し、
$1\leq a_{i},$ $b_{i}<i$ とする。 $z_{n+1}\cdots v_{l}$ のうちの $m$ 個は、関数 $f$ の出力に対応する。 また、 ここで現
れる演算は全て微分可能で、かつ演算自身及び演算の微分に対する区間演算が可能であるものと
する。
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3 アルゴリズム

アルゴリズムは、次の通りである。
単純に自動微分を区間演算化した場合、各変数が保持する量は、 その変数を入力 $x\in R^{n}$の関

数として $z(x)$ と書くと、 $I$ を入力区間ベクトルとして $V\supset\{Z(X)|x\in I\}$ と、 $D\supset\{z’(X)|x\in I\}$

の二つである。本稿の方法では、その二つに加えて、 $I$ の中心 $c$ の像 $v\ni z(c)$ を保持して演算
を行う。
まず、入力変数 $z_{1}\cdots z_{n}$ を

$V_{i}=I_{(i)}$ (3)

$v_{i}=c_{(i})=\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{d}(I_{(i)})$ (4)

$D_{i}=$ $(e_{1}$ . . $e_{n})$ $(e_{j}=\delta_{ij})$ (5)

で初期化する。ここで、区間ベクトル $I-c$ の値を以後の演算で使用するために記憶しておく。二
項演算は、 $z_{i}=gi(za:’ Zbi)$ に対して、

$v_{i}=gi(va_{i}’ v_{b_{i}})$ (6)

$D_{i}= \frac{\partial g_{i}}{\partial z_{a_{i}}}(V_{a_{i}}, V_{b}i)Da_{i}+\frac{\partial g_{i}}{\partial z_{b_{i}}}(V_{a_{i}}, V_{b}i)Db_{i}$ (7)

$V_{i}=gi$ $(V_{a}i , V_{b_{i}})\cap\{vi+Di(I-c)\}$ (8)

で行う。単項演算は、 $z_{i}=g_{i}(Z_{a_{i}})$ に対して、

$v_{i}=g_{i}(v_{a_{i}})$ (9)

$D_{i}=g_{i}’(V_{a_{i}})Da_{i}$ (10)

$V_{i}=g_{i}(V_{a_{i}})\cap\{v_{i}+D_{i}(I-C)\}$ (11)

で行う。
例えば、減算 $(z_{i}=z_{a_{i}}-z_{b_{i}})$ の場合は、

$v_{i}=v_{a_{i}}-v_{b_{i}}$

$D_{i}=D_{a_{i}}-D_{b}$ :
$V_{i}=(V_{a_{i}}-V_{b_{i}})\cap\{v_{i}+D_{i}(I-c)\}$

となり、乗算 $(z_{i}=zai\mathrm{x}z_{b_{i}})$ の場合は、

$v_{i}=v_{a_{i}}\cross v_{b:}$

$D_{i}=V_{b_{i}a_{i}}D+V_{a_{i}}D_{b_{i}}$

$V_{i}=(V_{a_{i}}\mathrm{x}V_{b_{i}})\cap\{vi+Di(I-C)\}$

となり、 $\sin$ $( z_{i}=\sin(z_{a_{i}}))$ の場合は、

$v_{i}=\sin(va_{i})$

$D_{i}=\cos(V_{a_{i}})Da_{i}$

$V_{i}=\sin(V_{a_{i}})\cap\{v_{i}+D_{i}(I-c)\}$

となる。

39



4 例 1

例として、関数 $f(x)=(8x-x^{2}-16)(x-3)$ の値を入力区間 $I=[3,5]$ で評価してみる。単純
区間演算、区間演算に置き換えた Bottom Up 型自動微分、本報告の方法の 3つの場合について、
計算経過を表 1に示す。 自動微分法の $f(I)$ の評価は、mean value form を用いて復元したもの

表 1: 計算経過の比較

である。真の像は、 $f(I)=[-2,0]_{\text{、}}$ $f’(I)=[-5,1/3]$ である。 この関数は評価区間内に 2つの
極値を持つため評価が難しいが、新方式はかなり sharp な評価が行えていることが分かる。

$8x-x^{2}-16$ の時点では、 自動微分と新方式で微分の評価 $(D)$ は同じ [-2, 2] であり、 $V$ の

評価を自動微分の場合について mean value form を用いて行うと、新方式と同じ [-2, 2] が得ら
れる。 ところが、以降の計算においてより悪い評価 [-17, 15] が使用されてしまうため、評価が悪
くなる。新方式は、 この点が改善されていることが分かる。

5 例 2

次に、文献 [2] で紹介されている Interval Slope による方法との比較を行なう。これは、本手法
と全く同じ目的の方法である。その文献による例題: 関数

$f(x_{1}, X_{2}, X_{3}, X_{4}, x_{5})=f_{1}(x_{1})f_{2}(x_{2})f_{3}(x_{3})f4(x_{4})f5(X_{5})$ (12)

$f1(x_{1})=0.01x_{1}(x_{1}+13)(x_{1}-15)$ (13)

$f_{2}(x_{2})=0.01(x_{2}+15)(x_{2}+1)(x_{2}-8)$ (14)

$f_{3}(x_{3})=0.01(x3+9)(x\mathrm{s}-2)(x_{3}-9)$ (15)

$f4(x_{4})=0.01(X_{4}+11)(x_{4}+5)(x_{4}-9)$ (16)

$f_{5}(x_{5})=0.01(x5+9)(x_{5}-9)(x_{5}-10)$ (17)

を、

$x_{1}\in[8.7,8.8]$

$x_{2}\in[-9.4, -9.3]$
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$x_{3}\in[-4.6, -4.5]$

$x_{4}\in[3.5,3.6]$

$x_{5}\in[-2.9, -2.8]$

で評価する問題について、本稿の手法と比較した結果を表 2で示す。これを見ると、 どちらも単

表 2: 出力区間の比較

純区間演算に比べると大幅に改善されているが、本稿の手法ではより狭い区間が得られているこ
とが分かる。

6 むすび

評価したい関数 $f$ が 1変数の場合は、高次の Taylor展開と区間演算を組み合わせて非常に sharp

な評価が行えることが知られている。 しかし、多変数の場合は Taylor展開を用いるのは実用的で

なく、本報告の手法は多変数の場合に容易に適用可能であると言う点で有用であると言える。
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