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Abstract

$\mathrm{L}\mathrm{u}\mathrm{s}\mathrm{z}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{g}_{\text{、}}$ Spaltenstein は簡約代数群における定窯軌道の誘導を定義した $([\mathrm{L}\mathrm{S}])$

。 こ

のアナログとして、複素簡約代数群の Lie 環の巾零軌道の誘導が定義される。複素簡
約代数群においては、表現の誘導と巾零軌道の誘導が、associated variety をとるとい
う操作を通じて compatible になっていることが知られている $(\mathrm{c}.\mathrm{f}., [\mathrm{B}\mathrm{V}])$

。 –方、実
代数群の標準表現 $(\mathrm{c}.\mathrm{f}.,[\mathrm{V}\mathrm{l}])$ の associated variety が 2つの場合に知られている。 1つ

は、群が quasisplit で標準表現が large となる場合 (Adams-Vogan [AV]) であり、いま
1 っは、標準表現が discrete series となる場合 (山下 [Y]) である。実簡約代数群におい
て、表現の誘導と巾無軌道の誘導の間に compatibility が成り立つようにするには、巾
零軌道の誘導をどのように定義すればよいのか。本稿では、その 1つの試みを与える。

1 Adams-Vogan と山下の結果

1.1 標準 $(\mathrm{g},K)$ 概論
$G$ を $\mathbb{R}$ 上定義された連結簡約複素代数群、$\tau$ : $Garrow G$ を複素共役、$G(\mathbb{R})=\{g\in G;\tau(g)=$

$g\}$ を $\tau$ が定める $G$ の実型、 $\theta$ : $Garrow G$ を $\tau$ と可換な (複素化された) Cartan 対合とし、
$K:=\{g\in G;\theta(g)=g\}$ とおく。 $G$ の閉部分群の Lie 環は対応する小文字のドイツ文字で
表し、 $\mathcal{T}_{\text{、}}\theta$ が定める Lie$(G)–9$ の対合をも $\tau_{\text{、}}\theta$ で表す。 $\mathrm{g}=\not\in+\epsilon$ を $\theta$ に関する Cartan
分解とする。 $\tau$-stable な $G$ 又は $\mathrm{g}$ の部分集合 $A$ に対して $A(\mathbb{R})=\{x\in A;\tau(x)=x\}$ と

おく。 $\mathrm{g}$ の Cartan 部分環 $\mathfrak{h}$ に対して $\mathrm{g}$ のりに関するルート系を $R$ ( $\mathrm{g}$ , り) で表す。 $V$ が
$\mathfrak{h}$ -stable な $\mathrm{g}$ の部分空間のとき R(V,り) $:=\{\alpha\in R(9, \mathfrak{h});\mathrm{g}\alpha\subset V\}$ とおく。 ここに、 $\mathrm{g}_{\alpha}$

はノレ– $\text{ト}\alpha\in R(\mathrm{g}, \mathfrak{h})$ に対するノレ– ト空間である。 また、 $\mathfrak{h}$ が $\theta$-stable のとき、 $R(V,\mathfrak{h})$ の

虚ノレ- ト、実ノレ- トの集合をそれぞれ $R(V, \mathfrak{y})_{i}\mathbb{R}^{\text{、}}R(V, \mathfrak{h})_{\mathbb{R}}$ で表す :

$R(V, \mathfrak{h})_{i\mathbb{R}}=\{\alpha\in R(V, \mathfrak{y});\theta(\alpha)=\alpha\}$ , $R(V, \mathfrak{h})_{\mathbb{R}}=\{\alpha\in R(V, \mathfrak{h});\theta(\alpha)=-\alpha\}$
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$<,$ $>$ は $\mathrm{g}$ 上の $G$-不変な双–次形式で $\mathrm{t}$ と 5は $<,$ $>$ に関して直交し、かつ $<,$ $>|\mathrm{g}_{(}\mathbb{R}$ ) は
負定値、 $<,$ $>|_{\mathit{5}(\mathbb{R})}$ は正定値であるものとする。 $<,$ $>$ が定める $\mathrm{g}^{*}$ 上の双–次形式をも $<,$ $>$

で表す。
$a$ を $\mathit{5}\cap[\mathrm{g}, \mathrm{g}]$ の極大可換部分空間とし、有限群 $F_{G}$ を

$F_{G}=\{a\in exp(\alpha);Ad(a^{2})=id\}$

により定める。

Remark 1.1 $F_{G}$ はんを normalize し $F_{G}K=KF_{G}=<I\mathrm{t}^{\nearrow\cup}F_{G}>$ , Ad(NG(り) $=$

$Ad(N_{G}(\mathit{5}))=Ad(FGI\backslash ^{\nearrow})$ が成り立つ。

ここでは先ず\Vogan[Vl] に従って、標準 $(\mathrm{g},K)$ 加群 $X_{G(\mathbb{R})}(\mathrm{q}, H(\mathbb{R}),$ $\delta,$ $\iota\ovalbox{\tt\small REJECT})$ の記述を与え
る。 詳細については [V1] を参照されたい。

$H$ を $\theta_{-\mathrm{S}\mathrm{t}}\mathrm{a}\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{e}$ かつ $\mathcal{T}$-stable な $G$ の極大トーラスとし、 $H=H$。$H_{s}$ をその Cartan 分解
(i.e., $H$

。 $=H\cap K,$ $H_{s}=\{h\in H;\theta(h)=h-1\}$ ) とする。 $(\mathrm{q}, H(\mathbb{R}),$ $\delta_{l},\ovalbox{\tt\small REJECT})$ を、次の条件を満
たす四つ組 (set of $\theta$-stable data for $G(\mathbb{R})$ ) とする :

(a) $\mathrm{q}=$ (+\iota \downarrow (は $\mathrm{g}$ の $\theta_{-\mathrm{S}\mathrm{t}}\mathrm{a}\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{e}$ な放物型部分環であって、 $\theta_{-\mathrm{S}\mathrm{t}}\mathrm{a}\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{e}$ かつ $\mathcal{T}$-stable な Levi
factor (をもつもの。

(b)【に対応する $G$ の連結部分群 $L$ は quasisplit であって、 $H$ を極大分解な極大トーラ
スとして含む。

(c) $\delta\in H_{\text{。}}(\mathbb{R})^{\wedge}$ は $L(\mathbb{R})$ に関して fine $([\mathrm{V}1,\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}_{\mathrm{o}\mathrm{n}} 438])$ な $H$
。

$(\mathbb{R})$ の指標である。
(d) $\nu\in H_{s}(\mathbb{R})^{\wedge}$.
(e) $\lambda^{L}:=d\delta\in \mathfrak{h}_{\text{。}^{}*}$ を $\delta$ の微分とし $\lambda^{G}:=\lambda^{L}+\rho \mathrm{u}\in \mathfrak{h}_{c}^{*}\subset \mathfrak{h}^{*}$ とおくとき、任意の

$\alpha\in R(\mathrm{u}, \mathfrak{h})$ に対して $<\alpha,$ $\lambda^{G}>>0$ が成り立つ。 ここに $\rho \mathrm{u}$ は $R(\iota\iota, \mathfrak{h})$ に含まれるノレ– ト
の和の 1/2倍である。

$P_{L}.=HN_{L}$ を $\tau$-stable な $L$ の Borel 部分配で $Re<\alpha,$ $\iota\ovalbox{\tt\small REJECT}>\leq 0(\forall\alpha\in R(\mathrm{t}\mathrm{t}_{L}, \mathfrak{h}))$ を満たす
ものとする。 ここに $N_{L}$ は $P_{L}$ の unipotent radical である。このとき $\text{、}$ data $(\mathrm{q}, H(\mathbb{R}),$ $\delta,$ $\iota^{\ovalbox{\tt\small REJECT}})$

に対応する標準 ( $\mathrm{g}$ ,K)-加群

$X=x_{c}\mathbb{R})((\mathrm{q}, H(\mathbb{R}),\delta_{l\text{ノ}},)=(\mathcal{R}_{\mathrm{q}}^{9})\dim(\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{f})(Ind_{P_{L}(}(\mathbb{R}))\mathbb{R}(L\iota\delta\otimes \text{ノ}))$

が定義される $\circ$ ここに $Ind_{P_{L(\mathbb{R})}}^{L()}\mathbb{R}$ は実放物型部分群による parabolic induction $\text{、}(\mathcal{R}_{\mathrm{q})}^{9}\dim(\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{g})$

は $\theta$-stable な放物型部分環による cohomological parabolic induction である。
標準 $(\mathrm{g},I\backslash \nearrow)$-加群の性質をいくつか揚げておく。 $A_{L(\mathbb{R})}(\delta)$ を $Y:=Ind_{PL(}^{L(}\mathbb{R}$

)
$\mathbb{R}$ )

$(\delta\otimes\nu)$ の lowest-
$L(\mathbb{R})\cap I\mathrm{t}^{\nearrow()}\mathbb{R}$ ye の集合とし、 $A_{G(\mathbb{R})}(\mathrm{q}, H(\mathbb{R}),$ $\delta)$ を $X$ の lambda-lowest $IC(\mathbb{R})$ -type の集
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合とする。また、 $F_{L}.:=\{a\in exp(.\mathfrak{h}_{S}\cap[(, []); Ad(a^{2})|_{(}.=id\}$ とおく。 このとき、次が成り
立つ。

(i) $F_{L}$ は $A_{L(\mathbb{R})}(\delta)$ に、推移的に作用する。
(ii) 自然な全単射 $A_{L(\mathbb{R})(}\delta$) $\simeq A_{G(}\mathbb{R}$) $(\mathrm{q}, H(\mathbb{R}),$ $\delta)$ がある。従って、 $F_{L}$ は $A_{G(\mathbb{R})}(\mathrm{q}, H(\mathbb{R}),$ $\delta)$

に、 推移的に作用する。
(iii) 任意の $\pi\in A_{G(\mathbb{R}}()\mathrm{q},$ $H(\mathbb{R}),$ $\delta)$ は $X$ に重複度 1で現れ、 $\pi$ を含む既約部分 (g,K)-加

群 $\overline{X}(\pi)$ を定める。
(iv) 任意の既約 $(\mathrm{g},K)$-旗群は上のような、ある data から $\overline{X}(\pi)$ として得られる。

1.2 g-principal な 5の巾零 $K$ 軌道のパラメーター付け
$\mathrm{g}$ (resp. $\ovalbox{\tt\small REJECT},$

$\mathrm{g}(\mathbb{R})$ ) の巾零元の全体の集合を $N_{\mathfrak{g}}$ (resp. $N_{\mathit{5}},$ $\lambda_{9(\mathbb{R})}^{\Gamma}$ ) で表し、 その $G$ 軌
道 (resp. $K$ 軌道、 $G(\mathbb{R})$ 軌道) の集合を $N_{9}/G$ (resp. $\lambda_{5}^{(}/I\mathrm{t}^{\nearrow,N_{\mathfrak{g}()}}\mathbb{R}/G(\mathbb{R})$ ) で表す。 $\mathrm{g}$

で regular な国画元 (これらは 1つの $\mathrm{G}$ 軌道を成す) を $\mathrm{g}$-principal な巾零元という。 $N_{9}$

(resp. $N_{\mathit{5}},$ $N_{\mathfrak{g}(\mathbb{R}}$) $)$ の $\mathrm{g}$-principal な元の集合を $N_{\mathfrak{g}}^{\mathfrak{g}_{-}pr}$ (resp. $N_{\mathit{5}}^{\mathfrak{g}pr}-,$
$N9(\mathbb{R})9^{-}pr$ ) で表し、その

$G$ 軌道 (resp. $I\mathrm{t}^{\Gamma}$ 軌道、 $G(\mathbb{R})$ 軌道) の集合を $N_{\mathfrak{g}}^{9-pr}/G$ (resp. N架 r/K, $N_{\mathfrak{g}(\mathbb{R})}^{\mathfrak{g}_{-p}r}/G(\mathbb{R})$ )
で表す。 ここでは先ず、N架 r $\neq\emptyset$ となるための条件を記述し、 $N_{\mathit{5}^{-}}^{\mathfrak{g}p}r/I\iota\nearrow$ のパラメーター
付けを与える。

Definition 1.2 りを $\mathrm{g}$ の $\theta_{-\mathrm{S}\mathrm{t}}a\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{e}$ な Cartan 部分環とし、 $\Sigma$ を虚ルートの成すルート
系 $R(\mathrm{g}, \mathfrak{h})_{i}\mathbb{R}$ の正系 (positive system) とする。 $\mathrm{g}$ の $\theta$-stable な放物型部分環 $\mathrm{q}$ が、次の条
件を満たすとき、 $(\mathfrak{h}, \Sigma)$ に属すると呼ぶ。

(1.1.a) $\mathfrak{h}\subset \mathrm{q}$

(l.l.b) $\mathrm{q}=(+\mathrm{u}$ を $\mathfrak{h}\subset$【なる Levi 分解とするとき、 $\mathfrak{h}$ は【の極大分解 (maximally split)
な Cartan 部分的である。

$(1.1_{\mathrm{C}}.)\Sigma=R(u,\mathfrak{y})i\mathbb{R}$ (従って【は虚ノレ– トをもたず quasisplit である。)

Definition 1.3 $([\mathrm{A}\mathrm{V}])$ (i) りを $\mathrm{g}$ の $\theta_{-\mathrm{S}\mathrm{t}}\mathrm{a}\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{e}$ な Cartan 部分環とし、 $\Sigma$ を R(g,り)iR の
正系とする。 $\Sigma$ の単純ルートがすべて非コンパクト (i.e., $\mathrm{g}_{\alpha}\subset \mathit{5}$) であるとき、 $\Sigma$ は large
tyPe であるという。

(ii) $\mathrm{g}$ の $\theta_{-\mathrm{S}\mathrm{t}}\mathrm{a}\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{e}$ な Borel 部分環 $\mathrm{b}$ は、任意の $\theta_{-\mathrm{S}\mathrm{t}}\mathrm{a}\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{e}$ な Cartan 部分盛 $\mathfrak{h}\subset \mathrm{b}$ に対
する正ノ– トの集合 $R(\mathrm{b},\mathfrak{h})$ の単純ルートが complex なルート、または非コンパクトな虚
ノレ– $\text{ト}$ であるとき、 large tyPe であるという。 $\mathrm{g}$ の large tyPe の $\theta$-stable な Borel 部分皿
の集合を $B_{\mathfrak{g}}^{L}$ で表す。
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(iii) $B\in B_{\mathfrak{g}}^{L}/I\zeta$ を large tyPe の $\theta$-stable な Borel 部分環の $K$-共役類とする。 $\mathrm{g}$ の $\theta-$

stable な放物型部分環 $\mathrm{q}$ は $\mathrm{b}\subset \mathrm{q}$ となる $\mathrm{b}\in B$ があるとき、 $B$ に関して special であると
いう。

(iv) $\mathfrak{h}$ を $\mathrm{g}$ の $\theta$-stable な Cartan 部分環とし、【は $\mathfrak{h}\subset l_{\text{、}}$ R((,り) $=R(\mathrm{g},\mathfrak{h})_{\mathbb{R}}$ により定
まる $\mathrm{g}$ の Levi 部分環とする。 $R(9,\mathfrak{y})_{i\mathbb{R}}$ の正系 $\Sigma$ は (を Levi factor にもつ $B\in B_{\mathfrak{g}}^{L}/K$ に

関して special な $\theta$-stable な放物型部分環 $\mathrm{q}=(+l1$ で $\Sigma=R(\mathrm{u},\mathfrak{y})_{i\mathbb{R}}$ となるものが存在す
るとき、 $B$ に関して special であるという。

Remark 1.4 (i) $\theta_{-\mathrm{S}}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{e}$ な $\mathrm{g}$ の Borel 部分環 $\mathrm{b}$ に対して $\mathrm{b}$ の $\theta$-stable な Cartan 部分
環らは、容易に $B$ 口んで共役であることが判る (ここに $B$ は $\mathrm{b}$ に対応する Borel 部分群
である)。 従って、 $\mathrm{b}$ の $\theta$-stable な Cartan 部分環 $\mathfrak{h}$ で R(b,り) の単純ノレ– トが complex
なノレ– $\text{ト_{、}}$ または非コンパクトな虚ノレ– $\dagger$

, となるものが存在するとき、 $\mathrm{b}$ は large tyPe で
あるといってもよい。

(ii) Definition $1.2,(\mathrm{i}\mathrm{v})$ の仮定で、 $R(\mathrm{g},\mathfrak{h})_{i}\mathbb{R}$ の正系 $\Sigma$ が $B\in B_{\mathfrak{g}}^{L}/K$ に関して special で
あるための必要十分条件は、 $(\mathfrak{h}, \Sigma.)$ に属する $\mathrm{g}$ の放物型部分環 $\mathrm{q}’$ で $B$ に関して special な
ものが存在することである。

Proposition 1.5( $[\mathrm{A}\mathrm{V}$ , Proposition 6. $30(\mathrm{a})^{\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{p}2},\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}6.5]$ ) (i) $\mathfrak{h}$ を $\mathrm{g}$ の $\theta$-stable な
Cartan 部分環とし、 $\Sigma$ を $R(9,\mathfrak{y})_{i\mathbb{R}}$ の正系とする。 このとき、 もし $\Sigma$ が、 ある $B\in B_{\mathfrak{g}}^{L}/K$

に関して special ならば、 $\Sigma$は large type である。
(ii) $\mathrm{b}$ を $\mathrm{g}$ の $\theta_{-\mathrm{S}\mathrm{t}}\mathrm{a}\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{e}$ な Borel 部分粒とし、 $\mathrm{t}$ を $\mathrm{b}$ の $\theta$-stable な Cartan 部分環 (こ

のような $\mathrm{t}$ は、すべて $B\cap K$ の作用で共役である) とする。 このとき、 $R(\mathrm{g},\mathrm{t})_{i}\mathbb{R}$ の正系
$R(\mathrm{b},\{)_{i\mathbb{R}}$ が large tyPe であるための必要十分条件は、 $\mathrm{b}$ が large type となることである。

標準 $(\mathrm{g}, K)$ 加群 $X_{G(\mathbb{R})}(\mathrm{q}, H(\mathbb{R}),$ $\delta,$ $\mathcal{U})$ の associated variety の $\mathrm{g}$-principal な $I\mathrm{t}^{\nearrow}$ 軌道を記
述するために、次の記号を導入する。 $\mathrm{q}$ を $\mathrm{g}$ の $\theta$-stable な放物型部分環として

$B_{\mathrm{q}}^{L}:=$ { $\mathrm{b}\in B_{9}^{L}$ ; $k\cdot \mathrm{b}\subset \mathrm{q}$ for some $k\in K$}

とおく。又、次の条件を満たす対 $(\mathrm{t}, \Sigma^{c})$ の集合を $P_{\mathrm{q}}^{L}$ と表す :

(1.2.a) $\mathrm{t}$ は fundamental な $\mathrm{g}$ の Cartan 部分環 (即ち、 $\mathrm{t}$ は $\mathrm{t}$ の Cartan 部分環を含む)
である。

$(1.2.\mathrm{b})\Sigma^{c}$ は $R(\mathrm{g}, \mathrm{t})_{i}\mathbb{R}$ の large tyPe の正系である。
$(1.2.\mathrm{c})k\in K$ で $k\cdot \mathrm{t}\subset \mathrm{q}$ かつ $k\cdot\Sigma^{c}\subset R(\mathrm{q}, k\cdot \mathrm{t})$ となるものが存在する。
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Proposition 1.6( $[\mathrm{A}\mathrm{V}$ , Proposition 6.24]) 次の条件は同値である。

(a) $\mathrm{g}$ は quasisplit である。即ち、 $\mathrm{g}$ は $\mathbb{R}$ 上定義された、Borel 部分環をもつ。
(b) $N_{\mathit{5}}^{\mathfrak{g}-p}r\neq\emptyset$

(c) $B_{\mathfrak{g}}^{L}\neq\emptyset$

(d) 9の任意の $\theta$-stable な Cartan 部分環 $\mathfrak{h}$ について、 $R(\mathrm{g}, \mathfrak{h})_{i}\mathbb{R}$ は large tyPe の正系を
もつ。

$(\mathrm{d}’)\mathrm{g}$ の $\theta$-stable な Cartan 部分環 $\mathfrak{h}$ で $R(\mathrm{g}, \mathfrak{h})_{i\mathbb{R}}$ が large tyPe の正系をもつものが存
在する。

$N_{z}^{\mathfrak{g}_{-}p}r/I\zeta$ は $B_{\mathfrak{g}}^{L}/K_{\text{、}}P_{\mathfrak{g}}^{L}/I\mathrm{t}’$ を用いて、次のようにパラメーター付けされる。 $x\in N_{s}^{\mathfrak{g}pr}-$

に対して、normal $\mathrm{S}$-triple $(h, x, y)(h\in \mathrm{g}, y\in 5)$ が存在する ( $\mathrm{c}.\mathrm{f}.$ ,Kostant, Rallis [KR]) 。 $h$

は $\mathrm{g}$ の regular な半単純元より、 $\mathrm{t}:=_{3\mathfrak{g}}(h)$ は $\mathrm{g}$ の $\theta_{-\mathrm{S}\mathrm{t}}\mathrm{a}\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{e}$ な Cartan 部分環である。 $\mathrm{b}\supset \mathrm{t}$

を $R(\mathrm{b}, \{)=\{\alpha\in R(\mathrm{g}, \mathrm{t});\alpha(h)>0\}$ により定まる、 $\theta$-stable な Borel 部分環とし、 $R(\mathrm{b}, k)$

の単純ノレ- トの集合を $\triangle$ とかく。 このとき、 $\triangle=\{\alpha\in R(\mathrm{g}, \mathrm{t});\alpha(h)=2\}$ と $[h, x]=2x$
より、 $x$ は

$x= \sum_{\alpha\in\Delta}x_{\alpha}(^{\exists x_{\alpha}\in 9}\alpha\backslash (0))$

$\mathrm{s}$

とかけ、 $\theta(X_{\alpha})=-X_{\theta(\alpha)}$ が成り立つ。特に、 $\alpha\in\triangle$ が虚ルートなら、 $\mathrm{g}_{\alpha}\subset \mathit{5}$ であって、
$\alpha$ は非コンパクトである。 これと $\triangle$ が $\theta$-stable であることから、 $\triangle$ は complex ノレ– ト、
及び非コンパクトな虚ノレ一トから成ることが判り、 $\mathrm{b}$ は large tyPe である。 $x\in \mathrm{b}$ と $x$ は

g-principal であることから、 $\mathrm{b}$ は $x$ を含む唯 1つの $\mathrm{g}$ の Borel 部分環であって、 $x-\neq \mathrm{b}$ は

写像
$\varphi$ : $N_{\mathit{5}}^{9^{-p}r}/I\mathrm{f}arrow B_{\mathfrak{g}}^{L}/I\mathrm{f}$

を定める。
次に、 $\mathrm{b}\in B_{\mathfrak{g}}^{L}$ に対して、 $\mathrm{b}$ の $\theta$-stable な Cartan 部分環 $\mathrm{t}$ をとる。 6は $\theta_{-\mathrm{S}\mathrm{t}}\mathrm{a}\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{e}$ より、

$R(\mathrm{b}, \mathrm{t})$ は実ノレ– トをもたない。 よって、 $\mathrm{t}$ は fundamental である。又、 $\Sigma$
。

$:=R(\mathrm{b}, \mathrm{t})i\mathbb{R}$ は

Proposition $1.5,(\mathrm{i}\mathrm{i})$ により large $\mathrm{t}\mathrm{y}\mathrm{p}\mathrm{e}_{\text{、}}$ 従って $(\mathrm{t}, \Sigma^{C})\in P^{L}\mathfrak{g}$である。 $\mathrm{b}rightarrow(\{, \Sigma^{\mathrm{c}})$ は写像

$\psi$ : $B_{\mathfrak{g}}^{L}/Karrow P_{\mathfrak{g}}^{L}/I4’$

を定める。

Proposition 1.7([AV, Proposition A7]) $N_{\mathit{5}^{-}}^{\mathfrak{g}pr}/I\mathrm{f}\text{、}B_{\mathfrak{g}}^{L\nearrow}/I\backslash \text{、}P_{\mathfrak{g}}^{L}/K$ 1こは $F_{G}$ が自然
に推移的に作用して、 $\varphi$ : $N_{s}^{\mathfrak{g}_{-p}r}/I\mathrm{t}’arrow B_{9}^{L}/K\text{、}\psi$ : $B_{\mathfrak{g}}^{L}/ICarrow P_{\mathfrak{g}}^{L}/I^{\nearrow}\mathrm{t}$ は $F_{G}$ 同変な全単射で
ある。 ..
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Proposition 17で $(\{, \Sigma\text{。})\in\dot{P}_{\mathfrak{g}}^{L}$ に対応する巾零 $I\mathrm{t}^{\nearrow}$ 軌道を $\mathcal{O}_{(,)}\{\Sigma^{c}\in N_{\mathit{5}}^{9-pr}/K$ で表す。
$Q=LU$ を $\theta_{-\mathrm{S}\mathrm{t}}\mathrm{a}\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{e}$ な Levi factor をもつ $\theta_{-\mathrm{S}\mathrm{t}}\mathrm{a}\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{e}$ な $.G$ の放物型部分環とする。 $a_{L}\subset$

$[($ , ($]$ $\cap B$ を極大可換部分空間として、

$F_{L}=\{a\in exp(\alpha_{L});Ad(a^{2})|_{\iota}=id_{(}\}$, $F_{L}^{G}=\{a\in F_{L;}Ad(a^{2})=id_{9}\}$

とおく。 このとき、 $\mathrm{q}$ と交わる $\mathrm{g}$-principal な巾零 $I\iota’$ 軌道の集合

$[N_{\mathit{5}^{-p}}^{9r}/I5\mathrm{i}]\mathrm{q}:=\{\mathcal{O}\in N\mathit{5}\mathfrak{g}-pr/\text{ん};\mathcal{O}\cap \mathrm{q}\neq\emptyset\}$

は、次のようにパラメーター付けされる。

Proposition 18 Proposition 17の全単射 $\varphi_{\backslash }\psi$ は次の全単射を引き起こす :

$[N_{\mathit{5}}^{9^{-p_{\Gamma}}}/I\{^{r}]\mathrm{q}\simeq B_{\mathrm{q}}^{L}/I1’\simeq P_{\mathrm{q}}^{L}/K$

又、 この 3つの集合には $F_{L}^{G}$ が作用して、上の全単射は $F_{L}^{G}$ 同変である。

1.3 Adams-Vogan, 山下の結果
有限生成な (店 K) 加群 $X$ に対して、 associated variety と呼ばれる $\mathrm{g}^{*}$ の閉部分 (代数)

多様体 $Ass(x)$ が定まる。詳しくは、例えば Vogan [V2] を参照されたい。 $G$ 不変な双–次
形式 $<,$ $>$ による同–視 $\mathrm{g}\simeq \mathrm{g}^{*}(x-t<X, \cdot>)$ によって $Ass(x)\subset \mathrm{g}$ とみておく。 $Ass(x)$
はん不変である。更に、$X$ が有限な組成列をもつとき、 $Ass(x)\subset N_{\mathcal{B}}$ となることが知ら
れている。 $AsS(x)^{9^{-pr}}:=AsS(x)\cap N,$

$\mathit{5}\mathfrak{g}_{-p}r$ とおく。Adams-Vogan [AV] により、以下のこ
とが知られている。

Proposition 1.9 ([AV, Proposition A9]) $\mathrm{g}$ は quasisplit と仮定する。11の標準 $(\mathrm{g},K)$

加群の data $(\mathrm{b}, T(\mathbb{R}),$ $\delta,$ $U)$ において、 $\mathrm{b}$ が large tyPe の $\theta$-stable な Borel 部分環であると
き、 $\Sigma^{c}:=R(\mathrm{b}, \{)_{i\mathbb{R}}$ とすれば $(\mathrm{t}, -\Sigma\text{。})\in P_{\mathfrak{g}}^{L}$ であって、

$Ass(X_{G(}\mathbb{R})(\mathrm{b}, \tau(\mathbb{R}),$ $\delta,$ $\nu))=\overline{\mathcal{O}}_{(}\mathrm{e}_{-},\Sigma^{c})$

が成り立つ。 ここに閉包は Zariski 閉包である。

.. Theorem 110 ( $[\mathrm{A}\mathrm{V}$ , Theorem A.10]) $\mathrm{g}$ は quasisplit と仮定する。Hを $\theta_{-\mathrm{S}\mathrm{t}}\mathrm{a}\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{e}$ かつ
$\tau$-stable な $G$ の極大トーラスとする。 $(\mathrm{q}, H(\mathbb{R}),$ $\delta,$ $\nu)(\mathrm{q}=(+\mathrm{u}, \mathfrak{h}\subset [)$ を標準 $(9^{I\mathrm{t}^{\nearrow}},)$ 加群
の data とし、対応する標準 $(\mathrm{g},K)$ 加群を $X=X_{G()}\mathbb{R}(\mathrm{q}, H(\mathbb{R}),$ $\delta,$ $\iota\ovalbox{\tt\small REJECT})$ とおく。又、

$\Sigma$ $:=R(\mathfrak{U}, \mathfrak{h})_{i\mathbb{R}}=\{\alpha\in R(\mathrm{g}, \mathfrak{h})i\mathbb{R};<\alpha, \lambda^{c}>>0\}$
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とおくとき、次が成り立つ。
(i) $\Sigma$ が large tyPe でなければ $Ass(x)^{9^{-}}pr=\emptyset$ である。
(ii) $\Sigma$ が large type であるとする。 このとき、 $(\mathfrak{h}, \Sigma)$ に属する任意の $\mathrm{g}$ の $\theta_{-\mathrm{S}\mathrm{t}}\mathrm{a}\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{e}$ な放

物型部分環 $\mathrm{q}’$ に対して

$Ass(x)^{9^{-p}}r/I^{\nearrow}1=\{\mathcal{O}(\mathrm{t},-\Sigma^{c});(\{, \Sigma\text{。})\in P_{\mathrm{q}}^{L}’\}\simeq \mathrm{p}L/(\mathrm{q}’)^{-}I\mathrm{t}\nearrow\beta^{L}(\simeq-/\mathrm{q}’)I\backslash ^{\nearrow}$

が成り立つ。ここに $(\mathrm{q}’)^{-}$ は $-R(\mathrm{q}’, \mathfrak{h})$ に対応する放物小部分環である。特に、$AsS(x)^{9^{-pr}}/K$

は $(\mathfrak{h}, \Sigma)$ にのみ依存する。

Remark 1.11 (i) Proposition 18より Theorem 1.10の仮定のもとに

(1.3) $A_{SS}(x)^{\mathfrak{g}_{-}}pr/K=[N_{s}^{\mathfrak{g}_{-}r}\dot{p}/Ic]\mathrm{q}^{-}$

が成り立つ。更に Proposition 14より、 $\Sigma$ が large tyPe でないとき、 $\Sigma$ は、 いかなる
$B\in\beta_{\mathfrak{g}}^{L}/I\mathrm{t}$’に関しても special とはならない。Remark $1.4,(\mathrm{i}\mathrm{i})$ より $(\mathfrak{h}, \Sigma)$ に属する $\theta_{-\mathrm{S}\mathrm{t}}a\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{e}$

な放物型部分環 $\mathrm{q}$ は、 いかなる $B\in B_{\mathfrak{g}}^{L}/I\mathrm{t}r$ に関しても special とはならない。従って、
$B_{\mathrm{q}}^{L}=\emptyset$ である。 これより $B_{\mathrm{q}-}^{L}=\emptyset$ であり、 Proposition 18から [$N_{\mathit{5}}^{\mathfrak{g}_{-}pr}/I\backslash |_{\mathrm{q}-}\nearrow=\emptyset$ が従
う。 よって (1.3) は $\Sigma$ が large type でないときも成り立つ。

(ii) 標準 $(\mathrm{g},K)$ 加群

$X=X_{G()}\mathbb{R}(\mathrm{q}, H(\mathbb{R}),$ $\delta,$
$\nu)=(\mathcal{R}_{\mathrm{q}}^{\mathfrak{g}})^{\mathrm{d}\mathrm{i}}\mathrm{m}(\mathrm{u}\cap \mathrm{f})(Ind_{P_{L}}^{L}(\mathbb{R})((\mathbb{R})\otimes\delta\nu))$

において、 $Y=Ind_{P_{L}(\mathbb{R}}()\delta L(\mathbb{R})\otimes\nu)$ とおくと、 $Y$ は $L(\mathbb{R})$ に対する data $([, H(\mathbb{R}), \delta, \nu)$ に対す

る標準 ( $[,L\cap$ ん) 加群である。Theorem 1.10より $Ass(Y)=\lambda\prime \mathrm{I}\mathrm{n}g$ となり $F_{L}$ は $Ass(Y)$

に作用する。 $\Sigma=R(\mathrm{u}, \mathfrak{y})i\mathbb{R}$ が large tyPe なら $F_{L}$ の部分群 $F_{L}^{G}$ が $Ass(X)^{\mathfrak{g}-pr}/I\zeta$ に作用
できる。一般に、 $Ass(x)$ に作用できる最大の $F_{L}$ の部分群は何か、又、$Ass(x)$ の generic
な $K$ 軌道の集合への、その部分群の作用は推移的か、等の問題がある。

方、 $G(\mathbb{R})$ が連結かつ半単純で、 コンパクト Cartan 部分群 $T(\mathbb{R})$ をもっとき、 $T(\mathbb{R})$

を含む標準 $(\mathrm{g},I\mathrm{t}’)$ 加群の data は $(\mathrm{b}, T(\mathbb{R}),$ $\delta)$ となる。 ここに、 $\nu$ は現れず、 $\mathrm{b}=\mathrm{t}+\mathrm{u}$ は
$\theta$-stable な Borel 部分環である。対応する標準 ( $\mathrm{g},I\mathrm{t}^{\nearrow)}$ 加群

$X=x_{G()}\mathbb{R}(\mathrm{b}, \tau(\mathbb{R}),$
$\mathit{5})=(\mathcal{R}_{\mathrm{b}}^{9})^{\mathrm{d}\mathrm{i}}\mathrm{m}(\mathrm{u}\cap \mathfrak{p}_{)})(\delta$

は discrete series (の $(\mathrm{g},K)$ 加群) である。又、 $\lambda^{G}=d\delta+\rho u$ は regular で

$R(\mathrm{b}, \mathrm{t})=\{\alpha\in R(9, \mathrm{t});<\alpha, \lambda G>>0\}$
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である。 $\mathrm{u}^{-}$ を $\mathrm{b}^{-}$ の nilpotent radical とするとき、 山下氏により、次のことが知られて
いる。

Theorem 1.12 $(\mathrm{Y}\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{a}[\mathrm{Y},\mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m}3.1])$ 上の仮定のもとに $Ass(x)=I\mathrm{t}^{\nearrow}\cdot(\mathrm{u}^{-}\mathrm{n}\epsilon)$

が成り立つ。 これは $\iota\iota^{-\cap \mathcal{B}}$ と open dense に交わる唯 1つの N。のん軌道の閉包に–致
する。

2 巾零軌道の誘導

2.1 $\theta$-stable な放物型部分環による誘導
$Q=LU$ を $\theta$-stable な Levi factor $L$ をもつ\theta -stable な $G$ の放物型部分群とし、 $\mathrm{q}=(+1l$

をその Lie 環とする。

$I\iota_{L}^{\nearrow}$ $:=L\cap K,$ $\ovalbox{\tt\small REJECT}_{L}=(\cap ff$

とおく。

Definition 2.1 $\mathcal{O}\in N_{z_{L}}/\mathrm{A}_{L}’$ に対して $(\mathcal{O}+\mathrm{u}\cap g)\cap\tilde{\mathcal{O}}$ が $\mathcal{O}+\mathfrak{U}\cap \mathit{5}$ で open dense
となる $\tilde{\mathcal{O}}\in N_{\mathit{5}}/K$ が唯 1つ存在する。 これを $\tilde{\mathcal{O}}=Ind^{\theta}(((, \mathrm{q})\uparrow \mathrm{g})(\mathcal{O})$ と表す。

Remark 22 (i) $G(\mathbb{R})$ 自身が簡約連結複素代数群、 $Q(\mathbb{R})=L(\mathbb{R})U(\mathbb{R})$ が複素放物型
部分群であるとき、次の同–視ができる :

$G=G(\mathbb{R})\cross G(\mathbb{R}),$ $\theta(g_{1},g_{2})=(g2,g_{1})(g_{1},g_{2}\in G(\mathbb{R}))$

$I\mathrm{t}’=\{(g,g);g\in G(\mathbb{R})\}\simeq G(\mathbb{R})$, $\mathit{5}=\{(X, -X);x\in \mathrm{g}(\mathbb{R})\}\simeq \mathrm{g}(\mathbb{R})$

$N_{\mathfrak{g}(\mathbb{R})}/G(\mathbb{R})$

$\simeq\alpha$

$N_{\mathit{5}}/I\mathrm{f}$

$.\mathrm{L}\mathrm{u}\mathrm{S}\mathrm{z}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{g}$, Spaltenstein [LS1により、 巾零軌道の誘導

$Ind_{(^{((\mathbb{R})}}^{\mathfrak{g}(}\mathbb{R}),\mathrm{q}(\mathbb{R}))$ : $N\text{【}(\mathbb{R})/L(\mathbb{R})arrow N_{\mathfrak{g}(\mathbb{R})}/G(\mathbb{R})$

が定義されているが、同–視 $\alpha$ を通じて $Ind_{((\mathbb{R}}^{9}\iota(\mathbb{R})),\mathrm{q}(\mathbb{R}))$ は $Ind^{\theta}(((, \mathrm{q})\uparrow \mathrm{g})$ に–致すること
が判る。従って ‘ Definition 21の誘導は Lusztig, Spaltenstein の誘導の–般化になって
いる。
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(ii) (i) の $Ind_{((_{(),(}}^{\mathfrak{g}(\mathbb{R}}\mathbb{R}\mathrm{q}$

)
$\mathbb{R}$))

1ま $\mathrm{q}(\mathbb{R})$ には依存せず、 ( $(\mathbb{R})$ だけで決ることが知られている
$([\mathrm{L}\mathrm{S}])$ 。しかし、Definition 21の誘導 $Ind^{\theta}(((, \mathrm{q})\uparrow \mathrm{g})$ は $\mathrm{q}$ のとり方 $\iotaarrow.\sqrt\pi$

.
存する。

Remark 2.3 Theorem 1.10は、誘導の言葉を用いて、次のように述べることができる:

$Ass((\mathcal{R}^{9})^{\dim}\mathfrak{h}(\mathrm{u}\cap \mathrm{f})(\delta))=\overline{Ind^{\theta}((\mathrm{t},\mathrm{b}-)\uparrow \mathrm{g})((0)_{k})6}$

ここに、 (0) . は
$\mathrm{t}_{s}=\{0\}$ の $0$ だけから成る T=Tc=T\cap K-軌道である。

. さて、一般に $(\mathrm{g},K)$ 加判 $X$ の associated variety は $X$ が既約であっても、既約になる
とは限らない。そこで、 巾零軌道の誘導も軌道の集合に軌道の集合を対応させるものであ
るべきだと考えられる。そこで本稿では、 巾零軌道の誘導を次のように定義しておく。

Definition 2.4 $N_{z_{L}}/I\iota_{L}^{\nearrow}$ の部分集合 $S\in 2^{\lambda^{r}}$」$’/LLK$ に対して $\{Ind^{\theta}(((, \mathrm{q})\uparrow \mathrm{g})(c);^{c}\in$

$S\}$ の中で、 closure relation に関して極大なものの全体を $Ind^{\theta}(([, \mathrm{q})\uparrow \mathrm{g})(S)$ と表す。 こ

れにより、対応

$Ind^{\theta}(((, \mathrm{q})\uparrow \mathrm{g}):2^{N_{\lrcorner}/L}tLKarrow 2^{N_{\underline{r}}/K}’$

が定まる。

Proposition 2.5 $Q=LU$ を $\theta$-stable な Levi factor $L$ をもつ\theta -stable な $G$ の放物型
部分群とする。 このとき、 $Ind^{\theta}(((, \mathrm{q})\uparrow \mathrm{g})(N_{S_{L}}^{(-pr}/I\zeta_{L})$ に含まれる $\mathrm{g}$-principal な If 軌道
の集合 $[Ind^{\theta}(((, \mathrm{q})\uparrow \mathrm{g})(N_{s_{L}^{-}}^{\mathfrak{l}pr}/I\iota_{L}^{\nearrow})]^{9^{-p}}r$ は $[\lambda^{r_{\mathit{5}}^{\mathfrak{g}_{-}p}}r/K]_{\mathrm{q}}$ に–致する :

$[Ind^{\theta}((\iota, \mathrm{q})\uparrow \mathrm{g})(N_{g_{L}}^{1_{-pr}r}/I’\dot{1}L)]^{\mathfrak{g}}-p=[\lambda_{\mathit{5}}^{\Gamma^{\mathfrak{g}r}}-p/I\mathrm{f}]_{\mathrm{q}}$

Proof 誘導の定義より、明かに

$[Ind^{\theta}(((, \mathrm{q})\uparrow \mathrm{g})(N_{\mathit{5}}^{l-p_{\Gamma}}L/I\mathrm{t}_{L}’)]^{9-p}r\subset[N_{\mathit{5}}^{\mathfrak{g}_{-p}r}/IC]_{\mathrm{q}}$

である。
$\mathcal{O}\in[N_{\mathit{5}}^{\mathfrak{g}-p}r/K]_{\mathrm{q}}$ とし $x\in \mathrm{q}\cap \mathcal{O}$ とする。 $x$ を含む normal $\mathrm{S}$-triple $(h, x, y)(h\in\beta, X, y\in \mathcal{B})$

$(\mathrm{c}.\mathrm{f}.,[\mathrm{I}\{\mathrm{R}])$ 及び、 $x$ を含む Borel 部分環 $\mathrm{b}\subset \mathrm{q}$ をとる。 –方、 $x,$
$h\in \mathrm{b}’$ となる $\mathrm{g}$ の Borel

部分環 $\mathrm{b}’$ も存在するが、 $x$ 力<g-principal であることから $x$ を含む Borel 部分環は唯 1つ
である。従って ..

$x,$ $h\in \mathrm{b}\subset \mathrm{q}$ .
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$h$ は $\mathrm{g}$ で regular かつ $h\in \mathrm{e}$ であるから $\mathrm{t}:\Rightarrow 3\mathfrak{g}(h)\subset \mathrm{b}$ は $\mathrm{g}$ の fundamental な Cartan 部
分環である。 $\mathrm{t}’$ を【の fundamental な Cartan 部分環とする。旧ま $\theta_{-\mathrm{S}\mathrm{t}}\mathrm{a}\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{e}$ より $R(\iota\iota, \mathrm{t}’)$ は
実ルートをもたず、又 $\mathrm{t}’$ は【で fundamental であることから $R$((, {’) も実ルートをもたない。
よって $R(\mathrm{g}, \{^{J})$ は実ノレ- トをもたず、 $\mathrm{t}’$ は $\mathrm{g}$ でも fundamental である。 $\mathrm{t}_{c}=\mathrm{t}\mathrm{n}\mathrm{f},$ $\mathrm{t}_{\text{。}^{}\prime}=\mathrm{t}’\cap \mathrm{t}$

は共に $\mathrm{q}\cap\not\in$ の Cartan 部分環であるから $\mathrm{t}’$

。
$–k\cdot \mathrm{t}_{\mathrm{c}}$ となる $k\in Q\cap K$ が存在する。

( $\supset \mathrm{t}’=_{\delta_{9}}(\mathrm{t}^{J}C)=_{\delta}\mathfrak{g}(k\cdot \mathrm{t})C39(=k\cdot\{_{C})=k\cdot \mathrm{t}=\partial 9(k\cdot h)$ より $x$ の代わりに $k\cdot x\in \mathrm{q}\cap \mathcal{O}$ を
考えることにより $\mathrm{t}\subseteq$ (と仮定してよい。

$\triangle$ を $R(\mathrm{b}, \mathrm{t})$ の base とし、

$\triangle\iota:=\triangle\cap R(\mathrm{r}, \mathrm{t})$ , $\triangle_{\mathrm{u}:=}\triangle\cap R(\mathrm{u},\mathrm{t})$

とおく。 $[h, x]=2x$ より $x$ はノレ– トベクトル $X_{\alpha}\in \mathrm{g}_{\alpha}\backslash \{0\}(\alpha\in\triangle)$ を用いて $x= \sum_{\alpha\in\Delta\alpha}X$

と書ける。
$x_{\iota}:= \sum_{\alpha}\in\triangle x_{\alpha}l\in[,$ $x_{\mathrm{u}}:= \sum_{\beta}\in\triangle_{\mathrm{u}}X\beta\in \mathrm{u}$

とおけば $x=x_{\mathrm{l}}+x_{\mathrm{u}}$ である。 (、及び $\mathrm{u}$ が\theta -stable であることと、 $\theta(x)=-X$ であること
から、 $x\text{【}\in s_{L},$ $x_{\mathrm{u}}\in \mathrm{u}\cap s$ を得る。明かに $x\in N_{\mathit{5}_{L}}^{1-p}r$ であり、 また $\mathcal{O}$ は $\mathrm{g}$-principal であ
るから $\mathcal{O}\cap(I1_{L}^{\Gamma}\cdot x_{\text{【}}+\mathrm{u}\cap s)(\ni x)$ は $\mathrm{A}_{L}^{\nearrow}\cdot X\text{【}+\iota\iota\bigcap_{\mathit{5}}$ で open dense である。従って、

$\mathcal{O}=K\cdot x\in Ind^{\theta}(((, \mathrm{q})\uparrow \mathrm{g})(\{I\mathrm{t}_{L}^{\nearrow\cdot\})}x\{\subset Ind^{\theta}(((, \mathrm{q})\uparrow \mathrm{g})(N_{\mathit{5}_{L}^{-}}^{\mathrm{I}pr}/I\iota_{L})\nearrow$

$\mathrm{q}.\mathrm{e}.\mathrm{d}$

Remark 26 $G$ は quasisplit とし、 $Q=LU$ は Proposition 25の通りとする。
(i) $N_{\mathit{5}_{L}^{-}}^{\iota r}p/I\mathrm{s};L$ には $F_{L}$ が推移的に作用しているにも拘らず、 $Ind^{\theta}(([, \mathrm{q})\uparrow \mathrm{g})(\mathcal{O})$ は $\mathcal{O}\in$

$N_{\mathit{5}_{L}}^{\iota-}pr/I’\mathrm{t}_{L}$ のとり方により、 $\mathrm{g}$-principal になったり、ならなかったりすることがあり得る。
(ii) $[Ind^{\theta}(((, \mathrm{q})\uparrow \mathrm{g})(N_{\mathit{5}_{L}}^{1_{-p}\nearrow}r/I\mathrm{t}_{L})]\mathfrak{g}-pr\neq\emptyset$ のとき、 $\tilde{\mathcal{O}}=Ind^{\theta}((1, \mathrm{q})\uparrow \mathrm{g})(\mathcal{O})$ が g-principal
にならない $\mathcal{O}\in N_{\mathit{5}}^{(-pr}/LI\mathrm{f}L$ に対して、 $\tilde{\mathcal{O}}’=Ind^{\theta}(((, \mathrm{q})\uparrow \mathrm{g})(\mathcal{O}’)$ が g-principal となる
$\mathcal{O}’\in N_{z_{L}}^{1-pr}/I\{\mathrm{i}_{L}$ が存在して $\tilde{\mathcal{O}}\subset-\tilde{\mathcal{O}}’$ となるか ? 換言すれば、

$[Ind^{\theta}(((, \mathrm{q})\uparrow \mathrm{g})(N^{\mathfrak{l}_{-pr}}ff/L<IL)]^{\mathfrak{g}}-pr=Ind^{\theta}(((, \mathrm{q})\uparrow \mathrm{g})(N_{\mathit{5}^{-p}}^{\iota_{L}r}/I\{_{L})’$

が成立するか、否かは現在の筆者には判らない。

2.2 実放物型部分環による誘導

$P=MN$ を $\mathcal{T}$-stable な Levi factor $M_{\text{、}}$ unipotent radical $N$ をもつ $\mathcal{T}$-stable な $G$ の放
物型部分群とし、 $\mathfrak{p}=\mathfrak{m}+\mathfrak{n}$ をその Lie 環とする。
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Definition 2.7 $\mathcal{O}\in N_{\mathrm{m}(\mathbb{R})}/M(\mathbb{R})$ に対して、 $\{C\in N_{\mathfrak{g}()}\mathbb{R}/G(\mathbb{R});(\mathcal{O}+\mathfrak{n}(\mathbb{R}))\cap c\neq\emptyset\}$

の中で closure relation に関して極大である $G(\mathbb{R})$ 軌道の集合を $Ind^{\mathbb{R}}((\mathfrak{m}, \mathfrak{p})\uparrow \mathrm{g})(\mathcal{O})$ と

表す。

Remark 28 $G(\mathbb{R})$ 自身が簡約連結複素代数群、 $P(\mathbb{R})=M(\mathbb{R})N(\mathbb{R})$ が複素放物型部
分群であるとき、次の同–視ができる :

$G=G(\mathbb{R})\cross G(\mathbb{R})$ , $\mathcal{T}(g_{1},g_{2})=(g_{2}-,g-1),$ $(g1,g_{2}\in G(\mathbb{R}))$

$G(\mathbb{R})\simeq\{(\mathit{9},\overline{g});g\in G(\mathbb{R})\}(g\vdash\Rightarrow(_{\mathit{9}},\overline{g}))$ , $\mathrm{g}(\mathbb{R})\simeq\{(x,\overline{X});x\in 9(\mathbb{R})\}(X\vdasharrow(X,\overline{X}))$

ここに、 $g\vdash+\overline{g}$ は $G(\mathbb{R})$ のコンパクト実型に対応する複素*\nearrow役である。 $\mathfrak{p}=\mathfrak{m}+\mathfrak{n}\subset$

$\mathrm{g}(\mathbb{R})\oplus\emptyset(\mathbb{R})=\mathrm{g}$ を $\mathfrak{p}(\mathbb{R})$ の複素化とする。 $\mathcal{O}\in N_{\mathrm{m}(\mathbb{R})}/M(\mathbb{R})_{\text{、}}\tilde{\mathcal{O}}\in N_{\mathfrak{g}(\mathbb{R})}/G(\mathbb{R})$ に対して、
$\mathcal{O}+\mathfrak{n}(\mathbb{R})$ は $N_{9(\mathbb{R})}$ の既約な部分代数多様体であるから、 $\tilde{\mathcal{O}}$ が $\{C\in N_{\mathfrak{g}(\mathbb{R})}/G(\mathbb{R});(\mathcal{O}+\mathfrak{n}(\mathbb{R}))\cap$

$C\neq\emptyset\}$ の中で、 closure relation に関して極大であるための必要十分条件は $(\mathcal{O}+\mathfrak{n}(\mathbb{R}))\cap\tilde{\mathcal{O}}$

が $\mathcal{O}+\mathfrak{n}(\mathbb{R})$ で open dense になることである。 これより、

$Ind_{(\mathrm{m}(^{)}}^{\mathfrak{g}(}:\mathbb{R}\mathbb{R}),\mathfrak{p}(\mathbb{R}))\mathrm{m}N(\mathbb{R})/m(\mathbb{R})arrow N_{\mathfrak{g}(\mathbb{R})}/G(\mathbb{R})$

を Lusztig, Spaltenstein の誘導とするとき、

$Ind^{\mathbb{R}}((\mathfrak{m}, \mathfrak{p})\uparrow \mathrm{g})(\mathcal{O})=\{Ind_{(()}^{9}()(\mathrm{m}^{\mathbb{R}}\mathbb{R},\mathfrak{p}(\mathbb{R}))\mathcal{O})\}$

を得る。従って、 $Ind_{(}^{\mathfrak{g}(}\mathrm{t}\mathfrak{n}(\mathbb{R})\mathbb{R}),\mathfrak{p}(\mathbb{R}))$ も Lusztig, Spaltenstein の誘導の–般化になっていると考
えられる。

以下、 $M$ は $\theta$-stable であると仮定する。 $\mathfrak{p}(\mathbb{R})=\mathfrak{m}(\mathbb{R})+\mathfrak{n}(\mathbb{R})$ は $\mathrm{g}(\mathbb{R})$ の実放物型部分
環であるから、 $\mathrm{g}(\mathbb{R})$ の極小放物型部分環を含む。 これより、 $s\cap[\mathrm{g}, \mathrm{g}]$ の極大可換部分空間
$a$ で $\alpha\subset \mathfrak{m}$ となるものが存在する。 11のように

.

$F_{G}=\{a\in exp(\alpha);Ad(a^{2})=id\}$

とおくとき、次が成り立つ。

Remark 2.9 (i) $F_{G}\subset N_{M}(\mathfrak{m}(\mathbb{R}))\text{、}F_{G}\subset N_{G}(\mathrm{g}(\mathbb{R}))$

(ii) $Ad(N_{G}(9(\mathbb{R})))=Ad(F_{G}G(\mathbb{R}))=Ad(G(\mathbb{R})FG)$
’

. (iii) $\mathcal{O}\in N_{\mathrm{m}(\mathbb{R})}/M(\mathbb{R})$ に対して、 $F_{G}(\mathcal{O}):=\{a\in F_{G;}a\cdot \mathcal{O}=\mathcal{O}\}$ とおく。 このとき、
$\tilde{\mathcal{O}}\in N_{\mathfrak{g}(\mathbb{R})}/G(\mathbb{R})$ に対して、

$(\mathcal{O}+\mathfrak{n}(\mathbb{R}))\cap\tilde{\mathcal{O}}\neq\emptyset\Leftrightarrow(\mathcal{O}+\mathfrak{n}(\mathbb{R}))\mathrm{n}(a\cdot\tilde{\mathcal{O}})\neq\emptyset$
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であることから、 $G(\mathbb{R})$ 軌道の集合 $Ind^{\mathbb{R}}((\mathfrak{m}, \mathfrak{p})\uparrow \mathrm{g})(\mathcal{O})$ は $F_{G}(\mathcal{O})$-stable である。

軌道の集合 $S\in 2^{N_{\mathfrak{m}(}}\mathrm{J}\mathrm{R}$) $/M(\mathbb{R})$ に対して $N_{\mathfrak{g}(\mathbb{R})}$ の $G(\mathbb{R})$ 軌道の集合 $\bigcup_{\mathcal{O}\in}sInd^{\mathbb{R}}((\mathfrak{m}, \mathfrak{p})\uparrow \mathrm{g})(\mathcal{O})\vee$

の中で、closure relation に関して極大であるものの全体を $Ind^{\mathbb{R}}((\mathfrak{m}, \mathfrak{p})\uparrow \mathrm{g})(S)$ と表す。
れは写像

$Ind^{\mathbb{R}}((\mathfrak{m}, \mathfrak{p})\uparrow \mathrm{g})$ : $2^{\lambda_{\mathrm{m}}}(\mathrm{J}\mathrm{R})’/M(\mathbb{R})arrow 2^{\lambda_{\emptyset}^{\Gamma}()}\mathbb{R}/G(\mathbb{R})$

を定める。更に、関口 [S] により、 自然な全単射

$S_{G}$ : $N_{\mathcal{B}}/Karrow^{\sim}N_{9()}\mathbb{R}/G(\mathbb{R})$

が存在する。これを関口対応と呼ぶ (3.1参照)。 $S_{G}$ が $F_{G}$ 同変であることは容易に判る。
$S_{G}$ を通じて誘導 $Ind^{\mathbb{R}}((\mathfrak{m}, \mathfrak{p})\uparrow \mathrm{g})$ を写像

$Ind^{\mathbb{R}}((\mathfrak{m}, \mathfrak{p})\uparrow \mathrm{g}):2^{\lambda/}\Gamma_{t,\lrcorner M}I\backslash _{M}’arrow 2^{N_{A}/K}$
’

とみてお \langle 。 ここにんM $:=M\cap K$ , $\mathrm{B}_{M}=\mathfrak{m}\cap \mathit{5}$ である。

Proposition 2.10 $H$ を $\tau$-stable かつ $\theta$-stable な $G$ の極大トーラスとし、 $P=HN$
は $H$ を Levi factor に、 $N$ を unipotent radical にもつ $\tau$-stable な $G$ の Borel 部分群とす
る (従って $G$ は quasisplit )。このとき、

$Ind^{\mathbb{R}}((\mathfrak{h}, \mathfrak{p})\uparrow \mathrm{g})(\{(0)_{\mathfrak{h}_{\mathrm{e}}}.\})=N_{\mathit{5}}^{\mathfrak{g}_{-pr}}/K$

が成り立つ。

Proof. $\triangle$ を $R(\mathfrak{p}, \mathfrak{h})$ の base とし $\triangle_{\mathbb{R}},$ $\triangle_{c}$ をそれぞれ $\triangle$ の実)– ト、 complex ノレ– ト
の集合とする :

$\triangle_{\mathbb{R}}$ $:=\{\alpha\in\triangle;\mathcal{T}(\alpha)=\alpha\},$ $\triangle=\{c\alpha\in\triangle;\tau(\alpha)\neq\alpha\}$ .

(ここに $\tau(\alpha)(h):=\overline{\alpha(\tau(h))}(h\in \mathfrak{h})$ であって、 $\tau(\alpha)=-\theta(\alpha)(\alpha\in R(\mathrm{g},$ $\mathfrak{h}))$ である。 )
$R(\mathfrak{p}, \mathfrak{h})$ は $\tau$-stable より $\triangle$ は虚ノレ一トをもたず、 $\triangle$ –\triangle R\cup \triangle 。である。 ノレ– トベクトル
$X_{\alpha}\in$ 鮎 $\backslash \{0\}(\alpha\in\triangle)$ を $\alpha\in\triangle_{\mathbb{R}}$ に対しては $\tau(X_{\alpha})=X_{\alpha}$ が、又 $\alpha\in\triangle_{C}$ に対しては
$\tau(X_{\alpha})=x_{\mathcal{T}}(\alpha)$ が成り立つようにとり、 $x=\Sigma_{\alpha\in\Delta\alpha}X$ とおく。 $x\in \mathfrak{n}(\mathbb{R})=(0)\mathfrak{y}(\mathbb{R})+\mathfrak{n}(\mathbb{R})$

であり、 また明かに $x$ は $\mathrm{g}$-principal であるから、実 Lie 環での誘導で

$G(\mathbb{R})\cdot x\in Ind^{\mathbb{R}}((\mathfrak{h}, \mathfrak{p})\uparrow \mathrm{g})(\{(0)\mathfrak{h}(\mathbb{R})\})$
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である。 $F_{G}=F_{G}((0)_{\mathfrak{h}}(\mathbb{R}))$ は Remark 29により $Ind^{\mathbb{R}}((\mathfrak{h}, \mathfrak{p})\uparrow \mathrm{g})(\{(0)_{\mathfrak{h}}(\mathbb{R})\})$ に作用する。

また、 $F_{G}$ は $N_{\mathfrak{g}(\mathbb{R})}^{\mathfrak{g}_{-}r}p/G(\mathbb{R})$ に推移的に作用するから

$N_{\mathfrak{g}()}^{9}-pr/\mathbb{R}(G\mathbb{R})\subset Ind\mathbb{R}((\mathfrak{h}, \mathfrak{p})\uparrow \mathrm{g})(\{(0)_{\mathfrak{h}}(\mathbb{R})\})$

である。 $N_{\mathfrak{g}}^{\mathfrak{g}_{-}r}p,$ $N_{\emptyset}$ は $\mathbb{R}$ 上定義されていること、 $N_{9^{-}}^{\mathfrak{g}pr}$ は $N_{9}$ で open dense であること、
及び $N_{\mathfrak{g}(\mathbb{R})}^{9^{-}r}p=N_{\mathfrak{g}}^{\mathfrak{g}pr}-\cap \mathrm{g}(\mathbb{R})\neq\emptyset$ であることより $\mathcal{N}_{9(\mathbb{R})}^{9^{-}r}p$ も $N_{\mathfrak{g}(\mathbb{R})}=N_{\mathfrak{g}}\cap \mathrm{g}(\mathbb{R})$ で open
dense である。従って

$N_{9}^{\mathfrak{g}-p}r/(\mathbb{R})(G\mathbb{R})=Ind^{\mathbb{R}}((\mathfrak{h}, \mathfrak{p})\uparrow \mathrm{g})(\{(0)\mathfrak{h}(\mathbb{R})\})$

関口対応を通じて

$Ind^{\mathbb{R}}((\mathfrak{h}, \mathfrak{p})\uparrow \mathrm{g})(\{(0)_{\mathfrak{h}\vee}\mathrm{C}\})=N_{\mathit{5}}^{\mathfrak{g}_{-}pr}/I\mathrm{f}$

$\mathrm{q}.\mathrm{e}.\mathrm{d}$

Theorem 1.10 $\text{、}$ Remark 1.11, $(\mathrm{i})_{\backslash }$ Proposition 2.5及び Proposition 2.10により、次を
得る。

Theorem 2.11 $(\mathrm{q}, H(\mathbb{R}),$ $\delta,$ $\mathcal{U})(\mathrm{q}=(+\mathrm{u})$ 及び $P_{L}=HN_{L}$ は 1.1の data とし

$X=X_{G(\mathbb{R})}(\mathrm{q}, H(\mathbb{R}),$ $\delta,$
$U)=(\mathcal{R}_{\mathrm{q}}^{9})^{\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{n}1}(\mathrm{u}\cap \mathrm{t})(Ind_{P_{L}(}^{L}(\mathbb{R})(\mathbb{R}))\delta\otimes\nu)$

を対応する標準 $(\mathrm{g},I\iota’)$ 加群とする。 このとき、 $Ass(x)$ の $\mathrm{g}$-principal な $K$ 軌道の集合
$Ass(x)^{9^{-pr}}/I\mathrm{t}’$ は次のように記述される。

$Ass(x)^{9r}-p/K=[Ind^{\theta}(((, \mathrm{q}^{-})\uparrow \mathrm{g})\mathrm{o}Ind^{\mathbb{R}}((\mathfrak{h}, \mathfrak{p}_{L})\uparrow()(\{(0)\mathfrak{h}\epsilon\})]^{\mathfrak{g}_{-}pr}$

3 Large tyPe の Borel 部分環の構成
この節では $H\tau$-stable かつ $\theta$-stable な $G$ の極大トーラス、 $\Sigma$ は $R(\mathrm{g}, \mathfrak{h})_{i\mathbb{R}}$ の正系、

$\mathrm{q}=(+\iota\iota(\mathfrak{h}\subset$ $()$ は対 $(\mathfrak{h}, \Sigma)$ に属する $\theta$-stable な放物型部分環とする。 1.1のように $\mathrm{q}$ を
含む標準 $(\mathrm{g},I\backslash ^{\nearrow})$ 加群の data $(\mathrm{q}, H(\mathbb{R}),$

$\delta$, \nu ) 、及び $L=exp(()$ の $\tau$-stable な Borel 部分群
$P_{L}=HN_{L}$ をとるとき、第 1節、第 2節の結果より

$(3.1)AsS(XG(\mathbb{R})(\mathrm{q}, H(\mathbb{R}),$ $\delta,$ $U))^{9^{-}pr}/Ic=[Ind\theta(((, \mathrm{q}^{-})\uparrow \mathrm{g})\mathrm{o}Ind^{\mathbb{R}}((\mathfrak{h}, \mathfrak{p}_{L})\uparrow()(\{(\mathrm{o})\mathfrak{h}\epsilon.\})]^{\mathfrak{g}_{-}pr}$
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$=[Ind^{\theta}(((, \mathrm{q}^{-})\uparrow \mathrm{g})(N_{\mathit{5}_{L}^{-pr}}^{l}/I\mathrm{t}L\nearrow)]^{\mathfrak{g}-pr}=[N_{\mathit{5}}^{9-p}r/K]_{\mathrm{q}^{-}}\simeq B_{\mathrm{q}^{-//K}}^{L}K\simeq^{\mathrm{p}_{\mathrm{q}^{-}}}L$

となるのであった。 ここでは $\Sigma$ が large tyPe のとき、 $N_{\mathit{5}_{L}^{-}}^{\iota r}p/IcL$ の元の適当な choice に
対して $B_{\mathrm{q}}^{L}$ の元が、 この $I\iota_{L}^{\nearrow}$ 軌道をもとに構成され、 これが対応

$[Ind^{\theta}(((, \mathrm{q})\uparrow \mathrm{g})(N_{B_{L}^{-}}^{(}pr/I\mathrm{t}_{L}’)]9-pr\simeq B_{\mathrm{q}}^{L}/I_{\mathrm{t}}^{\nearrow}$

を与えること、及び、 これに関連して得られる結果について解説する。
先ず、関口対応について復習しておく ( $[\mathrm{S}],[\mathrm{O}]$ を参照)。

Theorem 3.1(Sekiguchi [S]) $\mathcal{O}_{\theta}\in\Lambda_{\mathit{5}}’/K$ に対して、次の条件を満たす $\mathrm{g}$ の S-triple
$(h, x, y)$ をとることができる :

(3.2.a) $h\in k,$ $x,$ $y\in \mathit{5}$

$(3.2.\mathrm{b})\tau(h)=-h,$ $\tau(x)=y$

$(3.2_{\mathrm{C}}.)x\in \mathcal{O}_{\theta}$

$((3.2.\mathrm{a},\mathrm{b})$ を満たす S-triple を strictly normal S-triple という。)
$(h, x, y)$ に対して、 .

$h_{\mathbb{R}}=i(x-y),$ $x\mathbb{R}=(x+y+ih)/2,$ $y_{\mathbb{R}}=(x+y-ih)/2$

とおくと $(h_{\mathbb{R}}, x_{\mathbb{R}}, y_{\mathbb{R}})$ は $\mathrm{g}(\mathbb{R})$ の S-triple であって、

$\theta(h_{\mathbb{R}})=-h_{\mathbb{R}},$ $\theta(x\mathbb{R})=-y\mathbb{R}$

を満たす。 $\mathcal{O}_{\mathbb{R}}:=G(\mathbb{R})\cdot x\mathbb{R}\in N_{\mathfrak{g}(\mathbb{R})}/G(\mathbb{R})$ とおけば対応 $\mathcal{O}_{\theta}rightarrow \mathcal{O}_{\mathbb{R}}$ が $(h, x, y)$ のとり方
によらず定義されて、全単射

$S_{G}$ : $N_{\mathit{5}}/I\mathrm{t}’arrow^{\sim}N_{9()}\mathbb{R}/G(\mathbb{R})$

を定める。 この全単射を関口対応という。

さて、 $P_{L}=HN_{L}$ を $L$ の $\tau$-stable な Borel 部分群とする。 $\mathrm{b}:=\mathfrak{p}_{L}+\mathrm{u}$ は $\mathrm{g}$ の Borel 部
分環となる。 $[(, \iota]\cap \mathfrak{h}s$ は [【, (] 寡 5の極大可換部分空間より $L$ に付随した有限群 $F_{L}$ として

$F_{L}=\{a\in exp([\text{【}, (]\cap \mathfrak{y}_{S});Ad(a^{2})|_{(}=id\text{【}\}$

をとる。 [S] により $\mathrm{t}(\mathbb{R})$ の S-triple $(h_{\mathbb{R}}^{0}, x_{\mathbb{R}}^{00}, y_{\mathbb{R}})$ を次の条件を満たすようにとることがで
きる。
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$($ 3.3. $a)h_{\mathbb{R}}^{0}\in \mathfrak{h}$

$(3.3.\mathrm{b})\theta(h_{\mathbb{R}}0)=-h_{\mathbb{R}}^{0}$ , $\theta(_{X_{\mathbb{R}}^{0}})=-y_{\mathbb{R}}0$

$(3.3.\mathrm{c})x_{\mathbb{R}}^{0}\in \mathfrak{n}_{L}(\mathbb{R})\cap N_{\iota_{(}\mathbb{R}}(_{-}pr)$

Proposition 1.7 と関口対応 $S_{L}$ が $F_{L}$ 同変であることから、 $C:=F_{L}\cdot x_{\mathbb{R}}^{0}\subset \mathfrak{n}_{L}(\mathbb{R})$ は

$N_{\mathrm{l}(}^{\mathrm{l}-p}\mathbb{R})r/L(\mathbb{R})$ の代表系を含む。 $a\in F_{L}$ を 1つとり

$(h_{\mathbb{R}}, x_{\mathbb{R}}, y\mathbb{R})=(a\cdot h_{\mathbb{R}}^{0}, a\cdot x_{\mathbb{R}}^{00}, a\cdot y\mathbb{R})$

とおくと $(h_{\mathbb{R}}, x_{\mathbb{R}}, y\mathbb{R})$ も (3.3.a-c) を満たす【(R) の $\mathrm{S}$-triple である。 この $\mathrm{S}$-triple に対応
した $L$ の元へ, $\sigma_{x_{1\mathrm{R}}}$ を

(3.4) $s_{x_{\mathrm{l}\mathrm{R}}}:=exp(\pi i(x\mathbb{R}+y_{\mathbb{R}})/4)$ , $\sigma_{x_{\mathrm{R}}}:=S_{x_{\mathrm{J}\mathrm{R}}}^{2}$

により定める。 また、 $\mathrm{S}$-triple $(h_{\theta}, x_{\theta}, y\theta)$ を
(3.5) $h_{\theta}$ $:=s_{x_{\mathrm{l}}}\cdot h_{\mathbb{R}}\mathrm{R}$

’
$x_{\theta}$ $:=s_{x_{\mathrm{R}}}\cdot x_{\mathbb{R}}$ , $y_{\theta}$ $:=s_{x_{\mathrm{l}\mathrm{R}}}\cdot y\mathbb{R}$

により定める。 このとき、次が成り立つ。

Proposition 3.2 (i) $(h_{\theta}, x_{\theta}, y\theta)$ は strictly normal S-triple であって、

$h_{\mathbb{R}}=i(x_{\theta^{-}y_{\theta})}, x_{\mathbb{R}}=(x_{\theta}+y_{\theta}+ih_{\theta})/2,$ $y_{\mathbb{R}}=(x_{\theta}+y_{\theta^{-ih}\theta})/2$

が成り立つ。従って、 $I\iota_{L}^{\nearrow}\cdot x_{\theta}\in N_{s^{-p}}^{\iota}r/LI\mathrm{f}_{L}$ は関口対応 $S_{L}$ : $N_{s_{L}}/I5:Larrow^{\sim}N\text{【}(\mathbb{R})/L(\mathbb{R})$ で

$L(\mathbb{R})\cdot x_{\mathbb{R}}$ に対応する巾零 $I\mathrm{t}_{L}^{\nearrow}$ 軌道である。
(ii) $F_{L}\cdot x_{\theta}$ は $N_{s^{-pr}}^{\mathfrak{l}}/LIc_{L}$ の代表系を含む。
(iii) $s_{x_{\mathrm{R}}}\cdot \mathfrak{p}_{L}$ は large tyPe の【の Borel 部分環である。
(iv) $\sigma_{x_{\mathrm{J}\mathrm{R}}}\cdot \mathfrak{h}=$ りである。従って、 $\sigma_{x_{\mathrm{R}}}$ は Weyl 群 $W_{G}=N_{G}(H)/H$ の元を定めるが、その

作用に関して\mbox{\boldmath $\sigma$}x’ $R(\mathfrak{p}_{L}, \mathfrak{h})=-R(\mathfrak{p}_{L}, \mathfrak{h})$ が成り立つ。特に、 $\sigma_{x_{\mathrm{R}}}$ の定める $W_{L}=N_{L()}H/H$

の元は、 $W_{L}$ の最長元に–致する。
(v) $s_{x_{\mathit{1}\mathrm{R}}}\cdot \mathrm{b}=S_{x_{\mathrm{R}}}\cdot(\mathfrak{p}_{L}+\mathrm{u})\subset \mathrm{q}$ は $\theta$-stable な $\mathrm{g}$ の Borel 部分環である。 また、 $s_{x_{\mathrm{R}}}\cdot \mathfrak{h}$ は

$\theta$-stable な $s_{x_{\mathrm{R}}}\cdot \mathrm{b}$ の Cartan 部分環である。

$\triangle(\mathrm{b}, \mathfrak{h})$ を $R(\mathrm{b}, \mathfrak{h})$ の base とする。 また、 $\alpha\in\triangle(\mathrm{b}, \mathfrak{h})\cap R(l\iota, \mathfrak{h})$ に対して $\mathrm{g}_{\alpha}$ が生成す
る $\mathrm{u}$ の既約部分【加群を $\mathrm{u}(\alpha)$ とおく。次の条件を満たす $a\in F_{L}$ の成す凡の部分群を

$F_{L}(\mathrm{q})$ とおく :
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(3.6) $\theta(l\downarrow(\alpha))=\mathrm{t}l(\alpha)$ なる任意の $\alpha\in\triangle(\mathrm{b}, \mathfrak{h})\cap R(\mathrm{u}, \mathfrak{h})$ に対して $\alpha(a)=\pm 1$ が成り立つ。

このとき、次が成り立つ。

Theorem 3.3 $\Sigma$ は large tyPe と仮定する。
(i) $x_{\mathbb{R}}^{1}\in C=F_{L}\cdot x^{0}\mathbb{R}$ を $s_{x_{\mathrm{R}}^{1}}\cdot \mathrm{b}\in B_{9}^{L}$ となるようにとることができる。特に、 $B_{\mathrm{q}}^{L}/K\neq\emptyset$

である。従って、Proposition $1.5,(\mathrm{i})$ の逆が成り立つ。
(ii) $F_{L}(\mathrm{q})\cdot\{s_{x_{\mathrm{R}}^{1}}\cdot \mathrm{b}\}=\{a\cdot(s_{x_{\mathrm{R}}^{1}}\cdot \mathrm{b});a\in F_{L}(\mathrm{q})\}$ は $B_{\mathrm{q}}^{L}/I1’$ の代表系を含む。従って、全

単射

$F_{L}(\mathrm{q})\cdot\{s\cdot \mathrm{b}\}x_{\mathrm{R}}^{1}/\sim h’arrow\sim$ $\beta_{\mathrm{q}}^{L}/I\mathrm{t}^{\nearrow}$

が定まる。 ここに、 $\mathrm{b}_{1}^{c},$
$\mathrm{b}_{2}C\in F_{L}(\mathrm{q})\cdot\{s_{x_{\mathrm{R}}^{1}}\cdot \mathrm{b}\}$ について、

$\mathrm{b}_{1}^{c}\sim \mathrm{A}^{r}\mathrm{d}\mathrm{b}^{cC}2\Leftrightarrow^{\mathrm{e}}\mathrm{f}\mathrm{b}_{2}=k\cdot \mathrm{b}_{1}^{c}$ $( \exists_{k}\in I^{\nearrow}\mathrm{t})$

である。
(iii) $F_{L}(\mathrm{q})$ は商集合 $F_{L}(\mathrm{q})\cdot\{s_{x_{\mathrm{R}}^{1}}\cdot \mathrm{b}\}/\sim h’$ に自然に推移的に作用する。従って、対応

$F_{L}(\mathrm{q})\cdot\{s_{x_{\mathrm{R}}^{1}}\cdot \mathrm{b}\}/\sim R’arrow\sim$ $B_{\mathrm{q}}^{L}/Karrow\sim[N_{\mathit{5}}^{\mathfrak{g}_{-p}\Gamma}/K]\mathrm{q}$

を通じて $F_{L}(\mathrm{q})$ は [N架 r/K]q に推移的に作用する。
(iv) $\theta$ が inner type のとき、 $F_{L}(\mathrm{q})=F_{L}^{G}$ が成り立つ。 したがって、 $F_{L}^{G}$ は $[N_{\mathit{5}}^{\mathfrak{g}-p}r/K]_{\mathrm{q}}$

に自然に、推移的に作用する。

結果として、 (3.1) の仮定で、

$B_{q^{-/I^{\nearrow}}}^{L}\backslash \simeq AsS(X_{G}(\mathbb{R})(\mathrm{q}, H(\mathbb{R}),$ $\delta,$ $\mathcal{U}))^{\mathfrak{g}-p}r/K$

を通じて、 $F_{L}(\mathrm{q})=F_{L}(\mathrm{q}^{-})$ を推移的に $AsS(X_{G}(\mathbb{R})(\mathrm{q}, H(\mathbb{R}),$ $\delta,$ $\nu))^{9^{-}}pr/I1’$ に作用させるこ
とができる。
以下、Theorem 3.3の証明の方針について大雑把に解説する。
$\triangle(\mathrm{b}, \mathfrak{h})$ を $R(\mathrm{b}, \mathfrak{h})$ の base とする。 $s_{x_{\mathrm{R}}}\cdot \mathrm{b}$ の $\theta$-stable な Cartan 部分環 $s_{x_{\mathrm{R}}}\cdot \mathfrak{h}$ について、

$s_{x_{\mathrm{R}}}\cdot \mathrm{b}$ は $\theta$-stable であるから $R(\mathrm{g}, s_{x}\mathrm{R}^{\cdot}\mathfrak{h})$ は実ノレ- トをもたない。ノレ- ト系の対応

$R(\mathrm{g}, \mathfrak{h})arrow R\sim(\emptyset, s_{x_{\mathrm{R}}}\cdot \mathfrak{y})(\alpha\vdasharrow s_{x_{\mathrm{R}}}\cdot\alpha=\alpha \mathrm{o}s_{x_{\mathrm{R}}}-1)$

を考えるとき、次が成り立つ。
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Proposition 3.4 (i) $s_{x_{\mathrm{R}}}\cdot\alpha(\alpha\in\triangle(\mathfrak{p}_{L}, \mathfrak{h}))$ は complex ノレ– $\text{ト_{、}}$ 又は非コンパクトな
虚ノレ– トである ( $\mathrm{c}.\mathrm{f}$, Proposition $3.2,(\mathrm{i}\mathrm{i})$ ) 。

(ii) $\alpha\in\triangle(\mathrm{b}, \mathfrak{h})\cap R(\mathrm{u}, \mathfrak{y})$ について、
(a) $s_{x_{\mathrm{R}}}\cdot\alpha$ が虚ノレ– $\text{ト}\Leftrightarrow$ $\theta(\mathrm{u}(\alpha))=\mathrm{u}(\alpha)$

(b) $\theta(\mathrm{u}(\alpha))=\mathrm{u}(\alpha)$ のとき、 $C_{\alpha}(x_{\mathbb{R}})\in\{\pm 1\}$ が定まり、

$\theta(s_{x_{\mathrm{R}}}\cdot x_{\alpha})=C\alpha(X\mathbb{R})(S\cdot X_{\alpha})x\mathrm{R}$

(c) $a\in F_{L}$ について、 $C_{\alpha}(a\cdot x\mathbb{R})=\alpha(a)2C\alpha(x\mathbb{R})$

(d) $R(\iota\iota(\alpha), \mathfrak{h})_{i\mathbb{R}}\neq\emptyset$ なら常に $c_{\alpha}(x_{\mathbb{R}})=-1(^{\forall}X\mathbb{R}\in C)$ である。従って、このとき (b) よ
り、 $s_{x_{\mathrm{R}}}\cdot\alpha$ は非コンパクトである。又、任意の $a\in$ 凡について、 $\alpha(a^{2})=1$ である。

(iii) $a_{1}\in F_{L}$ を $\theta(\mathrm{u}(\alpha))=\mathrm{u}(\alpha),$ $R(\mathrm{u}(\alpha.), \mathfrak{h})i\mathbb{R}=\emptyset$ なる任意の $\alpha\in\triangle(\mathrm{b}, \mathfrak{h})\cap R$

.
$(\mathrm{u},.\mathfrak{y})$ に対

して $C_{\alpha}(a_{1}\cdot x_{\mathbb{R}})0=-1$ となるように選ぶことができる。

$x_{\mathbb{R}}^{1}:=a1x^{0}\mathbb{R}\in c$ とおく。 このとき ‘ Proposition 3.4より

$\triangle(_{S_{x_{\mathrm{R}}^{1}}}\cdot \mathrm{b}, s1. \mathfrak{h}x\mathrm{R})=s1$
.$\triangle(x_{\mathrm{R}}\mathfrak{p}_{L}, \mathfrak{h})\cup S\cdot\{x_{\mathrm{R}}^{1}(\triangle \mathrm{b}, \mathfrak{h})\cap R(\mathrm{u}, \mathfrak{h})\}$

は complex ノレ– トと非コンパクトな虚ノレ一 $\text{ト}$から成ることが判り $\mathrm{b}^{c}:=S_{x}1\cdot \mathrm{b}\mathrm{R}$ は large type
である。又、Proposition 34 $(\mathrm{i}\mathrm{i},\mathrm{c},\mathrm{d})$ と $\theta(\iota\iota(\alpha))=\mathrm{u}(\alpha)$ なる任意の $\alpha\in\triangle$

.
$(\mathrm{b}, \mathfrak{h})\cap R(\mathrm{u}, \mathfrak{y})$

に対して $C_{\alpha}(x_{\mathbb{R}}^{1})=-1$ であることに注目すると $a\in F_{L}$ について

$a\cdot \mathrm{b}$
。

$=s_{a\cdot x_{\mathrm{R}}^{1}}\cdot \mathfrak{h}\in B^{L}\mathfrak{g}$

$\Leftrightarrow C_{\alpha}(a\cdot x_{\mathbb{R}}^{1})=-1$ for all $\alpha\in\triangle(\mathrm{b}, \mathfrak{h})\cap R(n, \mathfrak{h})\mathrm{S}.\mathrm{t}$. $\theta(\mathrm{u}(\alpha))=\mathrm{u}(\alpha)$

$\Leftrightarrow$ $\alpha(a^{2})=1$ for all $\alpha\in\triangle(\mathrm{b}, \mathfrak{h})\cap R(\mathrm{u}, \mathfrak{h})\mathrm{s}.\mathrm{t}.\cdot\theta(\mathrm{u}(\alpha))=\mathrm{u}(\alpha)$

$\Leftrightarrow a\in F_{L}(\mathrm{q})$

これより

$F_{L}(\mathrm{q})\cdot\{\mathrm{b}^{c}\}=\{s_{x_{\mathrm{R}}}\cdot \mathrm{b};X\mathbb{R}\in C, s_{x_{\mathrm{R}}}\cdot \mathrm{b}\in B_{\mathfrak{g}}^{L}\}$

を得る。 $x_{\theta}^{1}:=s_{x_{\mathrm{R}}^{1}}x_{\mathbb{R}}^{1}\in N_{z_{L}^{-^{pr}}}^{\mathrm{r}}$ とおくとき・ $F_{L^{\text{・}}}x_{\theta}^{1}$ が N髭 pr/I玩の代表系を含むから
$\{Ind^{\theta}(((, \mathrm{q})\uparrow 9)(I\zeta_{L}x_{\theta});_{X}\theta\in F_{L}\cdot x_{\theta}^{1}\}$ は

$[Ind^{\theta}(((, \mathrm{q})\uparrow \mathrm{g})(N_{\mathit{5}}^{1_{-p}}r/LI\mathrm{t}\mathrm{i}_{L})]^{9^{-pr}}=[N_{\mathit{5}}^{\mathfrak{g}_{-}r}p/I\iota^{\nearrow}]q$

の代表系を含む。 これより対応 $B_{\mathrm{q}}^{L}/I\mathrm{t}^{\nearrow}arrow\sim[N_{\mathit{5}^{-}}^{\mathfrak{g}p}r/I\mathrm{t}^{\nearrow}]\mathrm{q}$ を考えて、 $\{s_{x_{\mathrm{R}}}\cdot \mathrm{b};x_{\mathbb{R}}\in C\}$ は
$B_{q}^{L}/I\{’$ の代表系を含むことが判る。従って $F_{L}(\mathrm{q})$ . $\{\mathrm{b}^{c}\}$ も $B_{q}^{L}/I\{r$ の代表系を含む。又、

$\mathrm{b}_{1}^{\text{。}},$ $\mathrm{b}_{2}^{\mathrm{c}}\in F_{L}(\mathrm{q})\cdot\{\mathrm{b}^{c}\}$ と $a\in F_{L}(\mathrm{q})$ について、
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$\mathrm{b}_{1}^{c}$

$\sim \mathrm{A}’$

$\mathrm{b}_{2}^{c}\Rightarrow a\cdot \mathrm{b}_{1}^{\mathrm{c}}$

$\sim h’$

$a\cdot \mathrm{b}_{2}^{C}$

が確かめられ、 $F_{L}(\mathrm{q})$ は商集合凡 (q) . $\{\mathrm{b}^{\text{。}}\}/\sim I\iota’$ に自然に推移的に作用する。
更に、 $\theta$ の base $\triangle$

。
$:=\triangle(s_{x_{\mathrm{R}}^{1}}. \mathrm{b}, s_{x_{\mathrm{R}}^{1}}\cdot \mathfrak{y})$ への作用が $\theta$ の graph automorphism に–

致する。 $\theta$ が inner なら $\triangle^{c}$ は complex ルートをもたないことになる。これより任意の
$\alpha\in\triangle(\mathrm{b}, \mathfrak{h})\cap R(\mathrm{u}, \mathfrak{h})$ について $\theta(\iota\downarrow(\alpha))=\mathrm{u}(\alpha)$ ( $\mathrm{c}.\mathrm{f}.$ , Proposition $3.4,(\mathrm{i}\mathrm{i},\mathrm{a})$ ) である。 $a\in F_{L}$

について $\beta\in\triangle(\mathfrak{p}_{L}, \mathfrak{h})$ なら $F_{L}$ の定義より $\beta(a)=\pm 1$ であるから

$a\in F_{L}(\mathrm{q})$

$\Leftrightarrow$ $\alpha(a^{2})=1$ for all $\alpha\in\triangle^{\wedge}(\mathrm{b}, \mathfrak{h})\cap R(\mathrm{u}, \mathfrak{h})$

$\Leftrightarrow$ $\alpha(a^{2})=1$ for all $\alpha\in\triangle(\mathrm{b}, \mathfrak{h})$

$\Leftrightarrow$ $Ad(a^{2})=id_{\mathfrak{g}}$

これより $F_{L}(\mathrm{q})=F_{L}^{G}$ を得る。
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