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はじめに

単連結コンパクトリー群 $G$ の極大ランクの極大部分群は A. Borel and J. de
Siebenthal ([1]) により、分類されている。これらの部分群は、ある order $P$ $(p=$

$2,3,5)$ の automorphism $\sigma$ により

$G^{\sigma}=\{x\in G|\sigma(x)=X\}$

と実現されることが知られている。横田らにより $([6][7][8])\text{、}G_{2},$ $F_{4},$ $E_{6},$ $E_{7}$ 型の
ときは、 $G^{\sigma}$ はすべて具体的に実現されている。 $E_{8}$型のときは、それぞれ

$A_{1}\cross E_{7}$ , $D_{8}$ , $A_{8}$ , $A_{4}\cross A_{4}$ , $A_{2}\cross E_{6}$ ,

型の部分群が存在すると実現されることが知られている ([1]) が $A_{1}\mathrm{x}E_{7}$ 型と $D_{8}$

型は、横田らにより $([2][5][6])$ 具体的に実現されている。 ここでは残りの $G^{\sigma}$ の

具体的実現を行なう。

type $(E_{8})^{\sigma}$ order of $\sigma$

$A_{8}$ $SU(9)/\mathrm{Z}_{3}$ 3

$A_{4}\cross A_{4}$ . $\cdot$ $(SU(5)\cross SU(\bm{5}))/\mathrm{Z}_{5}$ 5

$A_{2}\cross E_{6}$ $(SU(3)\cross E_{6})/\mathrm{Z}_{3}$ 3

準備
$\mathrm{C}^{n}$ の標準基を $e_{1},$ $\cdots,$

$e_{n}\text{、}(\mathrm{x}, \mathrm{y})$ を $(e_{i}, e_{j})=\delta_{i}^{\wedge}j$ により定義される対称双線
型な内積とする。 $\mathrm{C}^{n}$ の k重外積ベキ空間 $\wedge^{k}(C^{n})$ $(0\leq k\leq n)$ 上に内積を

( $\mathrm{x}_{1}\wedge\cdots$ A $\mathrm{X}k,$ $\mathrm{y}1\Lambda\cdots\wedge \mathrm{y}k$ ) $=\det((\mathrm{x}_{i}, \mathrm{y}_{j}))$ , $k\geq 1$ ,

$(a, b)=ab$ , $a,$ $b\in\wedge^{0}(\mathrm{c}n)=\mathrm{C}$ ,
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により定義する。 $\mathrm{u}\in\wedge^{k}(C^{n})$ に対して $*(\mathrm{u})\in\wedge^{n-k}(C^{n})$ を

$(*(\mathrm{u}), \mathrm{v})=(\mathrm{u}\wedge \mathrm{v}, e_{1}\wedge, ..\Lambda e_{n})$ for $\mathrm{v}\in\wedge^{n-k}(Cn)$ ,

を満たすように定義する。

$\rho$ と $d\rho$ を $SL(n, \mathrm{c})$ と $\mathit{5}[(n, C)\text{の}\wedge^{k}(C^{n})(k=1, \cdots, n)$ 上の表現

$\rho(A)(\mathrm{x}_{1}\wedge\cdots\wedge \mathrm{x}_{k})=A\mathrm{x}_{1}\mathrm{A}\cdots\wedge A\mathrm{x}_{k}$ ,
ん

$d\rho(X)$ ( $\mathrm{x}_{1}\mathrm{A}\cdots$ A $\mathrm{x}_{k}$ ) $= \sum \mathrm{x}_{1}\mathrm{A}\cdots$ A $X\mathrm{x}_{j}\mathrm{A}\cdots$ A $\mathrm{x}_{k}$ ,
$j=1$

とし、 $\wedge^{0}(cn)=\mathrm{C}$ 上の表現を

$\rho(A)1=1$ , $d\rho(X)1=0$ ,

とする。以下、記号 $\rho$ と $d\rho$ は省略する。

$\mathrm{u}_{J}.\mathrm{v}\in\wedge^{k}(C^{n})$ $(1 \leq k\leq n)$ , に対して $C^{n}$ 上の変換 $\mathrm{u}\mathrm{x}\mathrm{v}$ を

$\mathrm{u}\cross \mathrm{v}$ : $x\vdasharrow*$ ( $\mathrm{v}\wedge*(\mathrm{u}$ A $x)$ ) $+(-1)^{n-k} \frac{n-k}{n}(\mathrm{u}, \mathrm{V})_{X}$ , $(x\in C^{n})$ ,

と定義する。 すると $\mathrm{u}\cross \mathrm{v}$ は $\mathrm{B}((n, C)$ の元となる。

\S 1 Subgroup $SU(9)/\mathrm{Z}_{3}$ .
ベク トル空間

$\mathrm{g}=\mathit{5}\mathrm{t}(9, \mathrm{C})\oplus\wedge^{3}(C^{9})\oplus\wedge 3(C^{9})$

に、 積を

(X, $\mathrm{u},$
$\mathrm{v}$ ) $=[(X_{1}, \mathrm{u}_{1,1}\mathrm{V}), (X_{2}, \mathrm{u}_{22}, \mathrm{v})]$

ここで

$\{$

$X=[X_{1}, X_{2}]+\mathrm{u}_{1}\cross \mathrm{v}_{2}-\mathrm{u}_{2}\cross \mathrm{v}_{1}$ ,
$\mathrm{u}=X_{1}\mathrm{u}_{2}-X_{2}\mathrm{u}_{1}+*(\mathrm{v}_{1}\wedge \mathrm{v}_{2})$ ,
$\mathrm{v}=-^{t}X_{12}\mathrm{V}+{}^{t}X_{2}\mathrm{v}_{1}-*(\mathrm{u}_{1}\wedge \mathrm{u}_{2})$ ,

により定義すると、 \sim よ複素り $-$環になる。 さらに、次の定理が成り立つ。

Theorem 1.1. The Lie algebra $\mathrm{g}$ is a complex simple Lie algebra of type $E_{8}$ .

$\mathrm{g}$ 上に共役線型写像 $\gamma$ と内積 $<R_{1},$ $R_{2}>$ を

$\gamma(X, \mathrm{u}, \mathrm{v})=(-x^{*}, -\overline{\mathrm{v}}, -\overline{\mathrm{u}})$ ,
$<R_{1},$ $R_{2}>=-B(R_{1}, \gamma R_{2})$ ,
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により定義する。 ここで $B$ は $\mathrm{g}$ の Killing form である。 $\mathrm{g}$ の Killing form は\sim

$B((X_{1} , \mathrm{u}_{1}, \mathrm{v}_{1}), (X_{2}, \mathrm{u}_{2}, \mathrm{v}_{2}))=60\mathrm{t}\mathrm{r}X_{12}x+60(\mathrm{u}_{1,2}\mathrm{V})+60(\mathrm{u}_{2,1}\mathrm{V})$,

となり、従って

$<(X_{1,11}\mathrm{u}, \mathrm{v}),$ $(X_{2,2,2}\mathrm{u}\mathrm{V})>=60\mathrm{t}\mathrm{r}X1x2*+60(\mathrm{u}_{1},\overline{\mathrm{u}_{2}..})+60(\mathrm{v}1,\overline{\mathrm{V}2})$ ,

は正定値 Hermite 内積となる。

すると [3] の Theorem 23と同様に、群

$E_{8}=\{\alpha\in \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(\mathrm{g})|<\alpha R_{1}, \alpha R_{2}>=<R_{1}, R_{2}>\}$

は $E_{8}$型単連結コンパクトリー群となる。

1の三乗根 $\omega=\exp(2\pi i/3)$ を用いて $E_{8}$ の元 $w$ を /

$w(X, \mathrm{u}, \mathrm{v})=(x_{\text{ノ}}.\omega\dot{\mathrm{u}}, \omega^{2_{\mathrm{V}}})$

$\lambda$

と定義し $(w^{3}=1)_{\text{、}}$ さらに部分群 $(E_{8})^{w}$ を

$(E_{8})^{w}=\{\alpha\in E_{8}|\alpha w=w\alpha\}$

とする。

Theorem 1.2. The subgroup $(E_{8})^{w}o\mathrm{f}E_{8}$ is isomorphic to the $\langle\supset\sigma \mathrm{r}o$ up $SU(9)/\mathrm{Z}_{3}$ .

Proof. 写像鯵: $SU(9)arrow GL(\mathrm{g})$ を、

$\varphi(A)(X, \mathrm{u}, \mathrm{v})=$ ( $\mathrm{A}\mathrm{d}(A)X$ , Au, ${}^{t}A^{-1}\mathrm{V}$ )

と定義する。明らかに、 $\varphi$ は準同型写像である。任意の $Y\in\epsilon\iota\downarrow(9)$ に対し、

$\exp(\mathrm{a}\mathrm{d}(\iota\nearrow, \mathrm{o}, \mathrm{O}))=\varphi(\exp Y)$

が成立するので、 $\varphi(A)$ は $\mathrm{g}$ の自己同型写像であり、更に

$<\varphi(A)R_{1},$ $\varphi(A)R_{2}>=<R_{1},$ $R_{2}>$

が成立するので、 $\varphi(A)\in E_{8}$ となる。 また $w=\varphi(.\zeta I)(\zeta=\exp(.2\pi\dot{\iota}/9))$ より、
$\varphi(A)\in(E_{8})^{w}$ も明らかである。

$(E_{8})^{w}$ のリー環は、

$\{R\in \mathrm{g}|\gamma R=R_{\mathit{1}}.wR=R\}=\{(X, 0, \mathrm{O})\in \mathrm{g}|X\in \mathit{5}\mathfrak{u}(9)\}\cong g\mathrm{U}(9)$ ,

と同型になり、 また $(E_{8})^{w}$ は連結 ([4]) だから、 $\varphi$ は全射である。

最後に、
$\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}\varphi=\{I, \omega I, \omega^{2}I\}\cong \mathrm{Z}_{3}$
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は明らかなので、
$SU(9)/\mathrm{Z}_{3}\cong(E_{8})^{w}$

が得られる。
$\square$

\S 2 Subgroup $(SU(5)\cross SU(5))/\mathrm{Z}_{5}$ .
ベクトル空間

$[=g0\oplus g_{1^{\oplus\oplus g}}g23\oplus g_{4}$

ここで

$g_{0}=g[(5.\mathrm{c}j)\oplus 5[(5, c)$ ,
$g_{1}=\wedge^{1}(\mathrm{c}^{5})\otimes.\wedge 2(\mathrm{C}\mathrm{s})$ , $g_{2}=\wedge^{2}(C^{5})\otimes\wedge 1(\mathrm{C}^{5})$ ,
$g_{3}=\wedge^{2}(c^{5})\otimes\wedge^{1}(\mathrm{C}^{5})$ , $g_{4}=\wedge^{1}(C5)\otimes\wedge 2(C^{5})$ ,

に、 anti-symmetric な積を以下の様に定義する。

$[g_{0}, go]\subset g_{0}$ , $[(X_{1}, Y_{1}), (X_{2}, Y_{2})]=([X_{1}, X_{2}], [Y_{1}, Y_{2}])$ ,
$[g_{0}, g_{1}]\subset g_{1}$ , $[(X, Y), \mathrm{a}\otimes \mathrm{x}]=(X\mathrm{a})\otimes \mathrm{X}+\mathrm{a}\otimes(Y\mathrm{x})$ ,

[go, $g_{2}$ ] $\subset g_{2}$ , $[(X, Y), \mathrm{y}\otimes \mathrm{b}]=(X\mathrm{y})\otimes \mathrm{b}+\mathrm{y}\otimes(-^{t}Y\mathrm{b})$ ,
$[g_{0}, g_{3}]\subset g_{3}$ , $[(X, Y), \mathrm{z}\otimes \mathrm{c}]=(-^{t}x_{\mathrm{Z})\otimes \mathrm{C}}+\mathrm{Z}\otimes(Y_{\mathrm{C})}$,

[go, $g_{4}$ ] $\subset g_{4}$ , $[(X, Y), \mathrm{d}\otimes \mathrm{w}]=(-^{t}X\mathrm{d})\otimes \mathrm{w}+\mathrm{d}\otimes(-^{t}Y_{\mathrm{W}})$ .

$[g_{1}, g_{4}]\subset g_{0}$ , $[\mathrm{a}\otimes \mathrm{x}, \mathrm{d}\otimes \mathrm{w}]=(-(\mathrm{X}, \mathrm{w})\mathrm{a}\cross \mathrm{d},$ $(\mathrm{a}_{J}.\mathrm{d})\mathrm{x}\mathrm{X}\mathrm{w})$ .

$[g_{2}, g_{3}]\subset g_{0}$ , $[\mathrm{y}\otimes \mathrm{b}, \mathrm{z}\otimes \mathrm{c}]=((\mathrm{b}, \mathrm{C})\mathrm{y}\cross \mathrm{Z},$ $(\mathrm{y}, \mathrm{Z})\mathrm{C}\mathrm{X}\mathrm{b})$ ,
$[g_{1}, g_{1}]\subset g_{2}$ and $[g_{4}, g_{4}]\subset g_{3}$ ,

$[ \mathrm{a}_{1}\bigotimes_{-}\mathrm{x}_{1} , \mathrm{a}_{2}\otimes \mathrm{x}_{2}]=$ ( $\mathrm{a}_{1}$ A $\mathrm{a}_{2}$ ) $\otimes*(\mathrm{x}_{1}\wedge \mathrm{x}_{2})$ ,
$[g_{2}, g_{2}]\subset g_{4}$ and $[g_{3}, g_{3}]\subset g_{1}$ ,

$[\mathrm{y}_{1}\otimes \mathrm{b}_{1}, \mathrm{y}_{2^{\otimes \mathrm{b}_{2}}}-]=*(\mathrm{y}_{1^{\wedge}}\mathrm{y}2)\otimes(\mathrm{b}_{1}\wedge \mathrm{b}_{2})$.
$[g_{1}, g_{2}]\subset g_{3}$ and $[g_{4}, g_{3}]\subset g_{2}$ ,

$[\mathrm{a}\otimes-\mathrm{x}, \mathrm{y}\otimes \mathrm{b}]=*(\mathrm{y}\Lambda \mathrm{a})\otimes*$ ( $*(\mathrm{x})$ Ab),
$[g_{2}, g_{4}]\subset g_{1}$ and $[g_{3}, g_{1}]\subset g_{4}$ ,

$[\mathrm{y}\otimes \mathrm{b}, \mathrm{d}\otimes \mathrm{w}]=*(*(\mathrm{y})\wedge \mathrm{d})\otimes*(\mathrm{w}\wedge \mathrm{b})$ .

すると [は複素 graded ( $\mathrm{i}.\mathrm{e}.,$ $[g_{k},$ $g\iota]\subset g_{m}$ ここで $m\equiv k+l$ mod 5) り -環にな
る。 さらに、次が成り立つ。
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Theorem 2.1. The Lie algebra (is a complex simple Lie algebra of type $E_{8}$ .

【の Killing form は

$B(R_{1}, R_{2})=60\mathrm{t}\mathrm{r}X_{12}x+60\mathrm{t}\mathrm{r}Y1Y2^{-}60(\mathrm{X}_{1,2}\mathrm{W})(\mathrm{a}_{1}, \mathrm{d}_{2})$

$-60(\mathrm{X}2, \mathrm{W}1)(\mathrm{a}_{2}, \mathrm{d}1)-60(\mathrm{y}_{1,2}\mathrm{z})(\mathrm{b}1, \mathrm{C}2)-60(\mathrm{y}2, \mathrm{z}1)(\mathrm{b}_{2}, \mathbb{C}_{1})$ ,

となる
$\mathrm{o}$

(ここで $R_{i}=(X,$ $Y,$ $\mathrm{a}\otimes \mathrm{x},$ $\mathrm{y}\otimes \mathrm{b},$ $\mathrm{z}\otimes \mathrm{c},$ $\mathrm{d}\otimes \mathrm{w})_{\text{。}}$ ) $\cdot \mathrm{g}$ 上に共役線型写像
$\gamma$ と正定値 Hermite 内積 $<R_{1},$ $R_{2}>$ を

$\gamma(x, \iota\nearrow,\otimes \mathrm{X}, \mathrm{y}\otimes \mathrm{b}, \mathrm{Z}\otimes \mathrm{c}, \mathrm{d}\otimes \mathrm{a}\mathrm{W})$

$=(-X^{*}, -Y^{*},\overline{\mathrm{d}}\otimes\overline{\mathrm{w}},\overline{\mathrm{z}}\otimes\overline{\mathrm{c}},\overline{\mathrm{y}}\otimes\overline{\mathrm{b}}, \overline{\mathrm{a}}\otimes\overline{\mathrm{x}})$ ,
$<R_{1_{\text{ノ}}2}.R>=-B(R_{1}, \gamma R_{2})$

$=60\mathrm{t}\mathrm{r}x_{1}X_{2}^{*}+60\mathrm{t}\mathrm{r}Y1Y2^{*}+60(\mathrm{X}_{1,2}\overline{\mathrm{X}})(\mathrm{a}_{1},\overline{\mathrm{a}_{2}})+60(\mathrm{y}_{1},\overline{\mathrm{y}_{2}})(\mathrm{b}_{1},\overline{\mathrm{b}_{2}})$

$+60(\mathrm{z}_{1},\overline{\mathrm{Z}_{2}})(\mathrm{c}1, \overline{\mathrm{c}_{2}})+60(\mathrm{w}_{12},\overline{\mathrm{W}})(\mathrm{d}_{1},\overline{\mathrm{d}_{2}})$

により定義する。

\S 1 と同様に、 1の五乗根 $\eta=\mathrm{e}\mathrm{x}.\mathrm{p}(2\pi i/5)$ を用いて、 $E_{8}$型単連結コンパクト
リー群

$E_{8}=\{\alpha\in \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(()|<\alpha R_{1}, \alpha R_{2}>=<R_{1_{J}}.R_{2}>\}$

の元 $\iota$ を

$\iota(x, \iota\nearrow, \mathrm{a}\otimes \mathrm{X},\mathrm{y}\otimes \mathrm{b}, \mathrm{Z}\otimes \mathrm{c}, \mathrm{d}\otimes \mathrm{w})-$

$=(X, Y, \eta(\mathrm{a}\otimes \mathrm{x}), \eta^{2}(\mathrm{y}\otimes \mathrm{b}), \eta^{3}(\mathrm{z}\otimes \mathrm{c}), \eta^{4}(\mathrm{d}\otimes-\mathrm{w}))$.

と定義し $(\iota^{5}=1)_{\text{、}}$ 部分群 $(E_{8})^{\iota}$ を

$(E_{8})^{\iota}=\{\alpha\in E_{8}|\alpha\iota=\iota\alpha\}$

とする。 \S 1 Theorem 1.2と同様に、次の定理が得られる。

Theorem 2.2. The $s\mathrm{u}$ bgroup $(E_{8})^{\iota}$ of $E_{8}$ is isomorphic to the $g\mathrm{r}o$up $(SU(5)\cross$

$SU(5))/\mathrm{Z}_{5}$ .

\S 3 Subgroup $(SU(.3)\cross E_{6})/\mathrm{Z}_{3}$ .
この section では、複素共役を $\tau$ で表わす。

$\mathbb{C}$ を、 実 Cayley algebra として、 $\mathbb{C}$ の共役を $\overline{x}$ で表わす。

$\mathrm{J}^{\sim}=\mathrm{J}(\sim$3, (!)$)=\{X\in M(3, \mathrm{C})|X=X^{*}\}$

は、積

$X \mathrm{o}Y=\frac{1}{2}(XY+YX)$
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により、実 Jordan algebra になる。複素 Jordan algebra $\tau \mathrm{J}\text{に_{、}}\sim \mathrm{c}_{\text{上}}$ 内積 $(x, Y)_{\text{、}}$

正定値 Hermite 内積 $<X,$ $Y>\text{、}$ cross product $X\cross Y_{\text{、}}$ cubic form (X,
.
$Y,$ $Z.$) と

determination $\det X$ を、 以 Tの様に定義する。

(X, $Y$ ) $=\mathrm{t}\mathrm{r}(x\circ\iota\nearrow)$ ,
$<X,$ $Y>=(\tau X, Y)$ ,

$X \cross Y=X\circ Y-\frac{1}{2}(\mathrm{t}\mathrm{r}(x)Y+\mathrm{t}\mathrm{r}(Y)X)+.\frac{1}{2}\{\mathrm{t}\mathrm{r}(X)\mathrm{t}\mathrm{r}(l^{\nearrow)}-(X, Y)\}I$,

(X, )’, $Z$ ) $=(X, Y\cross Z)=(X\cross Y, Z)$ ,
$\det X=(X, X, x)$ .

横田 ([6]) により、複素 $E_{6}$ 型り -環は

$\mathfrak{e}_{6}^{\mathrm{C}}=\{\phi\in \mathrm{H}_{0}\mathrm{m}_{\mathrm{C}}(s, \mathrm{J})\sim^{\mathrm{c}\sim}\mathrm{C}|(\phi X, X, X)=0\}$

と実現され、 また群

$E_{6}=\{\alpha\in \mathrm{I}\mathrm{s}\mathrm{o}_{\mathrm{C}}(\tilde{\mathrm{J}}\mathrm{C})|\det aX=<\alpha X,$

$\alpha 1^{\nearrow}>=<X,$
$Y\det X>\}$

は $E(\backslash )$型単連結コンパクトリー群であり、 そのり -環は

$\mathfrak{e}_{6}=\{\emptyset\in \mathrm{C}_{6}\mathrm{C}|<\phi X, ir>+<X, \phi Y>=0\}$ .

となることが知られている。

81次元ベクトル空間 $C^{3}\otimes \mathrm{J}^{\mathrm{C}}\sim$ の元を

$\mathrm{Y}=(\iota\nearrow)i=$ , $(1^{\gamma_{\dot{l}}}\in \mathrm{J}^{\mathrm{C}})\sim$

と書く。 $\phi\in \mathrm{H}\mathrm{o}\ln(\tilde{\mathrm{J}}^{\mathrm{c}}, \mathrm{J})\sim \mathrm{c},$ $x=(x_{ij})\in M(3, C)$ 及び $\mathrm{Y}=(Y_{i})\in C^{3}\otimes-\tilde{\mathrm{J}}^{\mathrm{C}}$ に対
して、 $\phi \mathrm{Y},$ $X \mathrm{Y}\in C^{3}\bigotimes_{-s}\sim \mathrm{C}$ を

$o\mathrm{Y}=$ , $X\mathrm{Y}=$ .

と定義する。 さらに $\mathrm{Y}=(l_{i}^{\nearrow}),$ $\mathrm{Z}=(Z_{i})\in \mathrm{C}^{3}\otimes\tilde{\mathrm{J}}^{\mathrm{C}}-$ に対し、 内積 $(\mathrm{Y}.\mathrm{Z})\ovalbox{\tt\small REJECT}$ ’正定値
Hermite 内積 $<\mathrm{Y},$ $\mathrm{Z}>$ , cross product $\mathrm{Y}\mathrm{x}\mathrm{Z},$ $g((3, c)$ の元 $\mathrm{Y}*\mathrm{Z}$ 及び $\mathfrak{e}_{6}^{\mathrm{C}}$ の元
$\mathrm{Y}\vee \mathrm{Z}$ を、以下の様に定義する。

$(\mathrm{Y}, \mathrm{Z})=(Y_{1}, Z_{1})+(Y_{2}, Z_{2})+(Y_{3}, z_{3})$ ,
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$<\mathrm{Y},$ $\mathrm{Z}>=<Y_{1},$ $Z_{1}>+<Y_{2},$ $Z_{2}>+<Y_{3},$ $Z_{3}>$ ,

$\mathrm{Y}\cross \mathrm{Z}=$ ,

$\mathrm{Y}*\mathrm{Z}=-\frac{1}{3}(\mathrm{Y}, \mathrm{Z})I$ ,

$\mathrm{Y}\mathrm{Z}=Y_{1}\vee Z_{1}+Y_{2}\vee Z_{2}+Y_{3}Z_{3}$ .

ベク トル空間

$\mathfrak{m}=\mathrm{c}[\check{\mathrm{y}}(3, \mathrm{C})\oplus \mathrm{e}_{6}^{\mathrm{C}}\oplus \mathrm{C}^{3}\otimes\tilde{\mathrm{J}}^{\mathrm{C}}\oplus c^{3}\otimes\tilde{s}^{\circ}$

に、 積を

(X, $\phi$ , Y. $\mathrm{Z}$ ) $=[(X_{1}, \phi_{1}, \mathrm{Y}1, \mathrm{Z}1), (X_{2}, \phi_{2}, \mathrm{Y}_{2}, \mathrm{z}_{2})]$

ここで

$\{$

$X=[X_{1}, X_{2}]+ \frac{1}{4}\mathrm{Y}_{1}\mathrm{o}\mathrm{Z}_{2}-\frac{1}{4}$ Y2 $\circ \mathrm{Z}_{1}$ ,
$\phi=[\phi_{1}, \phi 2]+\frac{1}{2}\mathrm{Y}1^{\vee}\mathrm{Z}2-\frac{1}{2}\mathrm{Y}_{2}\mathrm{v}\mathrm{Z}1$ ,
$\mathrm{Y}=\phi_{1}\mathrm{Y}_{2}-\emptyset 2\mathrm{Y}_{1}+X_{1}\mathrm{Y}_{2}-x_{2}\mathrm{Y}_{1}-\mathrm{Z}_{1}\cross \mathrm{Z}_{2}$ ,
$\mathrm{Z}=-^{t}\phi_{1}\mathrm{Z}_{2}+{}^{t}\phi_{2}\mathrm{Z}_{1}-{}^{t}X_{1}\mathrm{Z}_{2}+{}^{t}X_{2}\mathrm{Z}_{1}+\mathrm{Y}_{1}\mathrm{x}\mathrm{Y}_{2}$ .

により定義する。

この環 $\mathrm{m}$ は、 [3] で述べられている複素 $E_{8}$ 型り -環憂と、写像
$(\Phi(\emptyset, U, \mathrm{I}^{-}.. \iota \text{ノ}), (X, l\nearrow.\xi \text{ノ}’\eta), (Z, W, \zeta, \omega), 7" S, t)$

$arrow$ $([_{\eta}^{l^{\text{ノ}}}\frac{\frac{2}{13}}{\frac{21}{2}} \omega -\frac{1}{3}\iota_{S}\text{ノ}-r-\frac{1}{2}\xi, -\frac{1}{3}\iota \text{ノ}\frac{1}{2}t\zeta+7’], \phi, , )$ .

により同型となる。 従って次が成り立つ。

Theorem 3.1. The Lie alge $\mathrm{b}r\mathrm{a}\mathfrak{m}$ is a $co\mathrm{m}$plex simple Lie alge $\mathrm{b}ra$ of type $E_{8}$ .

【の Killing form は

$B(R_{1}, R_{2})=60 \mathrm{t}\mathrm{r}(X_{1}X_{2})+\frac{5}{2}B_{\mathfrak{e}_{6}^{\mathrm{C}}}(\phi_{1}, \phi_{2})+15(\mathrm{Y}_{1}, \mathrm{z}_{2})+15(\mathrm{Y}_{2}, \mathrm{z}_{1})$ ,

となる。 (ここで $R_{i}=(X_{i},$ $\phi i,$ $\mathrm{Y}_{i},$ $\mathrm{z}i)_{\backslash }$ また $B_{\mathfrak{e}_{6}^{\mathrm{C}}}l\mathrm{h}\mathfrak{e}_{6}\mathrm{c}$ の Killing form である。)
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$\mathfrak{m}$ 上に共役線型写像 $\gamma$ と正定値 Hermite 内積 $<R_{1},$ $R_{2}>$ を

$\gamma(X, \emptyset, \mathrm{Y}, \mathrm{z})=(-\tau^{t}X, -\tau^{t}\phi\tau, -\tau \mathrm{z}, -\mathcal{T}\mathrm{Y})$,
$<R_{1},$ $R_{2}>=-B(R_{1}, \gamma R_{2})$

$=60 \mathrm{t}\mathrm{r}(\tau x_{1}t)x_{2}+\frac{5}{2}B_{\mathfrak{e}_{6}^{\mathrm{C}}}(\tau^{t}\phi 1^{\mathcal{T}}, \phi_{2})+15<\mathrm{Y}_{1},$$\mathrm{Y}_{2}>+15<\mathrm{Z}_{1},$ $\mathrm{Z}2>$

により定義する。

\S 1 と同様に、 $E_{8}$型単連結コンパクトリー群

$E_{8}=\{\alpha\in \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(\mathfrak{m})|<\alpha R_{1}, \alpha R_{2}>=<R_{1}, R_{2}>\}$

の元 $\overline{\delta}$ を
$\overline{\delta}(X, \emptyset, \mathrm{Y}, \mathrm{z})=(X, \phi, \omega \mathrm{Y}, \omega \mathrm{z}2)$

と定義し $(\overline{\delta}^{3}= 1)$ 、部分群 $(E_{8})^{\delta}$ を

$(E_{8})^{\delta}=\{\alpha\in E_{8}|\alpha\delta=\delta\alpha\}$

とすると、 \S 1 Theorem 12と同様に、次の定理が得られる。

Theorem 3.2. The $s\mathrm{u}b_{\mathrm{o}}\sigma \mathrm{r}o$up $(E_{8})^{\delta}$ is isomorphic to th$eg\mathrm{r}o$up $(SU(3)\cross E_{6})/\mathrm{Z}_{3}$
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