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Abstract

Baire 空間 $\omega^{\omega}$ における null set, meager set および $\sigma$-compact set から生成され
るイデアルに関する基数不変量についての集合論的結果は, “Cichot’s diagram” とし
てよく知られている. 本稿では, これらのイデアルについて $‘\prime \mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{r}\text{市}\mathrm{k}\mathrm{a}\mathrm{b}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{y}’$

) という考え
を導入し, それによって新たな基数不変量を定義する. さらに, それらの新しい基数の
Cichon’s diagram における位置づけや, $\omega^{\omega}$上のイデアルの組合せ論的性質との関連に
ついて考察する.

1 はじめに –\swarrow 上のイデアルと基数不変量
$\mathcal{I}$ を $\swarrow$上の $\sigma-$イデアル (可算加法的なイデアル) で, 1点集合をすべて含んでいるもの
とする. $\mathcal{I}$ に対して, 次の 4種類の基数を定義する.. add $(\mathcal{I})$ : $F\subseteq \mathcal{I}$ かっ $\cup F\not\in \mathcal{I}$ なる $F$ の最小濃度.

$\bullet$ $\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{v}(\mathcal{I})$ : $F\subseteq \mathcal{I}$ かつ $\omega^{\omega}=\cup F$ なる $F$ の最小濃度.

$\bullet$ non $(\mathcal{I})$ : $X\subseteq\omega^{\omega}$ かつ $X\not\in \mathcal{I}$ なる $X$ の最小濃度.

$\bullet$ $\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{f}(\mathcal{I})$ : $F\subseteq \mathcal{I}$ で, 「すべての $X\in \mathcal{I}$ に対し, $Y\in F$ で, $X\subseteq Y$ なる $Y$ が存在す
る」 ような $\mathcal{F}^{\cdot}$ の最小濃度.

このとき, 明らかに add $(\mathcal{I})\leq \mathrm{c}\mathrm{o}(\mathcal{I})\leq \mathrm{c}\mathrm{o}\{(\mathcal{I})$ かつ add $(\mathcal{I})\leq$ non $(\mathcal{I})\leq \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{f}(\mathcal{I})$ である.
また, $\mathcal{I}\subseteq J$ なる 2つのイデアル $\mathcal{I},$ $\mathcal{J}$ について, $\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{v}(\mathcal{I})\geq \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{v}(J\mathrm{I}$ かつ non $(\mathcal{I})\leq$ non $(J)$

であることが容易にわかる.
Baire 空間 $\omega^{\omega}$ , すなわち, $\omega$ に離散位相および各 $n\in\omega$ に $1/2^{n+1}$ の測度を与えた空間の

可算直積における null set, meager set および $\sigma$-compact set の全体から生成されるイデァ
ルをそれぞれ $N,$ $\mathcal{M},$ $\mathcal{K}$ で表す. 本稿では, 主にこれらのイデアルに関する基数不変量を扱
うが, 特に $\mathcal{K}$ については, 次のような意味で \swarrow 上の組合せ論と関係している.

$\omega^{\omega}$ の 2元 $f,$ $g$ に対して, 有限個を除くすべての $n\in\omega$ について $f(rx)\leq g(n)$ であると
き, $f\leq^{*}g$ と表す. $\omega^{\omega}$ の部分集合 $F$ が $unbou?1ded(domi\uparrow\iota ati?lg)$ familyであるとは, すべて
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図 1: Cichot’s diagram

の $g\in\omega^{\omega}$ に対して, $f\in \mathcal{F}^{\cdot}$ で, $f\not\leq^{*}g(g\leq^{*}f)$ なる $f$ が存在するときにいう. $\omega^{\omega}$ におけ

る unbounded family および dominating family の最小濃度をそれぞれ $\mathrm{b},$ $\mathfrak{D}$ で表す.

次の事実は, イデアル $\mathcal{K}$ を考えることによって, $\mathrm{b}$ および $0$ も \swarrow 上のイデアルから定義
される基数として統–的に扱うことができることを示している.

事実 1.1 $\mathcal{K}$ は, 各 $f\in\omega^{\omega}$ に対する $\{g\in\omega^{\omega} : g\leq*f\}$ の形の集合全体から生成されるイ

デアルに–致する. 特に, $\mathcal{K}\subseteq \mathcal{M}$ である.

系 12add $(\mathcal{K})=$ non $(\mathcal{K})=\mathrm{b}$ および $\mathrm{C}\mathrm{O}\mathrm{V}(\mathcal{K})=\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{f}(\mathcal{K})=\mathfrak{D}$ である.

したがって, $N,$ $\mathcal{M}$ および $\mathcal{K}$ の 3つのイデアルからは合わせて 10個の基数が定義され
ることになる. これらの基数の間には, 図 1に示されるような大小関係が ZFC から証明さ
れている [1, 2, 4]. (図中の $”arrow$ ” は “ $\leq$

” を意味する) この図は Cichon”s $diag\cdot ram$の名でよ

く知られている.

当然ながら, 連続体仮説 $(\mathrm{C}\mathrm{H})$ を仮定すると, これらの基数はすべて連続体濃度 $2^{\omega}(=\omega_{1})$

に–致する. また, $\mathrm{C}\mathrm{H}$ が成り立たない場合でも, Martin’s Axiom(MA) のもとでは, 図 1に

現れる基数はすべて $2^{\omega}$ に–致する ([9, $\mathrm{I}\mathrm{I}$ Theorem 221]).
特に, add(A4), $\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{f}(\mathcal{M})$ の 2つの位置づけについては, さらに強い結果が知られている.

定理 13 add $( \mathcal{A}\Lambda)=\min\{\mathrm{C}\mathrm{O}\mathrm{V}(\mathcal{M}), \mathrm{b}\}$ および cof(A4) $= \max\{\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{n}(\mathcal{M}), v\}$ である.

Cichon’s diagranm は, 「 $\mathrm{Z}\mathrm{F}\mathrm{C}$ で証明可能」という意味において完全である, すなわち, ZFC
で証明可能な大小関係は Cichon’s diagram に表し尽くされているということが証明されて
いる. この証明は [2] によって完結し, [1] に詳しくまとめられている.

Cichon”s diagram に関するイデアルや基数の表記法については多くの流儀があるが, 本
稿で採用した表記法は [1] によるものである.

2 新しい基数不変量 $\mathrm{b}^{*}$ とその–般化

$\mathrm{b}$ の定義を強めた概念として, [3] では次のような新しい基数が定義されている.
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定義 21 $\mathrm{b}^{*}$ : 「 $F\subseteq\omega^{\omega}$ について, $F$ が unbounded ならば, 常に $\mathcal{G}\subseteq F$ で $|\mathcal{G}|\leq\lambda$ かつ
$\mathcal{G}$ が unbounded なるものが存在する」ような基数 $\lambda$ の最小値.

こうして定義された $\mathrm{b}^{*}$ は, 次の意味で $\mathrm{b}$ と $\mathfrak{D}$ の「真の」中間に位置する基数である.

定理 22 ([3, Theorem 14])

$\bullet \mathrm{b}\leq \mathrm{b}^{*}\leq V$ .. $\mathrm{b}<\mathrm{b}^{*}$ と $\mathrm{b}^{*}<\mathfrak{D}$ はそれぞれ ZFC 上無矛盾である.

ところで, $\mathrm{b},$ $\mathfrak{D}$ はイデアル $\mathcal{K}$ を用いることで $\mathrm{b}=$ non $(\mathcal{K}),$ $i)=\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{f}(\mathcal{K})$ と表されるので

あった. このことを考えると, $\mathrm{b}^{*}$ の定義は, –般の \swarrow 上の $\sigma-$イデアルに関する基数として,
自然に次のように–般化することができる.

定義 23 $\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{r}(\mathcal{I})$ : 「 $X\subseteq\omega^{\omega}$ について, $X\not\in \mathcal{I}$ ならば, 常に $Y\subseteq X$ で $|Y|\leq\lambda$ かつ $Y\not\in \mathcal{I}$

なる $Y$ が存在する」ような基数 $\lambda$ の最小値.

すなわち, $\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{r}(\mathcal{I})$ は, [イデアル $\mathcal{I}$ に属さない任意の集合を, $\mathcal{I}$ に属さない範囲でどこ

まで小さくすることができるか」を表す基数と考えることができる. なお, 記号 shr は
“shrinkability” (縮みやすさ) の略である.

[$\supset=$ うまでもなく, $\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{r}(\mathcal{K})=\mathrm{b}*$ である.

以下, この節では, 定理 22に述べられている $\mathrm{b}^{*}$ に関する結果が, そのまま $\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{r}(\mathcal{M})$ およ

び $\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{r}(N)$ に–般化されることを示す.

定理 24 一般の $\omega^{\omega}$上の $\sigma-$イデアル $\mathcal{I}$ について, non $(\mathcal{I})\leq \mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{r}(\mathcal{I})\leq \mathrm{c}\mathrm{o}\{(\mathcal{I})$ が成り立つ.

証明. non $(\mathcal{I})\leq \mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{r}(\mathcal{I})$ は定義より明らか. $\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{r}(\mathcal{I})\leq \mathrm{c}\mathrm{o}\{(\mathcal{I})$ を示そう.

まず, 濃度 $\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{f}(\mathcal{I})$ のイデアル $\mathcal{I}$ の基底 $A=\{A_{\xi} : \xi<\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{f}(\mathcal{I})\}$ を固定する. $X\not\in \mathcal{I}$ な

る $X\subseteq\omega^{\omega}$ が与えられたとせよ. 各 $\xi<\mathrm{c}\mathrm{o}\{(\mathcal{I})$ について, $y_{\xi}\in X\backslash A_{\xi_{-}}$ なる $y_{\xi}$ がとれる.
$Y=\{y_{\xi}$ : $\xi<\mathrm{C}\mathrm{o}\{(\mathcal{I})\}\subseteq X$ とすると, Di $\leq \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{f}(\mathcal{I})$ かつ $Y\not\in \mathcal{I}$ である 口

無矛盾性証明に移ろう. われわれの目的は, $\mathcal{I}=M,$ $\mathcal{I}=\Lambda^{(}$ のそれぞれの場合について,
non $(\mathcal{I})<\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{r}(\mathcal{I}),$ $\mathrm{s}\wedge \mathrm{r}(\mathcal{I})<\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{f}(\mathcal{I})$ のそれぞれの無矛盾性を示すことである. 実は, これらの
証明は, $\mathrm{b}^{*}$ に関する無矛盾性結果の証明 ([3]) を–般化することにより, $\mathcal{I}=\mathcal{M},$ $\Lambda^{(},$ $\mathcal{K}$ の

すべての場合について並行に証明することができる.
所要のモデルは, $\mathcal{I}=\mathcal{M},$ $\mathcal{K}$ については Cohen forcing, また $\mathcal{I}=N$ については random

forcing を用いて構成される.
無限集合 $I$ について, $I$ を index set とする Cohen forcing notion および random forcing

notion をそれぞれ $\mathbb{C}(I)$ および $\mathrm{B}(I)$ で表す ([1, Chapter 3]). $\mathbb{C}(I)$ および $\mathrm{B}(I)$ による

forcing 拡大においては, Cichon”s diagram に現れる基数の値は次のようになることが知ら
れている.
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補題 25 ([10, Theorem 319]) $2^{\omega}\leq|I|=\kappa$ かつ $\mathrm{c}\mathrm{f}(\kappa)\geq\omega_{1}$ とするとき,

(1) $\mathbb{C}(I)$ による forcing モデルにおいて, non $(\mathcal{M})=\omega_{1},$ $\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{v}(\mathcal{M})=\kappa=2^{\omega}$ が成り立つ.

(2) $\mathrm{B}(I)$ による forcing モデルにおいて, non $(N)=\omega_{1},$ $\mathrm{c}\mathrm{o}(N)=\kappa=2^{\omega}$ が成り立つ.

ついでながら, $\mathrm{b}$ および $0$ の値は, random forcing では影響を受けず ground モデルでの
値を保つことが知られている.
本題の無矛盾性証明に入る前に, Baire 空間における Borel 集合の「コード化」について

注意しておきたい. Baire 空間 $\omega^{\omega}$ におけるすべての Borel 部分集合は, 「 $\mathrm{B}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{l}$ コード」 と

呼ばれる $\omega^{\omega}$ の元によってコード化することができる. $c$ が Borel コードであるとき, $c$ か

ら再構成される $\omega^{\omega}$ の Borel 部分集合を $\hat{c}$ で表すことにする.

一般に, $\omega^{\omega}$ の部分集合そのものについては, null, meager, $\sigma$-compact といった概念は
absolute ではない. しかしながら,

$\bullet$ $N,$ $\Lambda\Lambda,$
$\mathcal{K}$ のいずれも, Borel集合だけから生成することができる.

$\bullet$ Borel コード $c$ を固定したとき, $\hat{c}$ について, null, meager, $\sigma$-compact という性質は, $c$

を Borel コードとして含むような任意の ZFC のモデルに関して absolute である.

という理由から, イデアル $N,$ $\mathcal{M}$ および $\mathcal{K}$ は, $\text{「}\mathrm{B}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{l}$ コードの意味で absolute である」
ということができる. (Borel コードの詳細については [6, 10] を参照されたい.)
次の定義のような形で述べられる, 個々の forcing notion に関する性質は, 一般に「forcing
に関する保存定理」と総称される. こうい $D$ た「保存定理」は, 以下の議論において重要な

役割を果たす.

定義 26 $\mathcal{I}$ は Borel コードの意味で absolute な $\swarrow$上の $\sigma-$イデアルを表すとする. forcing
notion $\mathbb{P}$ が Lpositive な集合を保存するとは, $A\not\in \mathcal{I}$ なる $\omega^{\omega}$ の部分集合 $A$ に対して常に
$|\vdash_{\mathrm{P}}$

“
$A\not\in \mathcal{I}$

” なるときにいう.

言うまでもなく, $N$-positive とは “外測度が正”, $\mathcal{M}$ -positive とは “nonmeager”, そして
$\mathcal{K}$ -positive とは “unbounded” の意味である. .

Cohen forcing および random forcing に関しては, 次の保存定理が成り立つ. (証明は [1,
Section 6] を参照されたい.)

補題 27任意の無限集合垣こついて,

(1) $\mathbb{C}(I)$ は nonmeager および unbounded な集合を保存する.

(2) $\mathrm{B}(I)$ は外測度正の集合を保存する.

定義 28 $\mathbb{P}$ を forcing notion とする. 次の性質を満たす $\{A_{nx}\text{嫁} m, n<\omega\}$ によって–意に

決定される $\mathbb{P}$-name $\dot{f}$ を, $\omega^{\omega}$ の元を表す standard $\mathbb{P}$-name という.

(1) $A_{mn}\subseteq \mathbb{P}$ は $\mathbb{P}$ の antichain であって, $n\neq n’$ ならば $A_{mn}\cap A_{77\tau n}’=\emptyset$ である.
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(2) $\bigcup_{n<\omega}A_{m}n$ は $\mathbb{P}$ の maximal antichain である.

(3) 各 $p\in A_{nxn}$ に対し, $p^{1\vdash_{\mathrm{F}’}}4’.\dot{;}(\gamma?l)=\uparrow x’$ ’である.

上の定義より, $|\vdash_{\mathbb{P}}$

’

$‘\dot{\mathit{9}}\in\omega^{\omega\prime}’$

.
なる任意の $\mathbb{P}$-name $\dot{g}$ に対して, $|\vdash_{\mathbb{P}}‘(i=\dot{g}^{c}$

,
なる standard

$\mathbb{P}_{- \mathrm{n}\mathrm{a}}\mathrm{m}\mathrm{e}f$ が存在することが容易にわかる. また.\acute standard $\mathbb{P}$-name をこのような形に定め
ておくことで.\acute その総数を $\mathbb{P}$ の chain condition を用いて評価することができる.

定理 29 $2^{\omega}=\lambda$ を仮定する. $\kappa$ を無限基数とする.

(1) $\mathbb{P}=\mathbb{C}(\kappa)$ かつ, $\mathcal{I}=\mathcal{K}$ または $\mathcal{I}=A\mathit{4}$ , あるいは

(2) $\mathbb{P}=\mathrm{B}(\kappa)$ かつ $\mathcal{I}=N$

とするとき, $\mathbb{P}$ による forcing 拡大において次が成立する: $A\not\in \mathcal{I}$ なる任意の $\omega^{\omega}$ の部分集
合 $A$ に対し, その部分集合 $B\subseteq A$ で, $|B|\leq\lambda$ かつ $B\not\in \mathcal{I}$ なるものが存在する.

証明. $\kappa\leq\lambda$ の場合は, $\mathbb{P}(\kappa’)$ による forcing モデルで $2^{\omega}=\lambda$ が成り立つので, $\kappa>\lambda$ の場合
のみ考えれば十分である.
前述の通り, (1), (2) の両方の場合について, 並行に証明することができる. $\mathbb{P}=\mathbb{C}(\kappa’)$ の

場合は $\mathbb{C}(I)$ , また.\acute $\mathbb{P}=\mathrm{B}(\kappa)$ の場合は $\mathrm{B}(I)$ を, $\mathbb{P}(I)$ で表すことにする.
$\mathbb{P}(I)$ の condition は $2^{I}$ (または $\omega^{I}$ ) の Borel subset と考えられるので, $I$ のある可算部分

集合 $J$ の上だけで決定されている. すなわち, 任意の $P\in \mathbb{P}(I)$ について, 適当な可算集合
$J\subseteq I$ および $p’\in \mathbb{P}(J)$ を. $p=p’\cross 1_{\mathbb{P}}\kappa(\cdot\backslash J)$ をみたすようにとれる. このような可算集合 $J$

を $P$ の support と呼び, $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{P}\mathrm{p}(p)$ で表すことにする. さらに, $\omega^{\omega}$ の元を表す任意の standard
$\mathbb{P}(I)- \mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{e}.\dot{f}$ は, $\mathbb{P}(I)$ が $\mathrm{c}.\mathrm{c}.\mathrm{c}$ . であることを考えると.\acute 実際には $I$ のある可算部分集合 $J$

についての $\mathbb{P}(I)$ -name となっている.

無限集合 $I$ lこ対し. \swarrow の元を表す standard $\mathbb{P}(I)$ -name 全体の集合を $X(I)$ で表す.
$\mathcal{X}=X(\kappa)$ とおく.
定理が成り立たないとせよ. このとき, condition $p_{0}\in \mathbb{P}(\kappa)$ および, $\omega^{\omega}$ の元を表す

standard $\mathbb{P}(\kappa)$ -name の集合 $\mathit{1}\dot{4}$ (これ自体が $\omega^{\omega}$ の部分集合を表す $\mathbb{P}(\kappa)$ -name であると考え
てさしつかえない) で,

$p_{0^{1\vdash_{\mathbb{P}}}}(\hslash)((\dot{A}\not\in \mathcal{I}\wedge\forall B\subseteq A(|B|\leq\lambdaarrow B\in \mathcal{I})$ ”

をみたすものがとれる.
$S=\{X(I) : I\in[\kappa]^{\leq\lambda}\wedge \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}(p_{0})\subseteq I\}$ とおくと, $S$ (ま $[\mathcal{X}]\leq\lambda(=P_{\lambda+}(\mathcal{X}))$ における

stationary set となる. なんとなれば, 明らかに $S$ は unbounded で, しかも $S$ は \mbox{\boldmath $\omega$}1-上昇
列に関して閉じているからである. $X=X(I)\in S$ を任意にとって固定せよ. このとき
$|X|\leq\lambda$ であるから, 仮定により, Borel コ $-$ \vdash ’を表す standard $\mathbb{P}(\kappa)$ -name $\dot{c}_{X}$ で,

$p\mathrm{o}^{1\vdash_{\mathbb{P}(\kappa)}}(‘ z\dot{4}\cap X^{\cdot}\subseteq\dot{C}_{X}\wedge\wedge\dot{c}_{X}\in \mathcal{I}.$ ”
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なるものがとれるが, $\mathbb{P}(\kappa\backslash I)$ は $\mathcal{I}$-positive な集合を保存するので, $\dot{c}_{X}$ は standard $\mathbb{P}(I)-$

name であるとしてよい. すると, $\dot{c}_{X}\in X=X(I)$ であるから, $X\in[\mathcal{X}]^{\leq\lambda}$ から $\dot{c}_{X}$ への

対応は regressive となる. そこで, Fodor’s lemma([5, Theorem 32]) により, stationary な
集合 $S’\subseteq S$ と, Borel コードを表す standard $\mathbb{P}(\kappa)$-name

$‘\dot{c_{\wedge}‘}.\text{で}$

, すべての $X\in S’$ について

$\dot{c}_{X}=\dot{c}$ なるものがとれる. もちろん, このとき $p_{0}|\vdash_{\mathbb{P}(\kappa)}$
$c\in \mathcal{I}$

” である. $S’$ は $[\mathcal{X}]^{\leq\lambda}$ に

おいて unbounded なので, 各 $\dot{x}\in\dot{A}$ について, $\dot{x}\in X$ なる $X\in S’$ が存在する. ゆえに,
$p_{\mathit{0}^{1\vdash}\mathbb{P}(}\kappa)$

“ $\dot{A}\subseteq\hat{\dot{c}}$” である. これは, $Po^{1\vdash}\mathbb{P}(\kappa)$
“ $\dot{A}\in \mathcal{I}$” を意味するので, 矛盾である ロ

系 2.10 $\mathrm{C}\mathrm{H}$ を仮定する. $\kappa$ を $\mathrm{c}\mathrm{f}(\kappa)\geq\omega_{1}$ なる基数とすると,

(1) $\mathbb{C}(\kappa)$ による forcing モデルにおいて, $\mathrm{b}=\mathrm{b}^{*}=$ non $(\mathcal{M})=\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{r}(\mathcal{M})=\omega_{1}$ および

$\mathfrak{D}=\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{f}(\mathcal{M})=\kappa$ が成り立つ.

(2) $\mathrm{B}(\kappa)$ による forcing モデルにおいて, non $(\Lambda’)=\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{r}(\lambda’)=\omega_{1}$ および $\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{f}(\Lambda^{\Gamma})=\kappa$ が

成り立つ.

残る無矛盾性証明は, 補題 27および定理 29を用いて容易に遂行できる.

補題 2.11 $\mathcal{I}$ は Borel コードの意味で absolute な $\omega^{\omega}$上の $\sigma-$イデアルを表すとする. $\mathbb{P}$

が $\mathrm{c}.\mathrm{c}.\mathrm{c}$ . で, かつ $\mathcal{I}$-positive な集合を保存するとき, $\mathbb{P}$ による forcing モデルにおいて
$(\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{r}(\mathcal{I}))^{\mathrm{V}}\leq(\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{r}(\mathcal{I}))$ が成り立つ. (V は ground モデルを表す. )

証明. $\lambda<\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{r}(\mathcal{I})$ なる $\lambda$ を任意にとる. このとき, $A\not\in \mathcal{I}$ かつ, $|B|\leq\lambda$ なる任意の $B\subseteq A$

について $B\in \mathcal{I}$ となる $A\subseteq\omega^{\omega}$ が存在する. この $A$ が, そのまま forcing 拡大において
$\lambda<\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{r}(\mathcal{I})$ を示す集合になっていることを示す.

F) は $\mathcal{I}$-positive な集合を保存するから, $|\vdash_{\mathbb{P}}$

“
$A\not\in \mathcal{I}$

” である. $|\vdash_{\mathbb{P}}‘(\dot{B}\subseteq A$ A $|\dot{B}|\leq\lambda$ ” なる
$\mathbb{P}$-name $\dot{B}$ を任意にとる. $\mathbb{P}$ は $\mathrm{c}.\mathrm{c}.\mathrm{c}$ . だから, $B’\subseteq A$ で, $|B’|\leq\lambda$ かつ $|\vdash_{\mathrm{P}}$

“ $\dot{B}\subseteq B’$ ” なる

ものがとれる. 仮定により, $B’\subseteq\hat{c}\in \mathcal{I}$ なる Borel コード $c$ が存在する. $\mathcal{I}$ の absoluteness
により,

$|\vdash_{\mathbb{P}}‘(\dot{B}\subseteq B’\subseteq(\hat{C})^{\mathrm{v}_{=\hat{c}\cap}}\mathrm{V}\subseteq\hat{c}\in \mathcal{I}$
”

すなわち $|\vdash_{\mathrm{P}}‘(\dot{B}\in \mathcal{I}$ ” となる 口

系 2.12 MA および $\omega_{1}<2^{\omega}=\lambda$ を仮定する. $\kappa$ を $\lambda\leq\kappa$ かつ $\mathrm{c}\mathrm{f}(\kappa)\geq\omega_{1}$ なる基数とす

る. このとき,

(1) $\mathbb{C}(\kappa)$ による forcing モデルにおいて, $\mathrm{b}=$ non $(\mathcal{M})=\omega_{1},$ $\mathrm{b}^{*}=\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{r}(\mathcal{M})=\lambda$ かつ

$\mathfrak{d}=\mathrm{c}\mathrm{o}\dagger(\mathcal{M})=\kappa$ が成立する.

(2) $\mathrm{B}(\kappa)$ による forcing モデルにおいて, non $(N)=\omega_{1},$ $\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{r}(N)=\lambda$ かっ $\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{f}(N)=\kappa$ が

成立する.
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$\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{v}$

$\omega_{1}-\mathrm{a}\mathrm{d}\mathrm{d}($

$N)-\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{t}^{\mathcal{M})\mathrm{h}\mathrm{r}}-\mathrm{S}(M)-\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{f}(\Lambda\Lambda)-\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{f}11|$

$N)-2^{\omega}$

$\mathrm{b}$ – $\mathrm{b}^{*}$ – $\mathfrak{d}$ $\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{r}(N)$

$(N)-\mathrm{a}\mathrm{d}\mathrm{d}(1_{\mathcal{M})}$ $\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{V}(|_{\mathcal{M})-\mathrm{n}\circ \mathrm{n}}|_{\Lambda}(()$

図 2: 拡張された Cichon’s diagram

3 Cichot’s diagram の拡張

前節の無矛盾性証明によって,
$\vee \mathrm{b}^{*},$

$\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{r}(\mathcal{M}\mathrm{I}$ および $\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{r}(N)$ は, 既に知られている基数不変
量とは異なる新しい基数であることが確かめられた.
さらに, これらの新しい基数に関して, 次のような大小関係が ZFC から証明される.

定理 3.1 (湯浅 [12]) $\mathrm{b}^{*}\leq \mathrm{s}\mathrm{h}f(\mathcal{M})$ .

以上の結果により, Cichon”s diagram に $\mathrm{b}^{*},$ $\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{r}(\Lambda 4)$ および $\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{r}(N)$ を加えて, 図 2のよ
うに拡張することができる.

それでは, 拡張された Cichon”s diagram は「完全」なのだろうか. 図 2における位置関
係から, まず疑うべきは 「 $i$) $\leq \mathrm{s}\wedge \mathrm{r}(\Lambda’)$ は ZFC で証明可能か?」という問題であるが, この
答えは「否」である.

$\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{r}(N)<\mathfrak{D}$ を満たすモデルは, Laver forcing によって構成される. (Laver forcing の定義
は [11] または [1, Definition 7.3.24] を参照せよ.) この構成においても, forcing に関する保
存定理が重要な役割を果たす.
以下, この節では特に断らない限り $\mathrm{C}\mathrm{H}$ を仮定する.

Laver forcing に関する基本的な事実を次に述べる. LT を Laver forcing notion とし, $\mathrm{L}\mathbb{T}$

の $\alpha$-stage countable-support iteration を $\mathrm{L}\mathbb{T}_{\alpha}$ で表す.

補題 3.2 (1) $\mathrm{L}\mathbb{T}$ は $\mathrm{a}\mathrm{x}\mathrm{i}\mathrm{o}\ln$ A([1, Definition 72.1]) をみたす.

(2)([11, Lemma 9]) 各 $\alpha<\omega_{2}$ について, 濃度 $\omega_{1}$ の, $\mathrm{L}\mathbb{T}_{\alpha}$ の dense な部分集合 D。が存
在する. 特に, $\alpha<\omega_{2}$ について, LT。は $\omega_{2^{-\mathrm{C}.\mathrm{C}}}$ . である.

(3) 各 $\alpha<\omega_{2}$ について, $\mathrm{L}\mathbb{T}_{\alpha}$ による forcing 拡大において $\mathrm{C}\mathrm{H}$ が成り立つ.

(4) $\mathrm{L}\mathbb{T}_{\omega_{2}}$ による forcing 拡大において, $\mathrm{b}=\omega 2=2^{\omega}$ である.

証明の要となるのは, 次の保存定理である.
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補題 33 ([1, Theoreln 7337]) 任意の $\alpha$ について, $\mathrm{L}\mathbb{T}_{\alpha}$ は外測度正の集合を保存する.

定理 3.4 $\mathrm{L}\mathbb{T}_{\omega_{2}}$ による forcing モデルにおいて, $\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{r}(N)=\omega_{1}$ が成り立つ.

証明. そうでないとすると, $P\in \mathrm{L}\mathbb{T}_{\omega_{2}}$ および $\omega^{\omega}$ の元を表す standard $\mathrm{L}\mathbb{T}_{\omega_{2}}$ -name の集合
$\dot{A}=\{\dot{f}_{\xi} : \xi<.\omega_{2}\}\text{で},$

$\cdot$

$p^{1\vdash_{\omega_{2}}}$
“ $\dot{A}\not\in \mathcal{I}\wedge\forall\delta<\omega_{2}(\{\dot{f}_{\xi} : \xi<\delta\}\in \mathcal{I})$

”

なるものが存在する.
’

$\grave{S}_{0}=$ { $\delta<\omega_{2}$ : $\forall\xi<\delta$ ( $\dot{f}_{\xi}$

. is an $\mathrm{L}\mathbb{T}_{\mathit{5}}$ -name) $\wedge \mathrm{c}\mathrm{f}(\delta)=\omega_{1}$ } とすると, $s_{\mathit{0}}$ は $\omega_{2}$ において

stationary な集合となる. $\delta\in So$ を固定せよ. 仮定および補題 3.3より, Borel コードを表
す standard $\mathrm{L}\mathbb{T}_{\mathit{6}}$-name $\dot{c}_{\mathit{6}}’$ で,

$p^{1\vdash_{\mathit{5}}}$
“ $\{\dot{f}_{\xi} : \xi<\delta\}\subseteq\dot{C}_{\delta}’\wedge$ A $\dot{c}_{\mathit{6}}’\wedge\in \mathcal{I}$

”

なるものが存在する. $\mathrm{L}\mathbb{T}$ は axiom A をみたすので, fusion argument により, $q_{\delta}\in D_{\varphi(5)}-$ お

よび Borel コ $-$ \vdash を表す standard $\mathrm{L}\mathbb{T}_{\varphi(}s)^{- \mathrm{n}\mathrm{a}}111\mathrm{e}\dot{c}\mathit{6}$ を,

(1) $q_{\delta^{1\vdash_{\mathit{5}}}}(‘\dot{c}_{\delta}=\dot{C}_{\mathit{5}}’,$

,

(2) $\dot{c}_{\mathit{6}}$ を構成する antichain はすべて可算

なるように構成できる. ところで, $\mathrm{c}\mathrm{f}(\delta)=\omega_{1}$ であるから, $\varphi(\delta)<\delta$ を, $q_{\mathit{5}}\in \mathrm{L}\mathbb{T}_{\varphi(\mathit{6})}$ かつ, $\dot{c}_{\delta}$

が $\mathrm{L}\mathbb{T}_{\varphi(\mathit{5})}$ -nammme となるようにとることができる.
$\varphi$ は $S_{0}$ から $\omega_{2}$ への regressive function となる. $\omega_{2}$ 上の Fodor’s lenlma( $[9$ , Lemma 6.15])
によって, $\gamma<\omega_{2}$ および $\omega_{2}$上の stationary set $S_{1}\subseteq So$ で, 任意の $\delta\in S_{1}$ に対して $\varphi(\delta)=\gamma$

なるものがとれる. さらに) $|D_{\gamma}|=\omega_{1}$ より, 濃度 $\omega_{2}$ の $S_{2}\subseteq S_{1},$ $q\in D_{\gamma}$ , Borel コードを表
す standard $\mathrm{L}\mathbb{T}_{\gamma}$ -name $\dot{c}$ で, 任意の $\delta\in S_{2}$ について $|\vdash_{\gamma}$

“
$\dot{c}=\dot{c}_{\mathit{5}}$

” かつ $q=q_{\delta}$ なるものが

とれる.

ここで, $q|\vdash_{\omega_{2}}\zeta‘\hat{\dot{c}}\in \mathcal{I}$
” である. 仮定により, $P|\vdash_{\omega_{2}}$

“ $A\not\in \mathcal{I}$
” であるから, $r\leq q$ および

$\eta<\omega_{2}$ を, $r|\vdash_{\omega_{2}}$
“

$\dot{f}_{\eta}\not\in\hat{\dot{c}}$
” なるようにとれる. ところが, $S_{2}$ は $\omega_{2}$ において unbounded な

ので, $\delta\in S_{2}$ で, $\delta>\eta,$ $r\in \mathrm{L}\mathbb{T}_{\mathit{5}}$ かつ $\dot{f}_{\eta}$ がし T5-11ame となるような $\delta$ が存在する. この $\delta$

について,
$q^{1\vdash_{\mathit{5}}}$

“ $\{\dot{f}_{\xi} : \xi<\delta\}\subseteq\hat{\dot{C}},$

,

であるが, これは $q^{1\vdash_{\grave{6}}}$
“ $.i_{\eta}\in\hat{\dot{c}}$

” を意味するので, 矛盾である ロ

系 35 $\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{r}(N)<\mathfrak{D}$ は ZFC 上無矛盾である.
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4 \swarrow 上の組合せ論的性質との関連

Baire 空間における $\sigma-$イデアル $\mathcal{K}$ が, $\mathrm{b}$ および $\mathfrak{D}$ という組合せ論的な基数と関係してい
ることは, 既に述べた通りである. これと同様に, meager イデアル $\mathcal{M}$ から定義される基数
のうち, non $(\mathcal{M})$ および $\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{r}(\mathcal{M})$ の 2つについても, 次の定理によって \mbox{\boldmath $\omega$}\mbox{\boldmath $\omega$}上の組合せ論と
関連づけられている.

定理 4.1 (Miller-Bartoszynnski [1, Theorems 24.1 and 24.7])

(1) non(A4) は, $F\subseteq\omega^{\omega}$ で「任意の $f\in\omega^{\omega}$ に対し, $g\in \mathcal{F}$ で, 無限個の $n<\omega$ に対して
$f(n)=g(n)$ なる $g$ が存在する」ような $F$ の最小濃度に–致する.

(2) cov(A4) は, $\mathcal{F}^{\cdot}\subseteq\omega^{\omega}$ で「任意の $f\in\omega^{\omega}$ に対し, $g\in F$ で, 有限個を除くすべての
$n<\omega$ に対して $f(n)\neq g(n)$ なる $g$ が存在する」ような $\mathcal{F}^{\cdot}$ の最小濃度に–致する.

この定理を見ると, non $(\mathcal{M})$ および $\mathrm{c}\mathrm{o}(\mathcal{M})$ の組合せ論的な特徴づけが, それぞれ $\mathrm{b},$ $7$)

の定義によく似ていることに気付く. $\mathrm{b},$ $\mathfrak{D}$ については, 事実 Ll により, イデアル $\mathcal{K}$ を用い
て表されるのであった. そこで, non $(\mathcal{M}),$

$\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{v}(-\mathcal{M})$ についても, $\mathcal{M}$ とは別の, 組合せ論的に
定義されるイデアルによって表現可能であることが自然に予想される.

定義 42 $f\in\omega^{\omega}$ に対し,

$E_{f}=$ { $g\in\omega^{\omega}$ : 有限個を除くすべての $n<\omega$ に対して $f(7l)\neq g(77)$ }
とおく. 各 $f\in\omega^{\omega}$ に対する $E_{f}$ の形の $\omega^{\omega}$ の部分集合の可算和全体で生成される $\sigma-$イデ
アルを $\mathcal{E}D$ で表す.

$E_{f}$ の形の集合をそのまま集めたのでは, \swarrow 上のイデアルの基底をなさない. 実際, $E_{f}$ の

形の集合全体は, 可算和はもとより 2つの和ですら閉じていないことが容易に確かめられる.
記号 $\mathcal{E}D$ は “eventually different ideal” の略である.

補題 4.3 (1) $\mathcal{K}\subseteq W\subseteq \mathrm{A}4$ .

(2) non $(W)=\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{n}(\mathcal{M})$ .

(3) $\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{v}(w)=\mathrm{c}\circ(\mathcal{M})$ .

証明. (1) $\mathcal{K}\subseteq W$ は明らか. 任意の $f\in\omega^{\omega}$ について $E_{f}\in \mathcal{M}$ であるから, $\mathcal{E}D\subseteq \mathcal{M}$ であ
る. また,

$H=\{g\in\omega^{\omega} : \forall n\in\omega(g(2n)=0)\}$

とおくと, $H\in \mathcal{M}\backslash \alpha$) である.

(2) $\alpha)\subseteq \mathcal{M}$ より non(D) $\leq$ non $(\mathcal{M})$ は明らか. また, $F\not\in \mathcal{E}D$ なる任意の $F$ は定
理 4.1(1) の要件をみたすので, non $(\mathcal{M})\leq$ non(D) である.

(3) $\mathcal{E}D\subseteq \mathcal{M}$ より $\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{v}(\mathcal{M})\leq \mathrm{C}\mathrm{O}\mathrm{V}(\mathcal{E}D)$ は明らか. また, $F\subseteq\omega^{\omega}$ が定理 4.1(2) の要件をみ
たすならば, $\cup\{E_{f} : f\in F\}=\omega^{\omega}$ となるので, $\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{v}(w)\leq \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{v}(\mathcal{M})$ である 口

残念ながら, add $(W)$ や $\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{f}(W)$ については, 意味のある結果は得られない.
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命題 4.4 add $(W)=\omega_{1}$ かつ $\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{f}(w)=2^{\omega}$ である.

証明. これらの証明においては, 次の補題が本質的である.

補題 45 $\lambda\geq\omega_{1}$ とする. $\{f_{\alpha} : \alpha<\lambda\}\subseteq\omega^{\omega}$ は, $\alpha\neq\beta$ なる任意の $\alpha,$ $\beta<\lambda$ に対して,

無限個の $n$ について $f_{\alpha}(n)\neq f_{\beta}(n)$ であるとする. このとき, 任意の $\omega^{\omega}$ の元の可算列
$\{g_{i} : \dot{x}<\omega\}$ に対して, 次をみたす $h\in\omega^{\omega}$ が存在する:

(1) 有限個を除くすべての $n<\omega$ について $h(n)\neq f_{\alpha}(n)$ なる $\alpha<\lambda$ が存在する.

(2) すべての $i<\omega$ について, $h(n)=g_{i}(n)$ なる $\uparrow?<\omega$ が無限個存在する.

証明. まず, 「各 $i<\omega$ に対して, $f_{\alpha}(n)\neq g_{\dot{x}}(n)$ なる $n<\omega$ が無限個存在する」ような
$\alpha<\lambda$ が存在することを示そう. そうでないとすると, 各 $\alpha$ について, $i_{\alpha}<\omega$ が存在して,
有限個を除くすべての $n<\omega$ についてん $(n)=g_{i_{\alpha}}(n)$ となる. このとき, $\alpha<\beta<\lambda$ で,
$i_{\alpha}=i_{\beta}$ なるものが存在するが, これは有限個を除くすべての $n<\omega$ について $f_{\alpha}(n)=f_{\beta}(n)$

なることを意味するので, 矛盾である. $\iota$

このような $\alpha$ を選んで固定する. このとき, 互いに素な $\omega$ の無限部分集合の可算列
$\{X_{i} : i<\omega\}$ で, 「各 $i<\omega$ に対して, すべての $n\in X_{i}$ について $f_{\alpha}(n)\neq g_{\mathrm{i}}(n)$ 」なるも

のがとれる. $h\in\omega^{\omega}$ を,

$h(n)=\{$
$g_{i}(n)$ ある $i<\omega\iota_{arrow}^{arrow}\mathcal{D}\iota\backslash arrow Tn\in$ んなるとき

$f_{\alpha}(n)+1$ それ以外のとき

によって定めれば, $h$ は補題の条件 (1) (2) をみたす. 口

$\{f_{\alpha} : \alpha<2^{\omega}\}\subseteq\omega^{\omega}$ を, 上の補題の仮定をみたずように選ぶことができる. 補題により,
$\cup$ { $E_{f}$。: $\alpha<\omega_{1}$ } $\not\in W$ であるから, add(D) $=\omega_{1}$ である. また, 補題により, $\mathcal{E}D$ の 1つの

元では, { $E_{f}$。: $\alpha<2$“} の元のうち可算個しか覆うことができない. したがって, $\mathcal{E}D$ の基

底の濃度は $2^{\omega}$ でなければならない. すなわち $\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{f}(\mathcal{E}\mathcal{D})=2^{\omega}$ である 口

イデアル $\mathcal{E}D$ についても, $\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{r}(\mathcal{E}D)$ なる基数を考えることができる. 定理 24 により,
non $(W)\leq \mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{r}(\epsilon D)\leq 2^{\omega}$ であるが, non $(W)<\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{r}(\alpha))$ および $\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{r}(\mathcal{E}\mathcal{D})<2^{\omega}$ は無矛盾だ

ろうか. $\mathcal{E}D$ が Borel コードの意味で absolute であることは容易にわかるので, 次の補題に
よって両方の無矛盾性が示される.

補題 46任意の無限集合垣こついて, $\mathbb{C}(I)$ は W-positive な集合を保存する.

証明. $\mathbb{C}=\mathbb{C}(\omega)$ が $\mathcal{E}D$-positive な集合を保存することを示せば十分. そうでないとせよ.

すると, $Po\in \mathbb{C},$ $W$ に含まれない $\omega^{\omega}$ の部分集合 $F$ および $\omega^{\omega}$ の元を表す $\mathbb{C}$-name の列
$\{\dot{g}_{i} : i<\omega\}-\tau$ ,

$po^{1\vdash_{\mathbb{C}}}$
“

$\tau\subseteq\cup\{E_{\dot{g}i} : i<\omega\}$
”
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なるものが存在する. 各 $P\leq po,$ $i<\omega,$ $n<\omega$ に対し, $\mathcal{F}_{i,n}^{p}\subseteq F$ および $g_{i}^{p}\ovalbox{\tt\small REJECT}\in\omega^{\omega}$ を

$F_{i,n}^{p}$ $=$ $\{f\in F : p|\vdash_{\mathbb{C}}\forall m\geq n(f(m)\neq\dot{g}_{i}(m))\}$ ,
$g_{i}^{p}(m)$ $=$ $\mathrm{l}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{n}\{k\in\omega : \exists q\leq p(q^{1\vdash}(\mathrm{c}\dot{g}.i(m)=k)\}$

により定義する. このとき, 各 $p\leq p_{0},$ $i<\omega,$ $n<\omega$ について $\mathcal{F}_{i,n}^{p}\subseteq E_{g_{i}^{p}}$ が成り立つので,

$F=\cup$ { $F_{i,n}^{p}$ : $p\leq p\mathrm{o}$ A $i<\omega\wedge n<\omega$} $\subseteq\cup\{E_{g_{i}^{p}} : p\leq p\mathrm{o}\Lambda i<\omega\}$

となる. $\mathbb{C}$ は可算なので, $F$ は $\mathcal{E}D$ の元となり, 矛盾である ロ

系 47MA および $2^{\omega}=\lambda$ を仮定する. $\kappa$ を $\lambda\leq\kappa$ かつ $\mathrm{c}\mathrm{f}(\kappa)\geq\omega_{1}$ なる基数とする. こ

のとき, $\mathbb{C}(\kappa)$ による forcing モデルにおいて, non $(W)=$ non $(\mathcal{M})=\omega_{1}$ , sh $\mathrm{r}(\mathcal{E}D)=\lambda$ かつ
$\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{f}(\mathcal{M})=2^{\omega}=\kappa$ が成立する.

ところで, non $(\mathcal{I})$ および $\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{r}(\mathcal{I})$ の定義においては, 実は $\mathcal{I}$ がイデアルであることは本質
的でない. そこで, イデアル $\mathcal{E}D$ を用いる代わりに, 次のような基数を考えることもできる.

$\bullet$ 河: $F\subseteq\omega^{\omega}$ で, すべての $f\in\omega^{\omega}$ について $\mathcal{F}\not\subset E_{f}$ なる $F$ の最小濃度.

$\bullet$
$i\mathfrak{e}^{*}:$ $\text{「}F\subseteq\omega^{\omega}$ について, 任意のの $f\in\omega^{\omega}$ に対して $\mathcal{F}\not\subset E_{f}$ ならば, 常に $\mathcal{G}\subseteq \mathcal{F}$ で,
$|\mathcal{G}|\leq\lambda$ かつ, 任意の $f\in\omega^{\omega}$ に対して $\mathcal{G}\not\in E_{f}$ なるものが存在する」ような基数 $\lambda$

の最小値

もちろん, 定理 4.1によって河 $=$ non $(\mathcal{M})$ であるから, $i\mathrm{e}$ の定義そのものに意味はなく,
$\mathrm{b}^{*}$ のアナロジーで $i\mathfrak{e}^{*}$ を定義するために, 形式的に ie という記号を導入したまでである.
ところが, こうして定義された基数 $i\mathfrak{e}^{*}$ は, 次に示すように, 自明なものになってしまう.

したがって, $\mathcal{E}D$ を単に $E_{f}$ たちの集まりとするのでなく, $\sigma-$イデアルになるように拡張し
て定義したことが, 実は本質的だったということになる. 次の命題は湯浅氏の指摘による.

命題 48 $i\mathfrak{e}^{*}=2^{\omega}$ .

証明. $A$ を, $\omega$ 上の maximal ahnost disjoint family で, $\cup A=\omega$ なるものとする. ([9,
Theorem 13] により, このような $A$ は存在する) $\mathcal{F}=\{f\in\omega^{\omega} : \exists A\in A(\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}(f)\subseteq A)\}$

とおく. この $F$ が $\mathrm{i}\mathrm{e}^{*}=2^{\omega}$ を示す集合であることを確かめる.
まず, 任意の $g\in\omega^{\omega}$ に対し, $f\in F$ で, $f\not\in E_{g}$ なるものが存在することを示す. ran $(g)$

が有限の場合は, ある $k<\omega$ について $g^{-1}(\{k\})$ が無限集合となるので, $\cup A=\omega$ より明ら
か. ran $(g)$ が無限の場合は, $A\in A$ で, $A\mathrm{n}_{\mathrm{r}}\mathrm{a}\mathrm{n}(g)$ が無限集合となるものが存在するので,
やはり求める $f$ を $F$ の中から選べる.

次に, $\mathcal{G}\subseteq \mathcal{F}^{\cdot}$ で, $|\mathcal{G}|<2^{\omega}$ なるものを任意にとる. このとき, $A$ がmaximal allnost disjoint
falnily であることから, $\omega$ の無限部分集合 $B$ で, すべての $f\in \mathcal{G}$ について $B\mathrm{n}_{\mathrm{r}\mathrm{a}}\mathrm{n}(f)$ が

有限になるものが存在する. $h$ を $\omega$ から $B$ への 1対 1関数とすると, $\mathcal{G}\subseteq E_{h}$ となる ロ
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5 問題

系 35により, 拡張された Cichot’s diagram(図 2) に現れる基数の間の大小関係のうち,
2項間の関係については, すべての可能性が調べられたことになる. しかしながら, 次の意

味で, 拡張された Cichon’s diagram は「完全」であるか, という問題はまだ残っている.

問題 5.1 $2^{\omega}=\omega_{2}$ のもとで, 拡張された Cichot’s diagram に矛盾しないような, 基数の値

のあらゆる可能な組み合わせについて, それをみたすような ZFC のモデルは構成できるか?

$\mathrm{b}^{*},$ $\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{r}(\mathcal{M})$ および sh $\mathrm{r}(N)$ も含めた基数の値の可能な組み合わせで, [2] の結果から直ち
にモデルが得られないものは 38通りある. これらのうち, およそ半分については, 定理 29

および定理 34の手法を–般化することにより, すでに知られている forcing に関する保
存定理を利用してモデルを構成することができる. しかし, 残りの組み合わせについては,

ZFC に矛盾する可能性もあるし, モデルが存在するにしても, その構成には本稿で述べたも
のとは異なる新たな手法が必要になると思われる.
次に, イデアル $\mathcal{E}D$ に関する問題を示す. $\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{r}(w)$ が non $(W),$ $\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{f}(W)(=2")$ のどちらと

も異なることは系 47によって示されているが, この結果を見ると, Cohen forcing に関し
ては $\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{r}(w)$ は $\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{r}(\mathcal{M})$ と同じような挙動を示していることに気づく. そこで, 次のような

問題が考えられる.

問題 52 $\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{r}(\xi D)=\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{r}(\mathcal{M})$ であるか?

あるいは, –歩譲って,

問題 53 $\mathrm{b}^{*}\leq \mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{r}(w)$ であるか?

これは, non $(W)=$ non $(\mathcal{M})$ や $\mathrm{b}^{*}\leq \mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{r}(\mathcal{M})$ を考えると, 自然な予想であるようにも思

えるが, 実はそれほど自明ではない. $\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{r}(\mathcal{I})$ については, イデアルの包含関係と基数の大小

との間には直接の関係がないからである.
ともかく, $\mathcal{E}D$ と $\Lambda 4$ の関係を調べることは, $\Lambda\Lambda$ の組合せ論的な性質を明らかにすること

につながるので, 大いに興味深い問題である.
$\mathrm{b}^{*}$ の性質については, 本稿に述べた結果以外にもいくつかの結果が明らかになっている

ほか, 未解決の問題も残っている. それらについては [8] および [12] を参照されたい.
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