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1GFSR(Generalized Feedback Shift Register) $\grave{/}\#\backslash$

2値 0,1をとる系列 $\{a_{0}, a_{1}, \cdots\}$が次の 2つの条件を満たす時, この列を最大周期列 (maximum-

length linear feedback shift register sequence, 略して m-系列) という.

(i) 次の $P$次の線型漸化式に従う列である : $a_{i}=h_{1}a_{i1}-+h_{2}a_{i-2}+\cdots+h_{p}a_{i-p}$ mod 2,
ここに $h_{p}=1,$ $h_{k}$ は $0$ または 1 $(1 \leq k\leq p-1),$ $i=p,p+1,$ $\cdots$ .

(ii) 初期値 $a_{0},$ $a_{1},$ $\cdots,$ $a_{p-1}$ をすべて $0$ ではないように与えた時, 周期は最大値 $2^{p}-1$ である.

2値系列 $\{a_{i}\}$ が $m$-系列であるための条件は (i) に示した漸化式の特性多項式 $x^{p}+h_{p-1^{X}}p-1+$

. . . +1が $\mathrm{G}\mathrm{F}(2)$ 上の原始多項式であることである.
GFSR法とは, 上の漸化式で $a_{i}$ を word長の vector として生成した vector列を擬似一様乱数と
して使用するものである. 従って, その各 b旧よ同じ漸化式を満たす $m$-系列となり, 最上位 bit に
ついても例外でないことに注意したい.

2 三項漸化式の非乱数性

$m$-系列は擬似乱数としての周期全体にわたるいくつかの望ましい性質をもつ. 特に $\mathrm{G}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{b}[2]$

によって指摘された randomness の次の 3つの要請, すなわち, (a) $0$ と 1の個数の balance, (b) 連
の長さの分布, (c) two-leveled auto-correlation, を満たしている. 上述のように, 2値m-系列は
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$\mathrm{G}\mathrm{F}(2)$上の原始多項式を特性多項式として生成されるが, その生成効率の観点から項数が最少で
ある原始 3項式を用いて, Lewis and Payne [6] によって実際的な生成 algorithmが提案された. こ

の方法は TLP法とも呼ばれ, 乗算型線形合同式法の本質的な欠陥 (超格子構造をもつこと) の指
摘もあって, その優位性が注目され, 広く使われていると思われる.
この TLP 法は, しかしながら統計的検定に関する著者達の実験では, ほとんど常に $\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{j}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}$ され

る. それは, 後でより正確に述べることとするが,「原始 3項式による $m$-系列では $0$ の個数が期.
待値よりも多すぎる部分列があり, 1についてはそうではない」 と要約される非対称の性質を持
ち, TLP 列の most significant bit にこの性質が直接に反映するという事実による. この報告の
目的は, 2つの tuple 間の重みの推移を, すなわち部分列の性質を, 重み伝達関数の導入に $.\epsilon \mathrm{f}.\cdot\supset.\text{て}$

解析し, その欠陥をより明確にするものである. .

以下, 具体的に述べる.
$\{a_{i}\}--a_{0},$ $a1,a2,$ $..,$ $a_{N-1}$ (1)

を $0$ または 1の値をとる周期 $N$のm-系列とし,

$g(X)=X^{\mathrm{p}}+X^{q}+1$ , (2)

ここに $p>2q1$ , を列 (1) の $GF(2)$上の特性多項式 (原始 3項式) とする 2. このとき, m-系列
(1) は $P=2^{p}-1$ の周期を持ち, つぎの漸化式をみたす :

$a_{n+p}+a_{n+q}+a_{n}=0$ mod 2. (.3)

次に, $A_{n,M}$ を (1) の第 $\mathrm{n}$ 項から始まる $M$-tuple とする : $A_{n,M}=\{a_{n}, a_{n+}1, .., a_{n+}M-1\}$ , そして
$w(A_{n,M})$ をこの $M$-tuple の we ight, すなわち 1の個数とする : $\sum_{k=}^{M-1}\mathrm{o}an+k$ , ここに添字 $n+k$は

周期を法としてとることとする.
さて, この $m$-系列が真の 2値乱数列であるとすると, 次の 2つの性質 (p1) と (p2) をもつことが

期待される.

(p1) $W$ を $M$-tupleの重みを表す確率変数とすると, Wの確率密度関数は次の二項分
布に従う :

Prob$(W=k)=Bi \psi,1/2=(\frac{1}{2} )M$ . (4)

ここに,

(p2) 互いに素な任意の 2つの $M$-tuple の重みは統計的に独立である.

次の定理は重みの分布に関して情報を与える :
[定理 $\mathrm{A}$ ] (例えば, $\mathrm{G}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{b}[2],$ $\mathrm{p}\mathrm{P}^{4344}.-$ を参照) 周期 $2^{p}-1$ の任意の $m$-系列において, 長さ

$M$の bit patternの 1周期における出現回数は, すべて $0$ の pattern についてぽ $2^{p-M}-1$ , そ
うでない pattern については $2^{p-M}$である, ここに $1\leq M\leq P$ .

$1q>P/2$ の場合を考える必要はない :(2) の相反 3項式 $X^{\mathrm{p}}\cdot g(1/X)$ は再び原始的であって, この 2つは順序が逆で
同じ列を生成する. ....

2実用上の目的からここでは p は $89\leq P\leq 1279$ の範囲のMersenne指数とする ( $\mathrm{Z}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{r}[7]$, Bright and $\mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{n}[1]$

を参照)
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この定理で述べているのは, しかしながら, $M\leq p$の場合の出現回数についてだけであって, そ
の出現順序についてではない. そして事実, 上にのべた (p2) は成立していないことが次のような
方法で簡単に確かめられる : $M\geq P$ に対して列 (1) から $\mathrm{N}$個の引き続いた, 互いに素なM-tuples:
$A_{\mathit{0},M},$ $A_{M,M},$ $..,$ $A(N-1)M,M$を取り出す. こうして得られる重み分布のヒストグラムと期待分布 (4)
を比較することにより, 系統的偏りがほとんどいつでも検出できる. そこでは観測した実測分布
の殆どは 2項分布に比べて–般的に,「左の尾が長く, 左肩は痩せ, 右肩は太り, 右尾はない」形
をもち, skewness を表わす 3次moment は負である 3. 言葉を換えれば, 隣り合う 2つの $P^{-\mathrm{t}\mathrm{u}}\mathrm{P}\mathrm{l}\mathrm{e}$ の

遷移が uniformでないということになる.

3 $\mathrm{P}$-tupleの重みの推移における平均的振舞いの解析

ここでは, 重み伝達関数を導入し, それを用いて $M=p$の場合の前節でのべた偏りを解析する.

[定理 $\mathrm{B}$ ] $f(r)$ を $w(A_{n,p})=r$ であるときの $w(A_{n+p,p})$の平均値とする. ここに, $r\in[1:p]$ . こ

のとき,

$f(r)= \frac{r}{(p-1)(p-2)}\{4\lambda r^{2} - 2((1+2\lambda)p - 2(1-\lambda))r+(2+\lambda)p^{2}-(4-\lambda)p+2\lambda\}$, (5)

ここに, $\lambda=q/p(0<\lambda<1/2)$ .

[証明] 次節定理 Cの証明に含まれるので省略する. ただし, この場合の遷移行列 $T$を掲げておく :
$P$-tuple $A_{n,p}$を列べクトルとする. 漸化式 (3) から, 次式が成立する.

$A_{n+p,p}=T\cdot A_{n,p}$ mod 2, (6)

ここに, $T$は次の形をもつ $(p\mathrm{x}_{P})$行列である.

$T=$

4 原始 $t$項式 $(t\geq 3)$ へのweight transfer function の導入

$[\mathrm{G}\mathrm{F}(2)]^{p}$上の 2つの vector を考える :
3この偏りは tuple の長 6 $M=\alpha\cdot p,$ $(1<\alpha<\sim 20)$ でいつでも観測される.
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$\mathrm{t}=(t_{0}, t1, \cdot*\cdot,t-1)p$
’

$\mathrm{x}=(x_{\mathit{0}}, x_{1}, \cdots, X)p-1\cdot$

.

ここに各要素はすべて $0$ または 1. この内積 t $\mathrm{x}$ を次のように定義する :
$p-1$

$\mathrm{t}\cdot \mathrm{x}=\sum_{i=0}$ tixi mod 2.

また, vector a の重み (要素中の 1 $\text{の個数}$ ). を $w(\mathrm{a})$ で表す. このとき, 次の定理がなりたつ.

[定理 $\mathrm{C}$ ] ([3]参照) $w(\mathrm{t})=\nu$ , $w(\mathrm{x})=r,$ $1\leq\nu\leq p,$ $1\leq r\leq p$ とし, $\mathrm{x}$ は, その weightが $r$

であるようなすべての bit pattern を平等に確からしくとる random vector とする. この時,
内積 t. $\mathrm{x}$ の期待値 $\mathrm{E}(\mathrm{t}\cdot \mathrm{x})$ は次のように求められる 4.

$\mathrm{E}(\mathrm{t}\cdot \mathrm{x})=\frac{1}{\prod_{k=0}^{\nu-1}(p-k)}\sum_{l=1,3,5,\leq\nu}\ldots\{=\prod_{k0}^{\iota_{-}1}(r-k)\mathrm{I}\{^{\nu-\iota-}=\prod_{k0}^{1}(p-r-k)\}$

$= \frac{1}{(\begin{array}{l}pr\end{array})}3,\sum_{\iota=1,5,\leq\nu}\cdots$ .

但し, 積記号 $\prod_{k=0}^{*}$ において, $*<0$ の場合には, この積の値は 1とする.

[証明 1] $w(\mathrm{x})=r$であって, $x$ のどの要素についても, その要素が 1である確率は $r/p$である
ことに注意する. はじめに, $\nu=2,3$ の場合について考え, それを–般化する.

i) $\nu=2$ の場合.
$\mathrm{t}$ の要素のうち, 1である要素を $t_{i_{1}},$ $t_{i_{2}}$ とする.

$x_{i_{1}}$ または $x_{i_{2}}$ のどちらかだけが 1である確率は $\frac{r}{p}\mathrm{a}_{\frac{-r}{-1}}p$ . $\text{これが}\mathrm{E}(\mathrm{t}\cdot \mathrm{X})$ である.

ii) $\nu=3$ の場合.
$\mathrm{t}$ の要素のうち, 1である要素を $t_{i_{1}},$ $t_{i_{2}},$ $t_{i_{3}}$ とする.

$x_{i_{1}},$ $xi_{2},$ $xi_{3}$のうち, ひとつだけが 1である確率は $\frac{r}{p}\frac{p-r}{p-1}\frac{p-r-1}{p-2}$ .
$x_{i_{1}},$ $xi_{2},$ $xi_{3}$の 3つが共に 1である確率は $\frac{r}{p}\frac{r-1}{p-1}\frac{r-2}{p-2}$ . これらの和が E(t $bfx$ ) である.

iii) $\nu=\nu$ の場合について, 次のように書き下すことができる: $\mathrm{t}$ の要素のうち, 1であ
る要素を $t_{i_{1}},$ $t_{i_{2}},$ $\cdots,$ $t_{i_{\nu}}$ とする.

$x_{i_{1}},$ $x_{i_{2}},$ $\cdots,x_{i_{\nu}}$のうち, どれかひとつだけ 1である確率は

$\frac{r}{p}\frac{p-r}{p-1}\frac{p-r-1}{p-2}\ldots\frac{p-r-(\nu-2)}{p-(\nu-1)}$ .

$x_{i_{1}},$ $x_{i_{2}},$ $\cdots,$ $x_{i_{\nu}}$のうち, 3つだけ 1である確率は

4ここで, 二項係数
$n>0$ .
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$(_{3}^{\mathcal{U}}) \frac{r}{p}\frac{r-1}{p-1}\frac{r-2}{p-2}\frac{p-r}{p-3}\frac{p-r-1}{p-4}\ldots\frac{p-r-(\nu-4)}{p-(\nu-1)}$ .

こうして,
$x_{i_{1}},$ $x_{i_{2}},$ $\cdots,$ $x_{i_{\nu}}$のうち $l$ (odd, $\leq\nu$ )個だけ 1である確率は

$\cdot\frac{r}{p}\frac{r-1}{p-1}\ldots\frac{r-(l-1)}{p-(l-1)}\frac{p-r}{p-l}\frac{p-r-1}{p-l-1}\ldots\frac{p-r-(_{\mathcal{U}}-^{\iota-1})}{p-(\nu-1)}$

$= \frac{1}{\prod_{k=\mathrm{o}(-k}^{\mathcal{U}-}1p)}\prod_{k=0}^{\iota_{-}1}(r-k)\nu k=-\iota_{-}\prod_{0}^{1}(p-r-k)$ .

. $\mathrm{E}(\mathrm{t}\cdot \mathrm{x})$ は上式の $l=1,3,5,$ $\cdots\leq\nu$についての総和である.

(証明終)

[別証] $t$ の要素のうち, 1である要素を $t_{i_{1}},$ $t_{i_{2}},$ $\cdots,t_{i_{\nu}}$ とする.

これらの $\nu$ 個の bit のうちから, 1を入れるべき垣固の bit を選び出す場合の数は
し, $l\leq\nu$ . $(p-\nu)$個の bit のうちから, ( $r$ –l個ある残りの 1を入れるべき) $r-l$ 個の bit
を選び出す場合の数は
の bit を選び出す場合の数

(証明終)

さて, ここで $\mathrm{E}(t\cdot \mathrm{x})$ を ( $p$ を fix した時の) $r,$ $\nu$の関数として考え,

$h_{p}(r, \nu)=\mathrm{E}(\mathrm{t}\cdot \mathrm{x})$

とする. このとき, 次の補題が成り立つ :
[補題 1] $p,$ $r,$ $\nu$を正整数, $1\leq\nu\leq P,$ $1\leq r\leq P$ であれば, $h_{p}(r,\nu)=h_{p}(\nu, r)$ .

[証明] 次式が成立する;

$h_{p}(r, \nu)=\frac{1}{p!}\sum_{\nu l=1,3,5,\leq}\ldots\frac{\nu(\nu-1)\cdots(\nu-^{\iota+}1)\cdot r(r-1)\cdots(r-\iota+1)\cdot(p-\nu)!(p-r)!}{(p-r-\nu+l)!l!}$ .

これから, $\sum$の右側は\nu , について対称であることが分かる. さて $\nu=r$ の時は明らか.

$\nu<r$ と仮定すると

$h_{p}(r, \nu)-h_{\mathrm{p}}(\nu, r)$ $=$
$\iota=1,\sum_{3,5,\leq\nu}\ldots\{\cdot\cdot.\cdot.\}-\sum_{\leq\iota=1,3,5,r}\ldots\{\cdot\cdot\}$

$=$
$- \sum_{\mathrm{o}\nu<l\leq\Gamma,l:\mathrm{d}\mathrm{d}}\{\cdots\}$

.

$\{$ . . . $\}$ について次式が成立する.
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(1) $(p-\nu)!\geq 0$ , $(p-r)!\geq 0$ .

(2) $\nu(\nu-1)\cdots(\nu-l+1)$ については $\nu-l<0$ から $\nu-l+1<1$ . 従って $\nu(\nu-1)\cdots(\nu-$

$l+1)=0$ .

(3) $(p-r-\nu+l)!$ については $\nu-l<0$ から $p-r-(\nu-l)>p-r>0$ .
従って $(p-r-\nu+l)!>0$ .

こうして\Sigma v $<l\leq r,$
$\iota:\mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{d}\{\cdots\}=0$ . $\nu>r$ の時も全く同様に証明できる.

(証明終)

$h_{p}(r, \nu)$ では, Hよ 1から $P$ までの整数値をとるが, 以後しばらくの間, 関数の振舞いを調べるた
め, $r$は同範囲の連続値をとるものとしよう. 更に, 定義域 値域ともに $(-1/2,1/2)$ とするため

に, 次のように $h_{p}(r, \mathcal{U})$ を再定義する :
$y_{p}(x, \nu)=hp((X+\frac{1}{2})p, \nu)-\frac{1}{2}$ .

すなわち,

$y_{p}(X, \mathcal{U})=\frac{1}{\prod_{k=}^{\nu-1}\mathrm{o}(p-k)}[_{\iota=1},3,\sum 5,\cdots\leq vf-\{(\frac{1}{2}+x)p-k\}^{\mathcal{U}-}\prod_{=}\{-1(\prod_{k=0k0}^{1}\frac{1}{2}-X)p-k\}]l-\frac{1}{2}$ .

この時, 次の補題が成立する.

[補題 2] $y_{p}(x, \nu)$ は, 偶関数 ( $\nu:\mathrm{e}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{n}$ の時), または奇関数 ( の時) である.

[証明] 次式が成立することに注意する (その証明はたとえば $\mathrm{K}\mathrm{n}\mathrm{u}\mathrm{t}\mathrm{h}[4],$ $\mathrm{P}^{5}8.$ ) :

$\sum_{l=0,1,2\cdot\cdot\nu},\cdot=$ . (7)

$z_{P}(x, \nu)=yp(x, \nu)+1/2$ とおく. 更に\nu --1 $=l’$ とおくと,

$=$ , $\prod_{k=0}^{l-1}=\nu-\iota\prod_{k=0}’-1$ , $\nu-\iota-k=\prod_{0}^{1}=l’-1k=0\prod$

であるから, 次の $(\mathrm{i}),(\mathrm{i}\mathrm{i})$ が成立する :
(i) $\nu$ :even の時, $l=1,3,5,$ $\cdots,$ $\nu-1$ に対応して $l’=\nu-1,$ $\nu-3,$ $\cdots,$

$1$ .
故に $z_{p}(-x, \nu)=z_{P}(X, \nu)$ , すなわち $y_{p}(-x, \nu)=y_{p}(x, \nu)$ .

(ii) $\nu$ :odd の時, $l=1,3,5,$ $\cdots,$
$\nu$に対応して $l’=\nu-1,$ $\nu-3,$ $\cdots,$

$0$ .

こうして,

$z_{p}(x, \nu)+Z_{p}(-X, \nu)=\frac{1}{\prod_{k=0}^{\mathcal{U}-}1(p-k)}\sum_{vl=1,,2,3,\cdot\leq}..,\prod_{=}^{l-1}\{(\frac{1}{2}+x)p-k\}\nu-\prod_{k=0}^{1}\{-(\frac{1}{2}-X)p-k\}l$
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$=\perp$

が成立する. 何故ならば, 右辺は\nu 次の多項式, 従って異なる $\nu+1$個の $x$ に対して 1であれ
ば, これは恒等的に 1となる. ところで等式 (7) から, $-1/2\leq x\leq 1/2$ に対応する $r(0\leq$

$r/p\leq 1)$ のうちから $p+1$個の異なる値 : $r=0,1,2,$ $\mathrm{d}ots,P$ を選ぶことができて補題が成立.

更に, $p+1\geq\nu+1$ であるから証明できた.

(証明終)

さて, 関数 $y_{p}(x, \nu)$ がどのような関数であるかを具体的に知ることが重要であるが, 次のような
簡潔な漸化式がなりたつ.

[定理 $\mathrm{D}$ ] 任意の $0<p,$ $\nu$ と任意の $x$ に対して, 次の漸化式が成り立つ.

$y_{p}(x, \nu+1)+\frac{2px}{p-\nu}\cdot yp(x, \nu)+\frac{\nu}{p-\nu}\cdot y_{p}(x, \nu-1)=0$ ,

$y_{\mathrm{p}}(X, 1)=x$ , $y_{p}(x, 0)=1/2$ .

[証明] $y_{p}$の定義にもどり, 七化式を $h_{p}$で書き直すと,

$(p-\mathcal{U})h_{p}(r, \nu+1)+(2r-p)h(pr, \nu)+\nu h_{p}(r, \nu-1)=r$

と同値であることがわかる. さて,

$h_{p}(r, \nu)=\frac{1}{(\begin{array}{l}pr\end{array})}\sum_{l=1,3,\mathrm{s},\leq\nu}\ldots$ .

であったが, ここで,
では $0$ をとるようになる. これに注意すると, 添字 $l$は $0\leq l\leq P$ なる奇数を全て走るとして
もよい. (以後単に $l$ : odd と書く. )

上式の両辺を

$= \frac{\nu+1}{\nu-l+1}$ の公式を使えば, 左辺の三項は全て $F_{\mathrm{p},r,v,l}:=$ の–次結合で表さ
れる. すなわち, 左辺の三つの項の和は

$\sum F_{p,r,\nu,l}\{(p-\nu)\frac{p^{-\nu-r}+l}{p-\nu}\cdot\frac{\nu+1}{\nu-l+1}+(2r-p)+\nu\frac{p-\nu+1}{p^{-\mathcal{U}-}r+^{\iota}+1}\cdot\frac{\nu-l}{\nu}\}$

$\iota:\mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{d}$

で表される. -方, 右辺は

$r=(p-r+1)$
であるが, 公式

$pr)= \sum_{l}$

で $r$ を $r+1$ に置き換え, $l$の奇遇を分けることにより
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$(p-r+1)$ $=$ $(p-r+1) \iota.\cdot \mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{d}\sum\{+\}$

$=$ $(p-r+1) \sum F_{p,r,\nu,l}\{\frac{r-l}{p-\nu-r+^{\iota}+1}+\frac{l}{\nu-l+1}\}$

$l:\mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{d}$

を得る. よって,

$(p- \nu)\frac{p-\nu-r+l}{p-\nu}\cdot\frac{\nu+1}{\nu-l+1}+(2r-p)+\nu\frac{p-\nu+1}{p-\nu-r+l+1}\cdot\frac{\nu-l}{\nu}$

$=$ $(p-r+1) \{\frac{r-l}{p-\nu-r+^{\iota}+1}+\frac{l}{\nu-l+1}\}$

を証明すればよい. これは $A:=p-r+1,$ $B:=\nu-l$とおき, $p,$
$l$ を消去すると 「手計算」

でも検証できる.

(証明終)

上の漸化式により, $h_{p}(x, \nu)$ お $f\text{び}y_{p}(X, \nu)$ を次々に計算できる. また, 例えば定数項が

$y_{p}(0, \nu+1)=-\frac{\nu}{p-\nu}y_{\mathrm{p}}(\mathrm{o}, \nu-1)$

を満たすことがわかる. \nu が偶数の時にはこれは $0$ であるが, 奇数の時には決して $0$ にならず, そ
の絶対値の最小値は\nu が p/2にもつとも近い整数で達成されることがわかる (そこまでは絶対値が
1つおきに単調に減少する). また, $x$ が十分 O に近い時は, 漸化式の中央の項の寄与は小さ $\langle$ ,

同様の計算によって\nuは $p/2$ からあまり離れないところで $|y_{p}(x, \nu)|$ は小さくなると考えられる.
参考までに $\nu=1,2,3,4,5,6$ について, $h_{p}(r, \nu)$ を書き下せば次の通りである.

$h_{p}(r, 1)=r/p$,

$h_{p}(r, 2)= \frac{2r(p-r)}{p(p-1)}$ ,

$h_{p}(r, 3)= \frac{r(4r^{2}-6pr+3p^{2}-3p+2)}{p(p-1)(p-2)}$ ,

$h_{p}(r,4)= \frac{4r(-2r^{3}+4pr^{2}-3p^{2}r+3pr-4r+p^{3}-3p^{2}+4p)}{p(p-1)(p-2)(p-3)}$ ,

$h_{p}(r, 5)= \frac{r(16r^{4}-4\mathrm{o}pr+34\mathrm{o}p^{22}r-40_{pp}r+280r^{2}-203r+60p^{2}r}{p(p-1)(p-2)(p-3)(p-4)}$

$-120pr+5p^{4}-30_{P^{3}}+75p^{2}-50_{p}+24)$

$h_{p}(r, 6)= \frac{2r(-16r^{5}+48pr^{4}-60pr^{3}+6\mathrm{o}pr^{3}-160r^{3}+402p^{3}r^{2}}{p(p-1)(p-2)(p-3)(p-4)(p-5)}$

$-120p^{2}r^{2}+320pr^{2}-15pr4+90p^{3}r-285p^{2}r+210pr-184r$

$+3p^{5}-30_{P^{4}}+125p^{3}-21\mathrm{o}p^{2}+184p)$
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また, $\nu=1,2,3,4,5,6$ について, $y_{p}(x, \nu)$ を書き下せば次の通りである.

$y_{p}(X, 1)=X$ ,

$y_{p}(x, 2)= \frac{1-4px^{2}}{2(p-1)}$ ,

$y_{p}(x, 3)= \frac{x(4p^{22}X-3p+2)}{(p-1)(p-2)}$ ,

$y_{p}(_{X,4})=- \frac{16p^{3_{X}4}-8(3p-4)pX^{2}+3p-6}{2(p-1)(p-2)(p-3)}$ ,

$y_{p}(X, 5)= \frac{x(16p^{4}x-440(p-2)px+15p^{2}-50p22+24)}{(p-1)(p-2)(p-3)(p-4)}$ ,

$y_{p}(x, 6)=- \frac{64p^{5_{X}6}-80(3p-8)pX+344(45p-2210p+184)px^{2}-15p^{2}+9\mathrm{o}p-120}{2(p-1)(p-2)(p-3)(p-4)(p-5)}$ .

これら $y_{p}(x, \nu)$ の振舞いの実例を Fig. $4\mathrm{A}$ に示す.

Fig. $4\mathrm{A}$ Behavior of expected inner product of
two random vectors on $\mathrm{G}\mathrm{F}(2):y_{p}(x, \nu)$ .
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この graphからも視覚的に分かるが, [定理 $\mathrm{D}$ ] の漸化野から, $p,$ $\nu$を定数とし, rが平均的重み
$p/2$付近を動く変数として $h_{p}(r, \nu)$ を–変数関数と考えると, これは\nu が p/2付近のとき定数関
数 (定数 1/2) に近付く. したがって, 乱数性からみれば項\parallel \nu が p/2付近になるのが望ましいと
いえる. 但し, 数値実験の結果から $|h_{p}(r, \nu)-1/2|$ の\nuについての単調性は成立しない. その数値
例 $(P=31,$ $r=9)$ を TABLE $4\mathrm{A}$ に示す.

TABLE $4\mathrm{A}$

Numerical evaluation of $h_{p}(r, \nu)-1/2$

$p=31$ , $r=9$

ここまでの用意で [定理 B] め–般化ができる. ある $p$-tuple $\mathrm{X}$ (縦ベクトル) の weight を $r$ , す

なわち, $w(\mathrm{X})=r(1\leq r\leq p)$ , 更に $(T_{t})_{k*}$ (Tの第 k行) の weight を\nu , $(0\leq\nu\leq.p)$ .とする.
$\text{この時}\sum lp=1(T_{i})_{k}\iota\cdot(\mathrm{X})\iota$ の weight の期待値が $h_{p}(r, \nu)$ である. .

さて, 前節の (6) 式の推移行列 $T$は, 原始 3項式に対するものであったから, これを乃と書くこと
にすると, 乃についての weight transfer function: (5)式は, 実は, $f(r)=(p-q)h_{p}(r, 2)+qh(pr, 3)$

であった. すなわち, 原始 3項式については, $\nu=2$ の $t$ が$(p-q)$個, $\nu=3$ の $\mathrm{t}$ l)’q個あって,
$\nu\geq 4$ の $t$ は存在しない. この事実に由来する欠陥は既に述べたが, Fig. $4\mathrm{A}$ の\nu =2の graphか

ら, 更に (graphからは読みとり難いが) $\nu=3$からも, 明らかとなる.
$T_{t}(t\geq 5)$ を, しかしながら, $p,$ $q_{1},$ $q_{2},$ $\cdots$ によって–般式として見通しよく表現することは難し
いように思われる. 具体的な原始 5項式に対応する怨の計算結果例を Fig. $4\mathrm{B}$ に示す 5. この図に
おいて, 白丸は $0$ , 黒丸は 1を表し, $T_{5}$の左側の 3列は左から順に, 通し番号, その (通し番号の)

列の weight, その行のweight を表す. 行列右側の $\mathrm{c}$欄は histogramで, その weight をもつ列数を,
最下行の%つき数は 1の占める割合を示したものである. $\mathrm{r}$欄は行についてである. 上図 (12%) と

下図 (20%) を比較すると, 本章の結論から下図の行列の方が, 推移の独立性は高いことが予測さ
れる.

この 2例についての weight transfer function の数値を TABLE $4\mathrm{B}$ に示す. この TABLE の左側第
列は $r$ を, 第 2列は Fig. $4\mathrm{B}$ の上側の遷移行列, 第 3列は下側の遷移行列に対応する数値である.
たとえば, 第 2列について書き下せば, $p=61$ として,

$(18h_{p}(r, 4)+17h_{\mathrm{p}}(r, 7)+h_{p}(r, 8)+7h_{p}(r, 10)+11h_{p}(r, 11)+7h_{p}(r, 13))/p-1/2$

5なお, 原始 5項式の探索方法とその結果については Kurita and $\mathrm{M}\mathrm{a}\mathrm{t}_{\mathrm{S}\mathrm{u}\mathrm{m}}\circ \mathrm{t}\circ[5]$ を参照されたい.
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を評価したものである. 第 2列, 第 3列の比較から予測どおり, 第 3列は約 2倍第 2列より精度が
高く, 最も出現頻度の高い $r=p/2$付近では $7\cross 10^{-5}$程度である. TABLE の右の表は比較のため
の, 3項式 $(x^{89}+x^{38}+1)$ についてのものである ( $p=61$ の原始 3項式は存在しない). 次数が 89
とより高いにも拘わらず, 偏りが極めて大きいこと (約 50倍) がわかる.

このようにして, $T_{t}(T\geq 5)$ の各行のweight が数値として具体的に与えられた場合には $p$ -tuple
の weight の平均的推移を求めることができることになり, この尺度からの最適化をはかることが
可能となった. GFSR法のための原始多項式のひとつの選択指針がこうして得られたことになる.
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$\mathrm{c}$ $\mathrm{r}$

4: 18
5: 7
6: 16
7: 1 7: 17
8: 6 8: 1
9: 17
10: 12 10: 7
11 : 211: 11

13: 7
12%12%

$\mathrm{c}$
$\mathrm{r}$

4: $|10$

. 7: 10
9: 6
10 610: 8
11 18 11 : 2
12: 5
13: 6
14: 414: 10
15: 6
16: 5
17 317: 8
18 118: 2
19 :1

20: 4
21 : 2
23: 4
26 :1

20%20%

Fig. $4\mathrm{B}$ Example of transition matrix $T_{5}(61\cross 61)$ of
two primitive pentanomials: $(x^{61}+x^{43}\neq x^{26}+x^{14}+1)$ and $(x^{61}+x^{51}+x^{33}+x^{9}+1)$ ,

where $0$ means $0$ and $0$ means 1.
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TABLE $4\mathrm{B}$ Numerical evaluation of weight transfer function
corresponding to Fig. $4\mathrm{B}$ and primitive trinomial $(x^{89}+x^{38}+1)$ .

94



この指針から原始 5項式を選択した例を挙げる : 第 5章で述べる algorithm によって次数 pの原
始 5項式を探索し, それぞれの $P$ について, 得られた数百個の原始 5項式から鵯の中の 1の占める
割合が 50%に最も近い 3例ずつを TABLE $4\mathrm{C}$ に示す.

$\mathrm{T}\Delta$ Rr.F $4(^{\backslash }$

この表では, 左 4列に $p,$ $q_{3},$ $q_{2},$ $q_{1}$ を, 各行の weight の最大値 $( \max)$ を第 5列に, 行についての
weight の平均値 (mean) を第 6列に, その標準偏差 $(\sigma)$ を第 7列に, そして, 最右列には, 行列全
体の中の 1の占める割合 (%) を示す. なお, 予想されるように, $q_{3}$はこの場合 p に極めて近い. こ

の表のはじめの 6行に対応する鴎を Fig $.4\mathrm{C}(\mathrm{a}),(\mathrm{b}),(\mathrm{C});(\mathrm{e}),(\mathrm{f}),(\mathrm{g})$ に, また対角的な pattern をもつ
原始 5項式の $T_{5}$ を Fig $.4\mathrm{C}(\mathrm{d})$ に示す.
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Fig. $4\mathrm{C}(\mathrm{a}),(\mathrm{b})$ Example of transition matrix $T_{5}(61\cross 61)$ of
two primitive pentanomials $(x^{61}+x^{60}+x^{22}+x^{7}+1)$ and $(x^{61}+x^{59}+x^{34}+x^{3}+1)$ ,

where $0$ means $0$ and. means 1.

96



97



Fig. $4\mathrm{C}(\mathrm{e})$ Example of transition matrix $T_{5}(89\cross 89)$ of

primitive pentanomial corresponding to TABLE $4\mathrm{C}$

$(x^{89}+x^{8}x1)\tau_{+X++}389$ ,
where $0$ means $0$ and. means 1.

98



Fig. $4\mathrm{C}(\mathrm{f})$ Example of transition matrix $T_{5}(89\cross 89)$ of

primitive pentanomial corresponding to TABLE $4\mathrm{C}$

$(x^{89}+X^{8^{-}}+X+43X+\overline{l}1)$ ,

where $0$ means $0$ and. means 1.

99



Fig. $4\mathrm{C}(\mathrm{g})$ Example of transition matrix $T_{5}(89\cross 89)$ of
primitive pentanomial corresponding to TABLE $4\mathrm{C}$

$(x^{89}+X^{88}+X^{45}+X+129)$ ,
where $0$ means $0$ and. means 1.
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5 まとめ

主要な結果を以下に要約する :

(i) 2値の擬似乱数列として, 3項原始多項式を特性多項式とするすべての $m$系列は平均として

系統的な偏りをもつ. 平均としての性質であるから重大な欠陥である. すなわち, 引き続く重み

$w_{k}$ と $w_{k+1}$は相関を持つ. この性質により, 3項 $m$系列は統計的に多すぎる $0$ を含む部分列をもち,

これら過多の $0$ が TLP列のmost significant bit に直接的に反映することになる.

(ii) 原始 3項式で, この偏りを最小にするためには, できるだけ大きい $P$の値を採用し, O値
をなるべく $p/2$ に近づけることである. しかしながら, それに近い実用的な 1つの組み合わせ :
$p=$ 1279, $q=418$ の場合でも偏りは依然として検出される.

(iii) これを避けるためには, 原始オー項式 $(t>3)$ を用い, その推移行列の各行の weight が p/2に

なるべく近く, かつ, どの行も 3以下でないものを選ぶ必要がある. また, 奇数の weight をもつ

行の数と偶面の weight をもつ行がほぼ等しいような推移行列を選ぶことも必要であろう.

(iv) size $p$ , weight $r$ の random vector から\nu 個成分を選んだ和 (mod 2) が 1となる期待値を与え
る関数 $h_{p}(r, \nu)$ の漸化式を求めた. これから, \nu が P/2よりあまり離れていない時には定数関数に
近いことがわかる. $\tau_{t}(T\geq 5)$ の各行の weight が数値として具体的に与えられた場合に $p$-tuple
の weight の平均的推移を与える関数は, これらの和として書ける. この尺度からの最適化をはか
ることができて, GFSR 法のための原始多項式のひとつの選択指針が得られた. これに基づいて
最適な 5項原始多項式の探索を行い結果を示した (TABLE $4\mathrm{C}$ ).
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