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1 序

有限次元実ベクトル空間において, 有限個の超平面でその空間を分割したものを超平面

配置と言う. 有理数体上定義された有限個の相異なる超平面であって, 全て原点を通り, し

かも共通点が原点のみであるようなものからなる超平面配置からは, 有限で破れのない扇

を自然に得ることができる. そのような扇から構成されるトーリック多様体には, どのよう

な特徴があるのかを考える.

まず, そのような扇に対応する トーリック多様体は射影的であり, zonotope と呼ばれる

凸多面体が対応することが知られている. そこで, zonotope の特徴付けから, 得られた ト $-$

リック多様体の特徴を考える. zonotope とは, 有限個の線分の Minkowski 和で表わされる

凸多面体であるが, 線形写像による超立方体の像としても定義することができ, このことか

ら次のことが言える.

定理 1.1 $X:=T_{N}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{b}(\Delta)$ を超平面配置から構成される トーリック多様体とすると, あ

る自然数 $s$ があって, $N’\cong \mathrm{Z}^{s}$ の $(\mathrm{P}^{1}(\mathrm{C}))^{\theta}$ に対応する扇を $\Delta’$ とすると, 扇の写像 $\varphi$ :
$(N, \triangle)arrow(N’, \Delta’)$ に付随するトーリック多様体間の有限同変正則写像

$\varphi_{*}$ : $Xarrow(\mathrm{P}^{1}(\mathrm{c}))^{s}$

がある。 さらに,

$\{\varphi(\sigma)|\sigma\in\triangle\}=\{\sigma’\cap\varphi(N\mathrm{R})|\sigma’\in\triangle’\}$

が成り立つ. (すなわち, 超平面配置から得られる扇は, より高次元の座標超平面配置 (互

いに直交し原点を通る次元個の超平面のみからなる超平面配置) を; ある部分空間に制限し

たものと見ることができる. )

数理解析研究所講究録
934巻 1996年 68-78 68



この写像がいつ閉埋め込みになるかについても調べたが, 例えば得られた ト一リ. . ク多
様体が非特異の時は閉埋め込みになることがわかった.

最近, quiver(多重辺を許す有向グラフ) から組織的に (2通りの) 超平面配置が構成できる

ことがわかり, さまざまな研究がなされてきているが, そのような超平面配置から得られる

トーリック多様体の幾何的な構造が, quiver に関する組合せ論的情報により記述できる見

込みがある. quiver から得られる超平面配置は非常に特殊なものであるが, 点と辺だけから

なる quiver によって対応するトーリック多様体の構造が記述できれば, 高次元の新しい多

様体を構成する際に極めて有効な手段を提供すると思われる.

2 超平面配置から構成されるトーリック多様体

この節では, 超平面配置から構成されるトーリック多様体を定義し, その多様体から $\mathrm{P}^{1}(\mathrm{C})$

のいくつかの直積への同変正則写像が存在することを示す. さらに, その写像が閉埋め込み

になっている条件についても考察する.

$N$ を, 階数 $r$ の自由 $\mathrm{Z}$ 加群, $M:=\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{z}(N, \mathrm{z})$ をその双対 $\mathrm{Z}$ 加群とすると, 自然な双

線形写像 $\langle$ , $)$ : $M\mathrm{x}Narrow \mathrm{Z}$ がある. $N_{\mathrm{R}}:=N\otimes_{\mathrm{Z}}\mathrm{R},$ $M_{\mathrm{R}}:=M\otimes_{\mathrm{Z}}\mathrm{R}$ を, 実数体 $\mathrm{R}$ への

係数拡大とする.

定義 2.1 $\sigma\in N_{\mathrm{R}}$ が有理強凸多面錐であるとは, $N$ の有限個のいくつかの元 $n_{1},$ $n_{2},$ $\ldots,$
$n_{s}$

により,

$\sigma=.\sum_{1*=}^{s}\mathrm{R}\geq 0^{n_{i}}$

と表わされ, さらに $\sigma\cap(-\sigma)=0$ を満たすことを言う. 但し, $\mathrm{R}\geq 0$ は非負実数全体を表わ

すものとする.

定義 2.2 有理強凸多面錐 $\sigma$ の双対有理凸多面錐 $\sigma^{\vee}\subset M_{\mathrm{R}}$ を

$\sigma^{\vee}:=\{X\in M_{\mathrm{R}}|\langle x, y\rangle\geq 0, \forall y\in\sigma\}$

とする.

定義 2.3 $\sigma$ の部分集合 $\tau$ が $\sigma$ の面であるとは, ある $m_{0}\in\sigma^{\mathrm{y}}$ により,

$\tau=\sigma\cap\{m0\}^{\perp}:=\{y\in\sigma|\langle m_{0,y}\rangle=0\}$

と表わされるときを言う. このとき $\tau\prec\sigma$ と書く.

69



定義 2.4 $N$ の扇 $\triangle$ とは, $N_{\mathrm{R}}$ の有理凸多面錐の空でない集まりであって, 以下の条件を満

たすもののことである.

(i) 任意の $\sigma\in\Delta$ に対し, $\sigma$ の面は $\Delta$ の元である.

(i) 任意の $\sigma,$
$\sigma’\in\Delta$ に対し, $\sigma\cap\sigma’$ は $\sigma$ と $\sigma’$ の面である.

定義 25 $N$ の扇 $\Delta$ が破れがないとは,

$|\triangle|:=\cup\sigma=\sigma\epsilon\Delta N\mathrm{R}$

となることを言う.

定義 26 $N$ の有限で破れのない扇 $\Delta$ が, 超平面配置で決まる扇であるとは, 有限個の $N_{\mathrm{R}}$

の超平面 $H_{1},$ $H_{2},$
$\ldots,$

$H_{s}$ が存在して,

$| \Delta(r-1)|:=\bigcup_{\sigma\in\Delta(\mathrm{r}-1)}\sigma=\bigcup_{\dot{\iota}=1}^{s}H$ :

となることと定義する. 但し, $\Delta(r-1)=$ { $\sigma\in\Delta|$ 市m $\sigma=r-1$ } である.

このとき明らかに, $H_{1}\cap H_{2}\cap\ldots\cap H_{s}=\{0\}$ が成立する. 逆に, $\mathrm{Q}$ 上定義された $N_{\mathrm{R}}$ の

有限個の相異なる超平面 $H_{1},$ $H_{2},$
$\ldots$ , $H_{s}$ であって, $H_{1}\cap H_{2}\cap\ldots\cap H_{s}=\{0\}$ となるものが

与えられれば, $N_{\mathrm{R}} \backslash \bigcup_{i=1}^{s}H_{i}$ の連結成分の閉包集合の集まりを $\triangle(r)$ とする破れのない有

限扇 $\triangle$ が決まる.

命題 2.7 (cf. [O88, $\mathrm{P}\mathrm{P}^{85^{-86])}}$. $\triangle$ が超平面配置で決まる扇のとき, $\Delta$ に付随する ト一リッ

ク多様体 $X:=T_{N}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{b}(\Delta)$ は射影多様体である. すなわち $fh$ に対応する $X$ の Cartier 因

子 $D_{h}:=- \sum_{\rho(1)}\in\Delta h(n(\rho))V(\rho)$ は豊富である. 但し, $n(\rho)$ は $\rho\cap N$ の原始的元, $V(\rho)$ は

$\rho\in\triangle(1)$ に対応する $X$ の余次元 1の $T_{N}$ 不変既約部分多様体である.

$h$ に対応する凸多面体の構造を調べる. $h_{i}:=-|\langle m_{i}, \rangle|$ とすると $h=h_{1}+h_{2}+\cdots+h_{s}$

である. $\Pi_{h:}:=\{m\in M_{\mathrm{R}}|\langle m, n)\geq h(n), \forall n\in N_{\mathrm{R}}\}$ は $-m:$ ) $m_{i}$ を端点にもつ線分

$[-m:, m:]$ である. すると, $\square _{h}=\square _{h_{1}}+\coprod_{h_{2}}+\cdots$ 十口 h, $=[-m_{1}, m_{1}]+[-m_{2}, m_{2}]+\cdots+$

$[-m_{s}, m_{s}]$ (Minkowski 和) となる. 有限個の (原点対称とは限らない) 線分の Minkowski 和

で表わされる凸多面体を zonotope と言う. $\square _{h}$ は $r$ 次元の zonotope である.
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注 2.8 $\mathrm{Q}$ 上定義された $N_{\mathrm{R}}$ の有限個の相異なる超平面 $H_{1},$ $H_{2},$
$\ldots,$

$H_{s}$ が扇を決めるため

の必要十分条件は $H_{1}\cap H_{2}\cap$ . $’$ . $\cap H_{s}=\{0\}$ が成立することである. すなわち $m_{i}\in M$ を

$H_{i}^{\perp}\cap M$ の生成元のひとつとするとき $\{m_{1}, m_{2}, \ldots, m_{s}\}$ が $\mathrm{R}$ 上 $M_{\mathrm{R}}$ を生成することで

ある, 言い換えると, $\{m_{1}, m_{2}.’\ldots, m_{s}\}$
.
が生成する $\mathrm{Z}$ 部分貝尽が $M$ の指数有限な部分加

群となることである.

命題 2.9 (cf. [M71, p.92]) zonotope $P$ の任意の面 $F$ は
$f$
次のように表わされる :

$F= \sum_{Ii\in\backslash J}\epsilon_{i}m:+j\in\sum_{J}[-m_{jj}, m]$

ここで, $I:=\{1,2, \ldots, S\},$ $J\subset I,$ $\epsilon_{i}\in\{-1,1\}$ である. 従って $F$ も zonotope である.

命題 210 $D_{h}$ は大変豊富である. すなわち, $D_{h}$ に付随する射影空間への同変正則写像

$\varphi_{h}$ : $Xarrow \mathrm{P}^{11}\text{ロ_{}h}\cap M(\mathrm{c})$ は閉埋め込みである.

証明 $\square _{h}$ の任意の頂点は $\epsilon_{1},$ $\epsilon_{2},$

$\ldots,$
$\mathcal{E}_{s}\in\{1, -1\}$ を用いて, $\epsilon_{1}m_{1}+\epsilon_{2}m_{2}+\cdots+\epsilon_{s}m_{s}$ と表

わされる. 必要なら $m$. の符号を替えて, その頂点を $-m_{1^{-m}2^{-\cdots-m}}s$ としてよい. こ

のとき, 対応する $\Delta$ の $r$ 次元有理凸多面錐を $\sigma$ とすると,

$\sigma^{\vee}=\sum_{i=1}\mathrm{R}s\geq 0^{m_{i}}$

が成り立つことがわかる. $D_{h}$ が大変豊富であることを言うには, $\square _{h}\cap M+(m1+m2+\cdots+m)s$

が, 半群として $\sigma^{\vee}\cap M$ を生成することを示せばよい (cf. [O88, p.82, Theorem 2.13]).
$\sigma^{\mathrm{V}}\cap M$ は, $m_{1},$ $m_{2},$ $\ldots,$

$m_{s}$ と,

$A:= \{m\in M|m=.\cdot\sum_{=1}aim\cdot ;* 0\leq a_{i}\leq 1, 1\leq i\leq s\}$

で生成される. $m$ を $A$ の元とすると, ある $a_{i}(0\leq i\leq 1)$ があって, $m= \sum_{i=1}^{s}$ aimi と書

ける. すると,
$s$ $s$

$m=. \cdot\sum_{=1}a:m_{t}=.\cdot\sum_{=1}(a_{i}-1)m_{i}+\sum_{i=1}m*\cdot$

であるが, $-1\leq a_{i}-1\leq 0$ であるから, $\sum_{*=1}^{s}.(a_{i}-1)m:\in\square _{h}\cap M$ である. よって, $\sigma^{\vee}$ の

生成元が $\square _{h}\cap M+\sum_{i=1}^{s}m$. の元で書けるから, $\square _{h}\cap M+\sum_{=1}^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}\dot{.}m_{i}$ は, 半群として $\sigma^{\vee}\cap M$

を生成する.
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定理 2.11 (cf. [B69, P.330, 3. $3.\mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m}]$ ) $r(\geq 2)$ 次元凸多面体 $P$ に対し, 次は同値で

ある.

(i) $P$ は zonotope である.

(ii) ある自然数 $s$ があって, $s$ 次元ベク トル空間 $V:=\oplus_{=1}^{s}.\cdot e^{*}\dot{.}$ から $M_{\mathrm{R}}$ への全射線形写

像があり, $P$ は $s$ 次元超立方体 $P’:= \sum.s.=1[-e.*., e^{*}i]$ の像になっている.

(iii) $P$ の任意の 2次誌面は, 適当に平行移動すると原点対称である.

(iv) $r\geq 3$ のとき, $P$ の任意の $(r-1)$ 次元面は zonotope である.

(v) $2\leq j$
.

$\leq r-1$ なる自然数 $j$ があって, $P$ の任意の $j$ 次元面は zonotope である.

定理 2.11 における (i) と (ii) の同値性を, 超平面配置で決まる扇に適用してみよう.

$\{e_{1}^{*}, e_{2}^{**}, \ldots, e_{s}\}$ を基底にもつ $s$ 次元自由 $\mathrm{Z}$ 加群を $M’$ とする. $N’$ をその双対 $\mathrm{Z}$ 加群とし,

$\{e_{1}, e_{2}, \ldots, e_{s}\}$ をその双対基底とする. 写像 $h’$ : $N’arrow \mathrm{Z}$ を $N’\ni n’\mapsto-\Sigma_{i=1}^{s}|\langle e_{i}^{*}, n’\rangle|$

とする. $e^{*}.\cdot\vdasharrow m$. により全射線形写像\mbox{\boldmath $\varphi$}* $:$ $M_{\mathrm{R}}’arrow M_{\mathrm{R}}$ が定義される. $M_{\mathrm{R}}’$ における $s$ 次元

単位立方体 $\Pi_{h’}$ を $[-e^{*}.\cdot, e_{i}^{*}](1\leq i\leq s)$ の Minkowski 和とすると, $\varphi^{*}(\square _{h’})=\Pi_{h}$ である.

$\varphi^{*}$ は自然に $M’$ から $M$ への余核有限な準同型写像になっている. 従って

$N \ni n\vdasharrow.\cdot\sum_{=1}^{\iota}\langle mi, n\rangle e.\cdot\in N’$

により単射線形写像 $\varphi$ : $Narrow N’$ を得る. $\square _{h’}$ に対応する $N’$ の扇を $\Delta’$ とする.

補題 2.12 $\tau’$ を $N_{\mathrm{R}}’$ の有理強賊多面錐, $\tau$ を $N_{\mathrm{R}}$ の有理強姦多面錐とする. 全射線形写像

$\varphi^{*}$ : $M_{\mathrm{R}}’arrow M_{\mathrm{R}}$ により, $\varphi^{*}((T’))=\mathcal{T}^{\vee}$ が成立すれば, 対応する双対ベク トル空間の間の

単射線形写像 $\varphi$ : $N_{\mathrm{R}}arrow N_{\mathrm{R}}’$ により,

$\varphi(\tau)=\tau\cap\varphi/(N_{\mathrm{R}})$

となる.

定理 2.13 上で述べた写像 $\varphi$ : $Narrow N’$ は扇の写像 $\varphi$ : $(N, \Delta)arrow(N’, \Delta’)$ になっている.

さらに,

$\{\varphi(\sigma)|\sigma\in\Delta\}=\{\sigma \mathrm{n}_{\varphi}(\prime N\mathrm{R})|\sigma’\in\triangle’\}$

が成り立つ.

証明 任意の $\tau\in\Delta$ に対し, $I=\{1,2, \ldots, S\}$ の部分集合 $J$ を,

$J:=\{j|1\leq j\leq s, \tau\subset\{m_{j}\}^{\perp}\}$
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とし, $i\in I\backslash J$ に対して $\epsilon_{1}\in\{1, -1\}$ を $\tau\subset\{\epsilon_{i}m:\}$ とすると,

$\tau=\{:\in I\sum_{\backslash J}\mathrm{R}\geq 0\epsilon*\cdot m.\cdot+\sum_{\in \mathrm{j}j}\mathrm{R}m_{j}\}^{\vee}$

となる. 実際, $\tau\in\triangle(k)$ は, $\Pi_{h}$ のある $(r-k)$ 次元面

$F=- \sum_{:\in I\backslash J}\epsilon:m:+j\in\sum_{J}[-m_{j,j}m]$

により, $F^{\uparrow}$ と表わされ,

$\tau=F^{\mathrm{t}}=\{\mathcal{E}:.m:, \pm m_{j}, i\in I\backslash J, j\in J\}^{\vee}=\{\sum_{:\epsilon I\backslash j}\mathrm{R}\geq 0\epsilon_{i}m:+\sum_{Jj\in}\mathrm{R}mj\}^{\vee}$

である.

$\tau’:=\Sigma_{i\in I1J}\mathrm{R}\geq 0\epsilon*ie\in\Delta’$ とすると, $( \tau’)^{\mathrm{v}}=\sum:\in I\backslash j\mathrm{R}\geq 0^{\epsilon}:e^{*}|$. $+ \sum_{j\in J}\mathrm{R}e_{j}^{*}$ であるから,

$\varphi^{*}((\tau’)^{\mathrm{v}})=\tau^{\vee}$ である. 補題 2.12により, $\varphi(\tau)=\tau^{J_{\cap}}\varphi(N\mathrm{R})$ であるから

$\{\varphi(\sigma)|\sigma\in\Delta\}=\{\sigma’\cap\varphi(N\mathrm{R})|\sigma’’\in\Delta\}$

が成り立つ.

系 2.14 $N$ の有限で破れのない扇 $\Delta$ に対し, 次は同値である.

(i) $\Delta$ は超平面配置で決まる扇である.

(ii) ある自然数 $s$ があって, $s$ 次元自由 $\mathrm{Z}$ 加群 $N’:=\oplus_{=1}^{s}\dot{.}\mathrm{Z}e_{i}$ の, 互いに直交する $s$ 個

の超平面からなる超平面配置で決まる扇 $\Delta’:=\prod_{i}\ovalbox{\tt\small REJECT}\{=1\mathrm{R}\geq 0^{e}:, -\mathrm{R}\geq 0e., \{0\}\}$ に対し, 単射な

扇の写像 $\varphi$ : $(N, \triangle)arrow(N’, \Delta’)$ が存在し,

$\{\varphi(\sigma)|\sigma\in\Delta\}=\{\sigma\cap\varphi(\prime N\mathrm{R})|\sigma’’\in\Delta\}$

が成り立つ.

(iii) $r\geq 3$ のとき, 任意の $\tau\in\triangle(r-1)$ に対し, 2次元扇

$\overline{\Delta}(\tau):=\{(\sigma+\mathrm{R}\mathcal{T})/\mathrm{R}\tau ; \sigma\in\triangle, \sigma\succ\tau\}$

は原点対称である. すなわち, 任意の $\overline{\sigma}\in\overline{\triangle}(\tau)$ に対し, $-\overline{\sigma}\in\overline{\triangle}(\tau)$ が成り立つ.

(iV) $2\leq j\leq r$ なる自然数 $j$ があって, 任意の $\tau\in\Delta(r-j)$ に対し, $\overline{\Delta}(\tau)$ は超平面配

置で決まる扇である.
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命題 2.15 超平面配置で決まる扇 $\Delta$ に対し, 記号は補題 2.12の直前で定めた通りとする.

$\varphi$ : $(N, \triangle)arrow(N’, \Delta’)$ は扇の写像であるから, 対応するトーリック多様体間の同変正則写像

$\varphi_{*}$ : $Xarrow X’:=T_{N’}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{b}(\Delta/)$

が存在する. $\varphi_{*}$ が閉埋め込みになるための必要十分条件は任意の $\sigma\in\triangle(r)$ を $\epsilon_{i}\in$

$\{1, -1\},$ $1\leq i\leq s$ を用いて $\sigma^{\vee}=\Sigma_{=}^{s}.\cdot 1\mathrm{R}\geq 0\epsilon.m_{i}$ と表わしたとき,

$\sigma^{\mathrm{V}}\cap M=.\cdot\sum_{=1}\mathrm{Z}\geq 0\epsilon imi$

が成り立つことである.

証明 [O88, pp.82-83] により, $\varphi_{*}$ が閉埋め込みになるための必要十分条件は, 任意の $\sigma\in$

$\Delta(r)$ に対し, $\varphi(\sigma)\subset\sigma’$ なる $\sigma’\in\triangle’$ を選んだとき, $\varphi^{*}((\sigma)’\vee\cap M’)=\sigma^{\vee}\cap M$ となる

ことである. $\sigma^{}=\sum_{1}^{s}.=1\mathrm{R}\geq 0\epsilon_{i:}m$ のとき, $\sigma’:=\sum^{s}.\cdot=1\mathrm{R}\geq 0\epsilon iei\in\Delta’(s)$ とすると $(\sigma’)^{\mathrm{v}}=$

$\Sigma_{i=1}^{s}\mathrm{R}\geq 0\mathcal{E}ie^{*}*\cdot$ であり, $\varphi^{*}((\sigma’)^{\mathrm{v}})=\sigma\forall$ であるから $\varphi(\sigma)\subset\sigma’$ である. そして,

$\varphi^{*}((\sigma’)\mathrm{y}\cap M’)=.\sum_{1=1}^{l}\mathrm{z}_{\geq 0:}\epsilon m_{*}$
.

であるから主張が成立する. 1

系 2.16 $\varphi^{*}(\square ’\cap M’)=\square \cap M$ であれば, $\varphi_{*}$ は閉埋め込みである.

証明 任意の $\sigma\in\triangle(r)$ をとり, 今までと同様に $\epsilon:\in\{1, -1\}(1\leq i\leq s)$ を用いて $\sigma^{\vee}=$

$\Sigma_{i=1\geq:}^{s}\mathrm{R}\mathrm{o}\xi im$ と表わす. $\varphi^{*}(\square ’\cap M’)=\square \cap M$ であるから $\varphi^{*}(\square ’\cap M’-\Sigma_{i=1}^{s}\epsilon ie_{i}^{*})=$

口寡 $M- \sum_{i1}^{s}=\mathcal{E}:m$. が成り立つ. 命題 2.10の証明により, $\square \cap M-\sum_{=}^{s}\dot{.}1\epsilon\dot{.}m$ : は半群とし
て $\sigma^{\vee}\cap M$ を生成する. よって, $\varphi^{*}((\sigma’)^{\forall}\cap M’)=\sigma^{\mathrm{v}}\cap M$ が成り立つ.

系 2.17 $X$ が非特異なら, $\varphi_{*}$ は閉埋め込みである.

証明 任意の $\sigma\in\Delta(r)$ に対し, $\epsilon_{1}\in\{1, -1\}$ があって $\sigma^{}=\sum^{s}i=1\mathrm{R}\geq 0\epsilon:m_{i}$ と表わされ

る. $X$ が非特異であれば, これらの $\epsilon_{1}m_{1},$
$\ldots,$

$\epsilon_{ss}m$ は $\sigma^{\vee}\cap M$ を生成する. すなわち,

$\sigma^{\vee}\cap M=\sum_{*=1\geq 0:}\ovalbox{\tt\small REJECT}.\mathrm{z}\epsilon\cdot m*$ が成り立つ. 命題 2.15により, $\varphi_{*}$ は閉埋め込みである.
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3 quiver から決まる超平面配置とトーリック多様体

この節では, quiver から組織的に 2種類の超平面配置を定義し, それらから決まるトー

リック多様体の特徴を, quiver の組合せ論的情報により記述することを考える.

定義 3.1 quiver とは, 多重辺, ループを許す, 有限多重グラフのこととする. すなわち有限

個の点 $I$ と, 有限個の辺 $J$ の組 $\Gamma=\{I, J\}$ であって, $J$ の各辺に対し, その始点を対応さ

せる写像と, 終点を対応させる写像が定まっているものを言う.

$\Gamma$ に対し, 鎖複体 $C.(\Gamma, \mathrm{Z})$ を次のように定義する : $C_{0}(\Gamma, \mathrm{Z})=\oplus_{i\in I}\mathrm{Z}v_{i},$ $C_{1}(\Gamma, \mathrm{z})=$

$\oplus_{j\in J}\mathrm{Z}e_{j}$ とし, 境界写像 $\partial$ : $C_{1}(\Gamma, \mathrm{Z})arrow C_{0}(\mathrm{r}, \mathrm{Z})$ を, $i\in J$ の始点が $i$ , 終点が $i’$ のとき

$\partial e_{j}=v$:– 御 と定める.

$c_{0}(\mathrm{r}, \mathrm{Z}),$ $c_{1}(\Gamma, \mathrm{z})$ の自然な $\mathrm{Z}$ 基底により自然に $c_{0}(\Gamma, \mathrm{Z})$ の双線形写像 $\langle, \rangle$ と $C_{1}$ (F. Z)

の双線形写像 $(, )$ が次を満たすものとして定まる.

$\mathrm{t}v_{i},$ $v_{\dot{|}}’\rangle=\delta i:’,$ $(e_{j}, e_{j}’)=\delta_{jj’}$

これらの双線形写像により, 鎖複体 $C.(\Gamma, \mathrm{Z})$ と双対鎖複体 $C^{\cdot}(\Gamma, \mathrm{Z})$ とを同 $-$視する. 双

対境界写像 $\delta$ : $C^{0}(\Gamma, \mathrm{Z})arrow C^{1}(\Gamma, \mathrm{Z})$ は次のようになる.

$\delta v_{i}=\sum_{Jj\in}\langle v:, \partial ej\rangle ej$

ここで, 次の図式を考える.

$H^{1}(\Gamma, \mathrm{Z})$
$arrow\rho$

$C^{1}(\Gamma, \mathrm{Z})$ $\supset$ $\delta C^{0}(\Gamma, \mathrm{z})$

$arrow\delta$

$C^{0}(\Gamma, \mathrm{z})$

$\uparrow l(, )$ $\uparrow l\langle, \rangle$

$H_{1}(\Gamma, \mathrm{Z})$ $\subset$ $C_{1}(\Gamma, \mathrm{Z})$

$arrow\partial$

$\partial C_{1}(\Gamma, \mathrm{Z})$ $\subset$ $C_{0}(\Gamma, \mathrm{z})$

$(, )$ は自然に部分空間 $H_{1}(\mathrm{r}, \mathrm{z})$ の双線形写像となり, また自然に商空間 $H^{1}(\Gamma, \mathrm{Z})$ の双

線形写像となる. よって, 自然に双線形写像 $(, )$ : $H^{1}(\Gamma, \mathrm{z})\cross H_{1}(\Gamma, \mathrm{z})arrow \mathrm{Z}$ が得られる. こ

うして $H^{1}(\Gamma, \mathrm{z})$ は $H_{1}(\Gamma, \mathrm{z})$ の双対自由 $\mathrm{Z}$ 加群と考えられる. 同様にして, 自然に双線形

写像 $\langle, \rangle$ : $\partial C_{1}(\Gamma, \mathrm{z})\mathrm{x}C^{0}(\mathrm{r}, \mathrm{Z})/H^{0}(\Gamma, \mathrm{Z})arrow \mathrm{Z}$ が得られ, $C^{0}(\Gamma, \mathrm{Z})/H^{0}(\Gamma, \mathrm{Z})$ は $\partial C_{1}(\Gamma, \mathrm{Z})$

の双対自由 $\mathrm{Z}$ 加群と考えられる. $\partial C_{1}(\mathrm{r}, \mathrm{Z})$ と $\delta C^{0}(\Gamma, \mathrm{Z})$ とも互いに双対である.
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$H^{1}(\Gamma, \mathrm{R})=C^{1}(\Gamma, \mathrm{R})/\delta C^{0}(\Gamma, \mathrm{R})$ の zonotope $\square$ と $\partial C_{1}(\Gamma, \mathrm{R})$ の zonotope $\square ^{/}$ を

口
$= \sum_{j\in J}[-\rho ej, \rho ej],$ $\coprod’=\sum_{j\in J}[-\partial e_{jj}, \partial e]$

とする. 但し, $[-e, e]=\{te|-1\leq t\leq 1\}$ である.

口から双対的に定まる $H_{1}(\Gamma, \mathrm{R})$ 内の超平面配置から決まる扇を $\triangle,$
$\square ’$ から双対的に定

まる $C^{0}(\Gamma, \mathrm{R})/H^{0}(\Gamma, \mathrm{R})$ 内の超平面配置から決まる扇を $\triangle^{J}$ とする. $\triangle$ に付随する ト一リッ

ク多様体を $X,$ $\triangle’$ に付随するトーリック多様体を $X’$ とする.

注 32 $(H^{1}(\mathrm{r}, \mathrm{R}),$ $\{\pm\rho e_{j}|j\in J\})$ は $(\partial C_{1}(\mathrm{r}, \mathrm{R}),$ $\{\pm\partial e_{j}|j\in J\})$ の線形 Gale 変換であ
る. また, $\square$ は $\square ’$ の zonal transform である. グラフ理論の基本的な結果により, $\Gamma$ の連結

成分の個数を $c$ とすると $\dim\square =|J|-|I|+c,$ $\dim\Pi’=|I|-c$ が成り立つ.

定義 33 (i) $\gamma\in H_{1}(\Gamma, \mathrm{z})$ が cycle であるとは, 任意の $j\in J$ に対し $(\gamma, e_{j})\in\{0, \pm 1\}$ と

なるもののことを言う. $0$ でない cycle $\gamma$ が circuit であるとは, $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{P}\mathrm{p}(\gamma_{1})\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}(\gamma 2)=\emptyset$ と

なる $0$ でない cycle $\gamma_{1},$ $\gamma_{2}$ であって $\gamma=\gamma_{1}+\gamma_{2}$ となるものが存在しないことである. 但

し; $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}(\gamma)=\{j\in J|(\gamma, e_{j})\neq 0\}$ である.

(ii) $\omega\in\delta C^{0}(\Gamma, \mathrm{Z})$ が cocycle であるとは, 任意の $j\in J$ に対し $(\omega, e_{j})\in\{0, \pm 1\}$ となる

もののことを言う. $0$ でない cocycle $\omega$ が cocircuit であるとは, $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{P}\mathrm{p}(\omega_{1})\cap \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{P}(\omega_{2})=\emptyset$

となる $0$ でない cocycle $\omega_{1},$ $\omega_{2}$ であって $\omega=\omega_{1}+\omega_{2}$ となるものが存在しないことである.

但し, $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}(\omega)=\{j\in J|(\omega, e_{j})\neq 0\}$ である.

定義 3.4 tree とは, cycle を持たない連結な quiver のことである. {I, $T$} が $\Gamma$ の spanning

tree であるとは, $\Gamma=\{I, J\}$ の点を全て含み, $T\subset J$ であって, 更に tree になっているも

のを言う. $\Gamma$ が連結とは限らないとき, $\Gamma$ の各連結成分に制限すれば $\Gamma$ の spanning tree に

なっているものを $\Gamma$ の spanning forest と言う.

{I, $T$} を spanning forest とする. このとき $H_{1}(\Gamma, \mathrm{z})$ の $\mathrm{Z}$ 基底 $\{\gamma\tau i ; j\in J\}$ と $\delta C^{0}(\gamma, \mathrm{Z})$

の $\mathrm{Z}$ 基底 $\{\omega_{T,t} ; j\in J\}$ が次のように定まる (cf. [OS79, $\mathrm{p}\mathrm{p}.21^{-}221$ ) : $j\in J\backslash T$ に対し, $\Gamma$

の spanning subquiver $\Gamma’=\{I, T\cup\{j\}\}$ は $H_{1}(\Gamma’, \mathrm{Z})=1$ であるから $(\gamma_{T,j}, e_{j})=1$ なる

circuit が 1 っ定まる. 同様に, $t\in T$ に対し $\Gamma$ の spanning subquiver {I, $T\backslash \{t\}$ } は, {I, $T$}
の連結成分のちょうど 1 っを 2つに分ける. $I_{t}\subset I$ を, その連結成分の中で, $t$ が始点に持

つ点全体とする. このとき $\omega_{T,t}=\delta(\sum_{i\epsilon I_{t}}vi)$ とする.
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命題 3.5 (cf. [OS79, p.24, Proposition 5.2])

口 $=$ { $x\in H^{1}(\Gamma,$ $\mathrm{R})|(x,$ $\gamma)\leq(\gamma,$ $\gamma),$ $\forall\gamma$ :circufit}

が成り立つ. さらに, 任意の circuit $\gamma$ に対し,

$H_{\gamma}:=\{x\in H^{1}(\Gamma, \mathrm{R})|(x, \gamma)=(\gamma, \gamma)\}$

は口の支持超平面である.

$\coprod’=$ { $y\in\partial c_{1}(\Gamma,$ $\mathrm{R})|\langle y,$ $\omega\rangle\leq\langle\omega,$ $\omega\rangle,$
$\forall\omega$ : cocircuit}

が成り立つ. さらに
$f$
任意の cocircuit $\omega$ に対し,

$H_{d}’‘:=\{y\in\partial c1(\Gamma, \mathrm{R})|\langle y, \omega\rangle=\langle\omega, \omega\rangle\}$

は $\coprod’$ の支持超平面である.

この命題 35により, $\square$ の facet(余次元 1の面) と, $\Gamma$ の circuit が 1対 1に対応する. 言

いかえると, 扇 $\Delta$ の 1次元有理町鳶多面錐と, $\Gamma$ の circuit が 1対 1に対応する. このこと

から, $\triangle$ の chamber(最高次の有理強凸多面錐) と, quiver $\Gamma$ との対応を考える.

$\Gamma$ の reorientation を考える. 辺 $j$ の向きが変化しないとき勺 $=1$ とし, $j$ の向きが変

化するとき $\epsilon_{j}=-1$ とし, この reorientation を $\Gamma(\epsilon_{j})_{j\epsilon}J$ と表わす. このとき, $\Gamma(\epsilon_{j})_{j\in J}$ と

$\Sigma_{j\in j}\epsilon j\rho ej\in$ 口を対応させる. 任意の circuit $\gamma$ に対し, $\gamma$ が $\Gamma(\epsilon_{j})_{j\epsilon J}$ の向きを保つこと

と, $\gamma$ に対応する $\square$ の facet が点 $\Sigma_{j\in J}\epsilon_{j}\rho e_{j}$ を含むことは同値である. 同様に, $\Gamma(\epsilon_{j})_{j\epsilon J}$ と

$\sum_{j\in J}\epsilon_{\mathrm{j}}\partial e_{\mathrm{j}}\in\square ’$ を対応させる. cocircuit $\omega$ が $\Gamma(\epsilon_{j})_{j\epsilon J}$ の向きを保つことと, $\omega$ に対応する

口’ の facet が点 $\Sigma_{j\in Jjj}\mathcal{E}\partial e$ を含むことは同値である. 双対を考えると次のことが言える.

命題 36 $( \sum_{j\in J}\mathrm{R}\geq 0\epsilon_{j\rho}e_{j})\mathrm{v}$ が $\Delta$ の chamber であるための必要十分条件は, $\Gamma(\epsilon_{j})_{jJ}\in$ の向

きを保つ circuit 全体が $H^{1}(\Gamma, \mathrm{R})$ を生成することである. 同様に $(\Sigma_{j\epsilon J}\mathrm{R}\geq 0\epsilon j\partial e_{j})\mathrm{v}$ が $\triangle’$

の chamber であるための必要十分条件は, $\Gamma(\epsilon_{j})_{jJ}\in$ の向きを保つ cocircuit 全体が $\partial C_{1}(\mathrm{r}, \mathrm{R})$

を生成することである.

また, zonal transform の基本的な結果から次のことがわかる.
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補題 3.7 (cf. [M71, p.103, Corollary]) $\epsilon_{j}\in\{1, -1\}(j\in J)$ に対し
$f$
次が成立する.

$\sum_{j\in J}\epsilon_{j}\rho e_{j}$
: $\square$ の頂点

$\Leftrightarrow\sum_{j\in J}\epsilon_{jj}\partial e$
: $\square$ ’の内点

$\sum_{j\in J}\epsilon_{j}\rho e_{j}$
: $\square$ の内点

$\Leftrightarrow\sum_{j\epsilon J}\epsilon_{j}\partial ej$
: $\square$ ’の頂点

$\sum_{j\in J}\epsilon j\rho e_{j}$
: $\square$ の境界上の点

$\Leftrightarrow\sum_{j\in J}\epsilon_{jj}\partial e$
: $\square ’$の境界上の点

このことから, 命題 36の後半は次のように言い換えることができる.

系 38 (cf. $[\mathrm{O}\mathrm{T}92,$ $\mathrm{P}.57$ , Lemma 293]) $\epsilon_{j}\in\{1, -1\}(j\in J)$ に対し, $( \sum_{j\in J}\mathrm{R}\geq 0^{\epsilon}j\partial ej)^{}$ が

$\triangle^{J}$ の chamber であるための必要十分条件は, $\Gamma(\epsilon_{j})_{j\in J}$ が acyclic orientation であることで

ある.
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