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1. INTRODUCTION と主な結果.

ここでは, 非線型双曲型方程式の解の超可微分性の伝播を考察する.

一般には, 非線型波動方程式に対しては, 線型波動方程式がみたす伝

播定理は成り立たない. 即ち,

$( \frac{\partial^{2}}{\partial t^{2}}-\sum_{i=1}\frac{\partial^{2}}{\partial x_{i}^{2}})nu=f(u)$

の七 $u$ の特異台は, 初期値の特異台を通る前方光錘全体の和集合に含ま

れるとは限らない. .この様な例は, M. Reed, J. Rauch および M. Beals

らによって示されている. $([\mathrm{R}_{-}\mathrm{R}], [\mathrm{B}])$

しかし, 非線型方程式に対して成り立つような伝播定理もいくつか知

られている. たとえば, S. Alinhac と G. Metivier は, 解析的関数のカテ

ゴリーで方程式

$F(y, u, \cdots, \partial_{y^{u()}’|\alpha|\leqq m}^{\alpha}y\cdots)=0$

に対して, 解の解析性が曲面を横切って伝わるという, 局所的な伝播定理

を得ている. $([\mathrm{A}_{-}\mathrm{M}])$

ここでは, S. Alinhac と G. Metivier のこの結果が超可微分関数のカ

テゴリーにおいても成り立つことを示す.

まず超可微分関数の関数の定義を述べる. (詳細については, たとえ

ば [H\"o], [K-1], [L-W] を参照. ) $\Omega$ を $\mathbb{R}^{n}$ の開集合とする. また $\alpha=$
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$(\alpha_{1}, \alpha_{2}, \ldots, \alpha n)$ をマルチインデクスとする. また, 以下のような記号の

用い方をする.

$\partial^{\alpha}=\partial_{x_{1}}^{\alpha_{1}}\cdots\partial_{x_{n}}^{\alpha_{1}}=(\frac{\partial}{\partial x_{1}})^{\alpha_{1}}\cdots(\frac{\partial}{\partial x_{n}})^{\alpha_{n}}$ ,

$|\alpha|=\alpha_{1}+\cdots+\alpha_{n}$ ,

$\alpha!=\alpha_{1}$ ! $\cdots\alpha_{n}$ !.

$M_{p}$ を正数の数列で, 次を満たすものとする :

(M.0) (正規化)

$M_{0}=M_{1}=1$ .

(M.1) (対数凸性)

$M_{p}^{2}\leqq M_{p-1}M_{p}+1$ , $p=1,2,3,$ $\cdots$ .

(M.2) (微分作用素に対する安定性) 次をみたす正数 $A,$ $H$ が存在する :

$M_{p+1}\leqq AH^{p}M_{p}$ , $p=0,1,2,$ $\cdots$ .

(M.3) (非準解析性)

$. \sum^{\infty}\frac{M_{p-1}}{M_{p}}<\infty$ .
$p=1$

(M.4) (強対数凸性)

$( \frac{M_{p}}{p!})^{2}\leqq\frac{M_{p-1}}{(p-1)!}$ . $\frac{M_{p+1}}{(p+1)!}$ , $p=1,2,3,$ $\cdots$ .

(M.5)
$\lim_{parrow\infty}\frac{pM_{p-1}}{M_{p}}=0$ .

この $M_{p}$ に対し, 超可微分関数のクラス $\{M_{p}\}$ および $(M_{p})$ を定義する.
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定義 1.1. \Omega 上の $C^{\infty}$ 関数 $f$ がクラス $\{M_{p}\}$ (resp. $(M_{p})$) であるとは, $\Omega$

の任意のコンパクト集合 $I\zeta$ に対して定数 $h$ および $C$ が存在して (resp.

任意のコンパクト集合 If と任意の正数 $h$ に対して定数 $C$ が存在して)

次をみたすことである :

$\sup_{x\in \mathrm{A}^{\Gamma}}|\partial^{\alpha}fx(X)|\leqq Ch^{|\alpha}|M_{1}\alpha|$ , $|\alpha|=0,1,2,$ $\cdots$ .

以下に, 主要な定理を述べる. $\Omega$ を $\mathbb{R}^{n+1}$ の開集合とする. $\phi(y)$ を $C^{2}(\Omega)$

級の関数とし, 超曲面 $S$ を $S=\{y;\phi(y)=0\}$ とおく. ただし, $\phi$ は $d\phi\neq 0$

を $S$ 上で満たすとする. また, $\Omega\pm=\Omega\cap\{\pm\emptyset>0\}$ とおき, $S$ 上の点

$[mathring]_{y}$ の法線ベクトルで $\Omega+$ を向いているものを N とする.

さて, $F$ は,

$\Omega\cross u(\Omega)\cross\cdots\cross\partial_{x,t}^{\alpha}u(\Omega)\cross\cdots$ , $|\alpha|\leqq m$

の閉包のある近傍でクラス $\{M_{p}\}$ (resp. $(M_{\mathrm{P}})$ ) であるとする. 更に方程式

$F(y, u, \cdots, \partial_{y}^{\alpha}u(y), \cdots)_{|\alpha|\leqq m}=0$ (1.1)

が $([mathring]_{y},[mathring]_{N})$ および解 $u$ に関して狭義双曲型であるとする.

この時, 次の定理が成り立つ.

定理 1.1. (1.1) の解 $u\in C^{\infty}(\Omega)$ が $\Omega_{-}$ において クラス $\{M_{p}\}$ (resp.

$(M_{p}))$ ならば, $[mathring]_{y}$ のある近傍において $u$ (はクラス $\{M_{p}\}$ (resp. $(M_{p})$ ) で

ある.

本四では, この定理について考察する.
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2. 非線型項の $L^{\infty}$ 評価.

ここでは, 非線型項の $L^{\infty}$ 評価を考察し, その応用として Cauchy-

Kowalevsky タイプの定理を証明する. この定理は, セクション 4で定理

4.1を証明するのに用いられる.

合成関数の評価に都合の良いように, クラス $\{M_{p}\}$ の定義において $M_{p}$

のかわりに使う数列 $\tilde{M}_{p,N}$ を次のとおりに定める.

命題 2.1. $N$ を自然数とする. 正の数 $c_{\mathit{0},N}$ で, 次のようなものが存在す

る. すべてのマルチインデック $\alpha=(\alpha_{1}, \cdots, \alpha_{n})>0$ に対して,

$\sum_{0\leqq\beta\leqq\alpha}\frac{\alpha!}{\beta!(\alpha-\beta)!}\frac{c_{0,N}|\beta|!}{(|\beta|+1)2N}\frac{c_{0,N}|\alpha-\beta|!}{(|\alpha-\beta|+1)^{2N}}$

$\leqq\frac{c_{0,N}|\alpha|!}{(|\alpha|+1)^{2}N}$

$\sum_{0<\beta\leqq\alpha}\frac{\alpha!}{\beta!(\alpha-\beta)!}\frac{c_{0,N}|\beta|!}{(|\beta|+1)2N}\frac{c_{0,N}(|\alpha-\beta|+1)!}{((|\alpha-\beta|+1)+1)^{2}N}$

$\leqq|\alpha|\frac{c_{0,N}|\alpha|!}{(|\alpha|+1)^{2}N}$

が成立する.

自然数 $N$ に対してこの $c\mathit{0},N$ を用い, $\tilde{M}_{p,N}$ を

$\tilde{M}_{p,N}=\frac{c_{0,N}M_{p}}{(p+1)^{2N}}$

で定義する. 定義 1.1において, この $\tilde{M}_{p,N}$ を $M_{p}$ のかわりに用いても,

クラス $\{M_{p}\}$ は変わらないことに注意する.

さて, つぎに非線型項の評価を考える. 超可微分関数の合成に関する

評価は, [K-2], [K-4], [L-W], [S], [Y-1], [Y-K] などでも得られている.
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ここでは, [S] で得られている評価を, 変数を 2つの部分に分けた形で考

察する.

最初に, 形式的べき級数について簡単に考察する.

$F(Y)= \sum_{\beta\geqq 0}\frac{F_{\beta}}{\beta!}Y^{\beta}$ ,

.

$G(Y)= \sum_{\beta\geqq 0}\frac{G_{\beta}}{\beta!}Y^{\beta}$ ,

を $X$ の形式的べき級数とする.

定義 2.1. 自然数 $r$ に対して, $F$ が $G$ によって次数 $r$ までおさえられ

ているとは,

$F_{\beta}\leqq G_{\beta}$ , $|\beta|\leqq r$

が成立することで,
$(r)$

$F<<G$

と表す.

次に導関数の $L^{\infty}$ ノルムを考える. A を $\mathbb{R}^{\kappa}$ の開集合とし, $f$ を A 上

のスムースな関数とする. $f$ の導関数を形式的べき級数

$F(Y)= \sum_{q=0}^{\infty}\frac{F_{q}}{q!}Y^{q}$

を用いて次の様に評価する.

定義 2.2. $r$ を自然数とし, $I\mathrm{t}^{\Gamma}$ を A の部分集合とする. $f$ の導関数と

$F(Y)= \sum_{q=0}^{\infty}\frac{F_{q}}{q!}Y^{q}$ の係数が

$||\partial_{y}^{\beta}f||L\infty(K)\leqq F_{|\beta|}$ , $|\beta|\leqq r$
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を満たすとき, $f$ は $K$ 上次数 $r$ まで $F$ によって $L^{\infty}$ ノルムの意味でお

さえられるといい,

$f\ll F(r:L^{\infty}(K))$

と書く. すべての自然数嫁こ対して, これが成り立つ時には, 単に $f$ が

$I\mathrm{t}’$ 上 $F$ によ $\text{っ}$ て $L^{\infty}$ ノルムの意味でおさえられるといい,

$(L^{\infty}(K))$

$f$ $<<$ $F$

と表すことにする.

さて, 非線型項の評価にうつろう. まず, $C^{\infty}$ 関数にたいしてセミノル

ムを定義する.

$\Omega$ を $\mathbb{R}^{\mu+\nu}$ の開集合とする. 変数を $(x, y)=(x_{1}, \cdots, x_{\mu}, y_{1}, \cdots, y_{\nu})$

の様に表す. また, $\Gamma$ を $\Omega$ の部分集合, $h,$ $H$ を正の数とする. ’このと

き, $u=(u_{1}, u_{2}, \cdots u_{\kappa})\in C^{\infty}(\Omega;\mathbb{R}^{\kappa})$ に対し, セミノルムを

$|u|_{i^{l;^{\mathrm{r}}}},= \sum_{\leqq 1\leqq i\kappa|\beta}\max||\partial\alpha\partial\beta ui|xy||\alpha|=|=^{\iota}j(L^{\infty}\mathrm{p})$

,

$[u]_{p,q})h,H; \mathrm{r}=\max\frac{|u|_{j,l};\Gamma}{\tilde{M}_{j+\mathrm{t}^{hH}}jl}0<(j,\iota)\leqq(p,q)$ .

で定義する. ここで $\mathbb{Z}+$ は $\{0,1,2, \cdots\}$ を表す. また, $\text{ここで}\tilde{M}j,2$ を $\tilde{M}_{j}$

と書いている. 以下, このセクションでは, $\tilde{M}_{j}=\tilde{M}_{j,2}$ とする.

このセミノルムを評価するために, 2変数の形式的べき級数

$F(X, Y)= \sum\infty\frac{F_{p,q}}{p!q!}X^{p}Y^{q}$

$p,q=0$

で, $u$ の導関数を評価することを考える. 定義 22と同様に次の様な定義

を考える.
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定義 23. $r,$ $s$ を自然数とし, $I\acute{\mathrm{t}}$ を $\Omega$ の開集合とする. $u$ の導関数と

$F(X, Y)= \sum_{p,q}\infty=0\frac{F_{p,q}}{p!q!}XpY^{q}$ の係数が,

$||\partial_{x}^{\alpha}\partial_{y}^{\beta}u||L\infty(K)\leqq F_{|\alpha|,|\beta|}$ , $|\alpha|\leqq r$ , $|\beta|\leqq s$

をみたすとき, $u$ は $K$ 上次数 $(r, s)$ まで $F$ によって $L^{\infty}$ ノルムの意味

でおさえられるといい,

$u<<F(rS:L^{\infty}()K))$

と書く.

このような 2変数の形式的べき級数を用いることにより, [S] と同様に,

次の補題を証明することが出来る.

補題 2.1. $u=(u_{1}, \cdots u_{\kappa})$ を $C^{\infty}(\Omega;\mathbb{R}^{\kappa})$ に含まれる関数とし, $p,$ $q$ を自

然数とする. 眉こよる $\overline{\Gamma}$ の像 $u(\overline{\Gamma})$ の閉包の近傍 A 上の $C^{\infty}$ 関数 $f$ が

ある正の定数 $k,$ $B$ にたいして

$f(z)<<B \sum^{\infty}\frac{k^{r}M_{r}}{r!}(L\infty(\Lambda))r=0Z^{r}$

をみたすとする.

このとき, $1\leqq r\leqq p,$ $1\leqq s\leqq q$ にたいして

$k[u]_{r,s},h,H; \mathrm{r}<\frac{1}{2}$

が成り立つならば,

$[f\mathrm{o}u]_{p,q,H;\Gamma}h,\leqq 2\kappa Bk[u]p,q,h,H,\cdot\Gamma$
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が成立する.

補題 22の証明について簡単に述べよう. セミノルムの定義により

$u(x)(p,q;L^{\infty}(<< \Omega))\sum\sum\frac{[u]_{r,S,h},H;\Gamma\tilde{M}_{r}+sh^{r}H^{s}}{r!s!}X^{r}\infty\infty Y^{S}$

$r=0s=0$

が成立する. この右辺を

$(_{\Gamma,S}) \in \mathbb{Z}+\sum_{0\backslash \{(,0)\}}\frac{U_{r,s}}{r!s!}X^{r}\mathrm{Y}S$

と表わすと,

$f \circ u<<B\sum_{=0}^{\infty}(p,q;L^{\infty}(\mathrm{r}))\iota\frac{k^{l}M_{l}}{l!}(_{(r,S)}\mathbb{Z}+\backslash \{(0,0)\}Y^{S}\sum_{\in}\frac{U_{r,s}}{r!s!}x^{r}\mathrm{I}^{\iota}$

が, 成立する. よって, この右辺の形式的べき級数を計算すればよい. こ

こで, $M_{p}$ に対するいくつかの仮定 (M.O) から (MMM 5) のうち, ここで主

要な働きをするのは, (M.4) である. ここでは, 次の命題を用いる.

命題 2.1. $(M.\mathit{4})$ が成立するとする. この時,

$\frac{M_{s+r-1}}{(s+r-1)!}\geqq\frac{M_{s}}{s!}$ . $\frac{M_{r}}{r!}$ , $r,$ $s\geqq 1$

が成り立つ.

これにより, $M_{p}$ が, (M.O) と (M.4) をみたせば, すべての自然数 $i$ ,

$p_{1},$ $p_{2},$ $\cdots,Pj$ に対して,

$\frac{M_{p_{1}+p_{2}\cdot\cdot.+pj}+}{(p_{1}+p_{2}+\cdot \mathrm{s}+p_{j})!}.\geqq$ $. \frac{M_{j}}{j!}$ . $\frac{M_{p_{1}}}{p_{1}!}\cdots\frac{M_{pj}}{p_{j}!}$
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が成立する ([K-2], [K-3], [K-4], [L-W], [S]). これを用いて, 形式的べ

き級数の計算をおこなうことにより, 補題 2.1を証明することが出来る.

さて, 補題 2.1を用いて Cauchy-Kowalevsky タイプの定理を示すこと

ができる. 基本的な方針は, [S] と同じである. $\Omega$ を $\mathbb{R}^{\mu}$ の開集合とし, $T$

を正の数とする. また, $u(x, y)=(u_{1}(x, y),$ $\cdots,$ $u_{\kappa}(x, y))$ は\Gamma $=$ 豆 $\cross[0, T]$

上のなめらかな関数で $\mathbb{R}^{\kappa}$ に値をとるとする.

定理 2.1. $u\in C^{\infty}(\Omega \mathrm{x}(0, \tau);\mathbb{R}^{\kappa})$ は

$\partial_{y}u(x, y)=f(x, y, u(X, y), \partial_{x}u(X, y))$ ,

の解とする. ただし, $f$ は,

$\overline{\Omega\cross[0,T]\cross u(\Omega,[0,T])\cross\partial xu(\Omega,[\mathrm{o},\tau])}$.

の近傍でクラス $\{M_{p}\}$ (resp. $(M_{p})$) の $\mathbb{R}^{\kappa}$ 値関数とする. このとき $y$ に

よらない正の定数 $C,$ $h$ が存在して (resp. すべての正の定数 $h$ に対して

$y$ によらない定数 $C$ が存在して)

$||\partial_{x}^{\alpha}u||_{L(\Gamma)}\infty\leqq Ch^{||M_{||}}\alpha\alpha$

’
$\alpha\in \mathbb{Z}_{+}^{\mu}$ ,

を満たすならば $u$ は $\Gamma$ でクラス $\{M_{p}\}$ (resp. $(M_{p})$ ) である.

この定理は, クラス $\{M_{p}\}$ の場合は補題 2.1を用いて帰納法により証明

する. クラス $(M_{p})$ の場合は, クラス $\{M_{p}\}$ に帰着させる $([\mathrm{K}- 3], [\mathrm{S}])$ .

3. 非線形項のソボレフノルムの評価.

このセクションでは合成関数の導関数のソボレフノルムについて考察

する. ここで, ソボレフノルムを用いる理由は, 後述する定理 42を証

明する際にエネルギー不等式を用いることにある.
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$a$ を正の数とし, $\Omega’=\{x\in \mathbb{R}^{n}; |x|<a\}$ とする. また, $s$ を $s>n/2$

なる自然数とする. このとき, ソボレフの補題が成立し, またソボレフ空

間 $H^{s}(\Omega’)$ は積に関して閉じている. さらに, ある正数 $a_{0}$ が存在し, $u$ ,

$v\in H^{s}(\Omega^{J})$ に対し,

$||uv||_{H(\Omega’)}\sim.\leqq a_{0}||u||H^{\mathrm{q}}\sim(\Omega’)||v||_{H^{\mathrm{Q}}(\Omega)}\sim$’

が成立する. このソボレフノルムに関して, セクション 2と同様な結果を

得ることができる.

$u=(u_{1}, \cdots, u_{\kappa})$ を $\Omega’$ 上のなめらかな関数とする. $u$ のセミノルムを

次のように定義する.

$|u|_{j;H(\Omega’)}s= \sum_{1\leqq\kappa}\max||\partial_{x}^{\alpha}u_{i}||_{H^{q}(}\sim\Omega’|\alpha|=j)$

,

$[u]_{p,h;H^{\mathrm{q}}}.( \Omega’)=\max\frac{|u|_{q;H^{S}}(\Omega\prime)}{\tilde{M}_{q}h^{q}}1\leqq q\leqq p$.

ただし, $\tilde{M}_{q,n}$ を $\tilde{M}_{q}$ と書いている. 以下, セクション 3およびセクショ

ン 4では $\tilde{M}_{q}$ は $\tilde{M}_{q,n}$ を表すものとする.

補題 3.1. $M_{p}$ は (M. $\mathit{0}$) と $(M.\mathit{4})$ をみたすとする. $u$ は $\Omega’$ 上の $C^{\infty}$ 関

数とし,‘ $P$ は自然数とする. $\overline{u(\Omega’)}$ の近傍 A 上の $C^{\infty}$ 関数 $f(y)$ がある

正数 $k,$ $B$ にたいして

$||(\partial^{\alpha}fy)\mathrm{o}u||H^{s}(\Omega^{l})\leqq Bk^{|\alpha|}M_{1}\alpha|$

をみたすとする.

このとき,

$a0^{k}[u]_{p,H}h: \sim*(\Omega’)<\frac{1}{2}$
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が成り立てば, 次の (1), (2), (3) が成り立つ.

(1) $[f\mathrm{o}u]_{p});(\Omega’)hH^{S}\leqq 2\kappa a_{0}kB[u]_{p},h;H^{9}\vee(\Omega’)$ ,

(2) $|f\mathrm{o}u|_{p}+1;H^{\mathit{8}}(\Omega’)\leqq 2\kappa a_{0}kB\{|u|_{p+;}1H^{s}(\Omega^{!})+[u]_{p,;}hH\mathit{8}(\Omega’)\tilde{M}_{p+}1hp+1\}$,

(3) $|\alpha|=p+1$ , $j=1,$ $\cdots,$ $n$ , $l=1,$ $\cdots,$
$\kappa$に対して

$||\partial_{x}^{\alpha}((f\mathrm{o}u)(\partial_{x_{j}}u\iota))-(f\circ u)\partial^{\alpha}x\partial x_{j}u\iota||_{H^{s}}(\Omega’)$

$\leqq 2\kappa a0kB\max\{1+\frac{a_{0}}{2n}, a_{0}\}\max\{1, |u|_{1;H}s(\Omega’)\}(p+1)$

. $\{|u|_{p1;H\sim}+\cdot(\Omega’)+[u]_{p},h;Hs(\Omega’)\tilde{M}_{p+}1hp+1(+[u]_{p,;}hHs(\Omega’))2\tilde{M}_{p+1}hp+2\}$ .

この定理の (1) と (2) は, セクション 2や [S] と同様の方法で示すこ

とができる. また, (3) は, (1) と (2) を用いて証明する. $([\mathrm{A}-\mathrm{M}])$

4. 定理 1.1の証明について.

このセクションでは定理 1.1の証明について考察する. 陰関数定理 $([\mathrm{K}-$

$2])$ と変数変換を用いることにより方程式 (L1) を

$\partial_{t}^{m}u+f(X, t, u, \cdots, \partial_{x,t}^{\alpha}u, \cdots)_{\alpha\in A_{m}}=0$ (4. 1)

に帰着することができる. また, $\Omega=\{(x, t)\in \mathbb{R}^{n}\cross \mathbb{R};|x|<a, 0<t<T\}$

を適当に取ることにより $\Omega$ における (4.1) の解の超可微分性を論ずれば

よいことがわかる. ここで,

$A_{m}=\{\alpha=(\alpha_{1}, \cdots, \alpha_{n+1}) : |\alpha|\leqq m, \alpha\neq(0, \cdots, 0, m)\}$

である. また, $u\in C^{\infty}(\Omega)$ を $\Omega$ における (4.1) の解とし,

$f(x, t, v, \cdots, v^{(\alpha)}, \cdots)$
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は

$\Omega\cross u(\Omega)\mathrm{x}\cdots \mathrm{x}\partial_{x}^{\alpha},u(t\Omega)$ $\mathrm{x}\cdot$ :. , $\alpha\in A_{m}$

の閉包 A でクラス $\{M_{p}\}$ (resp. $(M_{p})$ ) であるとする. 更に (4.1) の線

型化

$P= \partial_{t}^{m}+\alpha\in\sum_{A_{m}}\frac{\partial f}{\partial u^{(\alpha)}}(X, t, u, ‘ \cdot\cdot\}xt\partial^{\gamma},u, \cdots)\partial_{x}^{\alpha},t$

$|\alpha|=m$

が $\{t=\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{t}\}$ に関して狭義双曲型であると仮定してよい. これによ

り定理 1.1は次の定理からただちに導かれる :

定理 4.1. $\eta,$ $\eta_{1}$ は正の数で,

$\eta>0$ , $\eta_{1}>\tau-\eta a^{2}$

を満たすとする. また, $u$ を $\Omega$ における (4.1) の解とする. この時 $u$ が

$\Omega\cap\{t<\eta|x|^{2}+\eta_{1}\}$ においてクラス $\{M_{p}\}$ (resp. $(M_{p})$) ならば $u$ は $\Omega$

においてクラス $\{M_{p}\}$ (resp. $(M_{p})$) である.

定理 3.1 と同様に, 定理 4.1の証明においてもクラス $(M_{p})$ の場合は

クラス $\{M_{p}\}$ に帰着される.

以下, クラス $\{M_{p}\}$ の場合を考えよう.

$\Omega’=\{x\in \mathbb{R}^{n}; |x|<a\}$ とする. $\Omega$ 上の $C^{\infty}$ 関数 $u$ を $x$ の関数と見た

セミノルムを

$|u( \cdot, t)|_{p;H^{s}}(\Omega’)=\max||\beta|=p|\partial_{x}\beta u(\cdot,t)||_{H(}S\Omega’)$ ,

$\langle u(\cdot, t)\rangle p;H^{s}(\Omega’)=\max|\partial\alpha(x,ttu\cdot,)|p;H\sim(\mathrm{Q}\Omega^{l})|\alpha|\leqq m-1$ ’

$\langle\nabla_{x}u(\cdot, t)\rangle_{p;H(}\epsilon\Omega’)=\max\langle 1\leqq j\leqq p\partial_{x}u(j., t)\rangle_{p};H^{s}(\Omega’)$
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と表すことにする.

(4.1) を変形し, $|\beta|=p+1$ に対して,

$P\partial_{x}^{\beta\beta}\partial_{x_{j}}u=k_{\beta},j+\partial_{x}(gj)$ (4.2)

とすることができる. 更に, $k_{\beta,j}$ や $g_{j}$ (ま $f$ によって定まるクラス $\{M_{p}\}$

の関数 $f^{(\alpha)},$
$g(\beta,j),$ $f_{(j)}$ によって,

$(f^{(\alpha)}\mathrm{o}\tilde{w})\partial_{x}^{\beta}\partial_{x:x,t}\partial\alpha u-\partial_{x}^{\beta}((f^{(\alpha)}\mathrm{o}\tilde{w})\partial_{x_{i}x}\partial^{\alpha)},ut$

’
$\alpha\in A_{m}$ ,

$-g_{(\beta,j})^{\mathrm{O}\tilde{w}}$ ,

および

$-f_{(j)}\mathrm{o}\tilde{w}$

らの和で表される. ここで, $\tilde{w}$ は, $\mathrm{i}\mathrm{d}(x, y)=(x, y)$ および $(\partial_{x,t}^{\alpha}u;\alpha\in A_{m})$

を並べたベクトル値関数である. これらは, 補題 3.1の (2), (3) の左辺

と同じ形の式であることに注意する.

いま, $f$ はクラス $\{M_{p}\}$ であるから, ある正数 $k,$ $B$ にたいして,

$||(\partial^{\gamma}f^{()}y)\alpha \mathrm{O}u||_{H}\epsilon(\Omega’)\leqq Bk^{||M}\gamma|\gamma|$ , 化|= $0,1,$ $\cdots$

$||(\partial_{y}^{\gamma}g(\beta)j))\mathrm{o}u||_{H}S(\Omega’)\leqq Bk^{|\gamma|}M_{1}\gamma|$ , $|\gamma|=0,1,$ $\cdots$

$||(\partial_{yj)}^{\gamma}f_{(})\circ u||H^{s}(\Omega’)\leqq Bk^{|\gamma|}M_{1}\gamma|$ , $|\gamma|=0,1,$ $\cdots$

が成り立つ. この $k,$ $B$ にたいして, $\delta=\frac{1}{2a_{\mathrm{O}}k}$ とおくと, 補題 3.1を用

いることにより次の定理を示すことが出来る.

定理 4.2. 定理 4.1の仮定のもとで, ある定数 $h,$ $\lambda$ で次をみたすものが

存在する :
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すべての自然数 $p$ にたいして

$\langle\nabla_{x}u(\cdot, t)\rangle p;H^{s}(\Omega’)<\frac{\delta}{\kappa}e^{-\lambda t}\tilde{M}h_{\lambda,t}^{p}p$

’
$0\leqq t\leqq T$

$\langle u(\cdot, t)\rangle_{p}).H\sim(l\Omega’)<\frac{\delta}{\kappa}e^{-\lambda}\tilde{M}th^{p}p\lambda,t$ $0\leqq t\leqq T$.

ここで, $he^{\lambda t}=h_{\lambda,t}$ とおいた.

エネルギー不等式より, $|\beta|=p+1$ に対して,

$\langle\nabla_{x}u(\cdot, t)\rangle p+1;H^{\mathrm{Q}}\sim(\Omega’)\leqq C_{2}\int_{0}^{t}||P\partial_{x\mathrm{j}}^{\beta}\partial_{x}v(\cdot, S)||H^{S}(\Omega’)Sd$

が成り立つことに注意すれば, (4.2) より, 定理 42 は非線型項 $f^{(\alpha)}$ ,

$g(\beta,j),$ $f_{(j)}$ および解 $\tilde{w}$ に補題 3.1を用いることにより帰納法で証明でき

ることがわかる.

定理 42より, $u$ が定理 2.1の仮定を満たすことがわかるので, $\cdot$ 定理

2.1から, 定理 4.1がクラス $\{M_{p}\}$ の場合に成り立つことがわかる. 以上

より, 定理 1.1を証明することができる.
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