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1 序論

本論文の目的は, 減衰項を持つ非線形双判型分布系により記述される制御系に対し
て最適制御問題を考えることである. 即ち, 減衰項のある制御された非線形双曲型分

布系

$\{$

$\ddot{y}+A_{2}(t)\dot{y}+A_{1}(t)y=f(t, y)+Bv$ in $(0, T)$ ,
$y(0)=y_{0}\in V$,
$\dot{y}(0)=y1\in H$

を考え, この系に対する最適制御問題を望ましい形で解きたい. 上式において, $A_{1}(t)$

と $A_{2}(t)$ は微分作用素, $f$は非線形項, $B$は制御器, $v$は制御である. 制御系に対する二

次コスト関数

$J(v).=||Cy(v)-z_{d}||_{M}2+(Rv, v)\mathcal{U}$ , $v\in \mathcal{U}$

を考える. この時, $\mathcal{U}$を制御変数の作る空間としてコストの最小性, 即ち

$J(u)= \inf_{v\in \mathcal{U}_{a}d}J(v)$

を満たす最適制御 $u$ が許容集合 $\mathcal{U}_{ad}\subset \mathcal{U}$ の内に存在するかという問題およびその最

適制御 $u$ の特徴づけ (最適性条件の記述) の問題を考察する. $A_{2}(t)\equiv 0$ かつ fが $y$に

ついて線形の場合は $\mathrm{L}\mathrm{i}_{\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{S}}[6]$ によりこの最適制御問題の広汎な研究がなされている.

しかしながら $A_{2}(t)\not\equiv 0$ なる場合は, 充分な研究がなされているとは言い難い. 我々

は, ここで $A_{2}(t)$ に対応する新しいヒルベルト空間を導入し, 非線形外力 $f$をもつ上の

ような制御系に対し最適制御理論を展開したい. 後に 5節で述べる様に我々は多くの

新しい最適性条件を色々なタイプの非線形系に対して得た. 非線形および変分方程式

に関する理論については、 [1], [2], [4], [5] を参照されたい。
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2 非線形双曲型分布系

2.1 方程式に関する仮定

まず減衰項をもつ非線形双曲型分布系の説明を与えよう.

211 導入される空間及び記号の説明

方程式を定義するために必要な空間と双対性について個条書きで説明する.

$\bullet$ $H$ : Pivot ヒルベルト空間, $\mathrm{i}.\mathrm{e},$ $H\equiv H’$

. $V$ : 主要な微分作用素を定義するための可分ヒルベルト空間

. $V_{2}$ : ダンピング項を定義するための可分ヒルベルト空間

. $\mathcal{U}$ : 制御変数からなるヒルベルト空間
$\bullet$ $M$ : 観測データを表すためのヒルベルト空間
$\bullet$ $X’$は空間 $X$の双対空間

. $\langle\cdot, \cdot\rangle_{X’,X}$は双対性 $X$, X’に於けるスカラー積

. $(\cdot, \cdot)x$は空間 $X$に於けるスカラー積

$\bullet$ $\Lambda_{X}$ は $X$から X’へのに於ける標準同形写像

次に Gelfand triple としての空間設定を与える. 即ち,

$Varrow H\equiv H’arrow V’\Leftrightarrow I_{d}$ : $Varrow H$なる単射は連続, Vは Hで dense

かつ

$V_{2}\mathrm{L}arrow H\equiv H’arrow V_{2}’\Leftrightarrow I_{d}$ : $V_{2}arrow H$なる単射は連続, $V_{2}$ は Hで dense

と仮定する.

21.2 微分作用素 $A_{1}(t),$ $A_{2(t})$ の説明

(仮定 1) $A_{1}(t)\in \mathcal{L}(V, V’)$ について

$\forall t\in[0, T]$ に対し $a_{1}(t, \phi, \varphi)$ は V $\cross$ V上で定義され, かつ次の 4つの条件を満たす

bilinear form であるとする. 即ち, $\forall t\in[0,$ $\tau 1,$ $\forall\emptyset,$ $\varphi\in V$に対して
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(i) $a_{1}(t;\phi, \varphi)=a1(t;\varphi, \emptyset)$ ,

(ii) $\exists c_{11}>0$ ; $|a_{1}(t;\phi, \varphi)|\leq c_{11}||\emptyset||_{V}||\varphi||_{V}$ ,

(iii) $\exists\alpha_{1}>0,$ $\lambda_{1}\in \mathrm{R}$ ;
$a_{1}(t;\emptyset, \emptyset)+\lambda 1|\phi|_{H}2\geq\alpha_{1}||\emptyset||_{V}2$,

(iv) 関数 $tarrow a_{1}(t;\phi, \varphi)$ は $[0, T]$ 上で微分可能であり,
$\exists c_{12}>0$ ; $|\dot{a}_{1}(t;\emptyset, \varphi)|\leq c_{12}||\phi||_{V}||\varphi||_{V}$ .

条件 (ii) より

$a_{1}(t;\phi, \varphi)=\langle A_{1}(t)\phi, \varphi\rangle_{V’},V$ , $\forall\phi,$ $\varphi\in V$

が成り立つ様な作用素 $A_{1}(t)\in \mathcal{L}(V, V’)$ が決まり, また条件 (iv) より

$\dot{a}_{1}(t;\phi, \varphi)=\langle\dot{A}_{1}(t)\phi, \varphi\rangle_{V’},V$ , $\forall\phi,$ $\varphi\in V$

が成り立つ様な作用素 $\dot{A}_{1}(t)\in \mathcal{L}(V, V’)$ が決まる.

(仮定 2) $A_{2}(t)\in \mathcal{L}(V_{2}, V_{2}’)$ について

$\forall t\in[0,T]$ に対し $a_{2}(t, \phi, \varphi)$ は $V_{2}\mathrm{x}$ V2上で定義され, かつ次の 4つの条件を満たす

bilinear form であるとする. 即ち, $\forall t\in[0, T],\forall\phi,$ $\varphi\in V2$に対し

(i) $a_{2}(t;\phi, \varphi)=a_{2}(t;\varphi, \phi)$,

(ii) $\exists c_{21}>0$ ; $|a_{2}(t;\emptyset, \varphi)|\leq c_{21}||\phi||_{V_{2}}||\varphi||V_{2}$ ,

(iii) $\exists\alpha_{2}>0,$ $\lambda_{2}\in \mathrm{R}$ ;
$a_{2}(t;\emptyset, \emptyset)+\lambda_{2}|\phi|^{2}H\geq\alpha_{2}||\emptyset||_{V_{2}}2$ ,

(iv) 関数 $tarrow a_{2}(t;\phi, \varphi)$ は $[0, T]$ 上で微分可能であり,
$\exists c_{22}>0$ ; $|\dot{a}_{2}(t;\emptyset, \varphi)|\leq c_{22}||\phi||V2||\varphi||V_{2}$ .

条件 (ii) より

$a_{2}(t;\phi, \varphi)=\langle A_{2}(t)\phi, \varphi\rangle_{V’,V_{2}}2’\forall\phi,$ $\varphi\in V_{2}$

が成り立つ様な作用素 $A_{2}(t)\in \mathcal{L}(V_{2}, V_{2}’)$ が決まり, 同様に条件 (iv) より

$\dot{a}_{2}(t;\phi, \varphi).=\langle\dot{A}_{2}(t)\phi, \varphi\rangle V_{2}’,V2$
’

$\forall\phi,$ $\varphi\in V_{2}$

が成り立つ純な作用素 $A\dot{4}_{2}(t)\in \mathcal{L}(V_{2}, V_{2}’)$ が決まる.
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21.3 Gelfand fivefold の仮定

基本的な仮定として我々は, $V$と巧との間に, $Varrow V_{2}$ (連続的埋め込み) なる条

件をおく. この時, 先の二つ Gelfand triple から

$Varrow V_{2}arrow H\equiv H’arrow V_{2}’arrow V’$

$\Leftrightarrow\forall x\in V$に対し,

$\langle x, y\rangle_{V,V}’=\langle x, y\rangle_{VV’}2,2$ if $y\in V_{2}^{J}$

$\langle$ $x,$ $y)_{V}2,V_{2}’=(x, y)_{H}$ if $y\in H$

が成り立つ. この様な 5つの埋め込み対を Gelfand fivefold と呼ぶ.

注意 : ここでは, 減衰項を扱うための独立な空間巧を設けているので, 減衰項を支
配する微分作用素を自由に選べることができるという利点がある. Lions [5], [6] では,

線形系しか考えておらず, 更に $A_{2}(t)\equiv 0$ であるか\searrow 又は, 埋め込みを考えずに $y,\dot{y},\ddot{y}$に

対応する三つのヒルベルト空間 $V_{1}$ , $V_{2}$ , $V_{3}$を導入した後, $V=V_{1^{\cap}}V_{2}$ 寡 $V_{3}$ , $W=V_{2^{\cap}}V_{3}$

の様な空間を考え, その上で指数関数変換により変分不等式を用いて–般の線形系の

解の存在を示している (変換するために $a_{2}$の 2回微分可能性が必要になる).

22 減衰項のある非線形系

我々は外力が非線形項となる次の形の非線形系を考える.

$(EQ)\{$

$\ddot{y}+A_{2}(t)\dot{y}+A_{1}(t)y=f(t, y)$ in $(0, T)$ ,
$y(0)=y0\in V$,
$\dot{y}(0)=y1\in H$.

ここで, 非線形関数 $f$ : $[0,T]\cross Varrow V_{2}’$ は次の条件

(F1) $\forall x\in V,$ $f(\cdot, x):[0,T]arrow V_{2}’$ は可測関数,

(F2) $x_{n}arrow x$ weakly star in $L^{2}(0, T;V)$

$\Rightarrow f(t, x_{n})arrow f(t, x)$ weakly in $L^{2}(0,T;V_{2}’)$ ,

(F3) $\exists\beta\in L^{2}(0, T;\mathrm{R}^{+})$ ;

$||f(t, x)-f(t, y)||V_{2}’\leq\beta(t)||x-y||_{V}$ , $\forall x,$ $y\in V$ ,

(F4) $\exists\gamma\in L^{2}(0,\tau;\mathrm{R}^{+})$ ;

$||f(t, 0)||2\leq\gamma(t)$
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を満足していると仮定する. この時, 次の定理が得られる.

THEOREM 1非線形系 $(\mathrm{E}\mathrm{Q})$ の解 yが次の空間 $W(\mathrm{O},T)$ 内に–意に存在する. こ

こで,

$W(0,T)=\{y\in L^{2}(0, T;V) : \dot{y}\in L^{2}(0, T;V2),\ddot{y}\in L^{2}(0, T;V’)\}$

である. かつ解の正則性の結果

$y\in C([0, T];V)$ , $\dot{y}\in C([0, T];H)$

が成り立つ.

存在証明は Galerkin finite approximation を利用して実行する. -意性と正則性は次

のエネルギー評価 (Lemma 1) から導く. 詳しい証明は $\mathrm{H}\mathrm{a}[3]$ にある.

LEMMA 1(エネルギー等式). $(\mathrm{E}\mathrm{Q})$ の二 $y$はすべての垣こ対して次のエネルギー

等式を満たす.

$a_{1}(t;y(t), y(t))+| \dot{y}(t)|_{H}^{2}+2\int_{0}^{t}a_{2}(\sigma;\dot{y}(\sigma),\dot{y}(\sigma))d\sigma$

$=$ $a_{1}(0;y0, y \mathrm{o})+|y1|_{H^{+}}2\int_{0}^{t}\dot{a}_{1(}\sigma;y(\sigma),$ $y(\sigma))d\sigma$

$+2 \int_{0}^{t}\langle f(\sigma, y(\sigma)),\dot{y}(\sigma)\rangle V_{2}’,V2d\sigma$

3 減衰項をもつ非線形双曲型分布系の最適制御問題

31 最適制御の存在

$\mathcal{U}$を制御変数 $v$の作るヒルベルト空間とする. 次の減衰項をもつ非線形双古型制

御系を考える.

$(CEQ)\{$

$\ddot{y}+A_{2}(t)\dot{y}+A_{1}(t)y=f(t, y)+Bv$ , $v\in \mathcal{U}$ , $t\in(\mathrm{O}, T)$ ,

$y(0)=y_{0}\in V$,
$\dot{y}(0)=y_{1}\in H$.

ここで, $f(t, y)$ : $[0, T]\cross Varrow V_{2}’$ は非線形外力項, $B\in \mathcal{L}(\mathcal{U}, L^{2}(\mathrm{o}, \tau;V_{2}’))$ は制御器を

表わす. この時, 制御系 (CEQ) の解は空間 $W(0, T)$ の内に–意的に存在することが

わかる. 従って, 制御 $v$から解 $y(v)$ への写像

$varrow y(v)$ : $\mathcal{U}arrow W(0, T)$
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を考えることができる. もし外力項が線形の場合, 即ち, $f(t, y)=f(t)$ の時は, 写像

$varrow y(v)$ は affine 写像であるので, Gateaux 微分可能である. しかしながら, 外項が

非線形の場合は, この写像が Gateaux微分可能であるかどうかは–般にはわからない.

そしてそのための条件を見い出すことは重要な問題である. U上の正値対称作用素 $R$

に対し, 最適制御問題を考えるため次の二次形式により定義されるコスト関数

$J(v)=||c_{y}(v)-Zd||_{M}^{2}+(Rv, v)_{\mathcal{U}},$ $\forall v\in \mathcal{U}$

を導入する. Cは $W(\mathrm{O}, T)$ 上の観測作用素であり, $z_{d}\in M$は目標値, $M$は観測データ

からなるヒルベルト空間とする. $(\mathrm{C}\mathrm{E}\mathrm{Q})$ に対する最適制御問題は次のように定式化さ

れる.

最適制御問題 : コスト $J(v)$ の最小性, 即ち

inf $J(v)=J(u)$ , (1)
$v\in \mathcal{U}_{ad}$

を満たす最適制御 $u$ は存在するか ? また存在するとして $u$ を特徴づける条件を見い

出せ. ここで $\mathcal{U}_{ad}(\subset \mathcal{U})$ は閉凸許容集合とする.

最適制御 $u$ の存在については次の定理が得られる.

THEOREM 2少なくとも –つの最適制御 $u$ が存在する.

証明はエネルギー等式からすぐわかる.

32 写像 $varrow y(v)$ の Gateaux微分可能性

最適制御鱈よ不等式

$\frac{J(u+\theta(v-u))-J(u)}{\theta}\geq 0,$ $\forall\theta\in(0,1),\forall v\in uad$

を満たすので, もし $varrow J(v)$ が $u$ で Gateaux 微分可能ならば, 最適制御条件は変分

不等式

$DJ(u)(v-u)\geq 0,$ $\forall v\in \mathcal{U}_{ad}$ (2)

により見い出す事ができる. 実際, 写像 $varrow J(v)$ の $u$ での Gateaux 微分可能性は,

写像 $varrow y(v)$ の $u$ での Gateaux微分可能性により決定される. これについては次の

補題が得られる.

PROPOSITION 1 $f$について次の仮定 (F) をおく. (F) $\forall t\in[0, T]$ に対し, $f(t, y)$

は $y=y(u)$ で Fr\’echet 微分可能でありかつ

$\sup||df(t, y(u))||_{c}(V,V_{2}’)<+\infty$.
$t\in[0,T]$
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ここで $df(t, y)$ は $y$での $f(t, y)$ の Fr\’echet 微分を表す. この時, 写像 $varrow y(v)$ は,

$v=u$ で Gateaux 微分可能でありかつ

$\ddot{z}+A_{2}(t)\dot{z}+[A_{1}(t)-df(t, y(u))]z=B(v - u)$ , $\forall v\in \mathcal{U}_{ad}$

を満たす $z\in W(0, \tau)$ が–意に決まる.

この Proposition 1を示すためには次の Lemma が必要である.

LEMMA 2 $v\in \mathcal{U}_{ad}$ を固定する. この時

$\lim y(u+\lambda v)=y(u)$ in $C([0, T];V)$
$\lambdaarrow 0$

が成り立つ.

(Proposition 1の証明) $z_{\lambda}=\lambda-1y\lambda$ , $y_{\lambda}=y(u+\lambda v)-y(u)$ とおく. この時, 次

の等式

$a_{1}(t;z \lambda(t), z\lambda(t))+|\dot{z}_{\lambda}(t)|_{H}^{2}+2\int_{0}^{t}a_{2}(\sigma;\dot{z}_{\lambda}(\sigma),\dot{Z}\lambda(\sigma))d\sigma$

$=$ $\int_{0}^{t}\dot{a}_{1}(\sigma;z\lambda(\sigma), z_{\lambda()}\sigma)d\sigma+2\int_{0}^{t}\langle(Bv)(\sigma),\dot{\mathcal{Z}}\lambda(\sigma)\rangle_{V_{2}V_{2}}’,d\sigma$

$+2 \int_{0}^{t}\langle\lambda^{-1}[f(\sigma, y(u+\lambda v;\sigma))-f(\sigma, y(u;\sigma))],\dot{Z}_{\lambda}(\sigma)\rangle_{V}’,V_{2}d\sigma 2$

がなりたつ. 仮定 (F) を使うと, これから

$||z_{\lambda}(t)||_{V}2 \leq||z_{\lambda}(t)||_{V}^{2}+|_{\dot{Z}_{\lambda}}(t)|_{H}^{2}+\int_{0}^{2}||\dot{Z}_{\lambda}(\sigma)||_{V_{2}}^{2}d\sigma$

$\leq$ $K \int_{0}^{t}\beta(\sigma)^{222}||Z_{\lambda}(\sigma)||_{V}d\sigma+K||Bv||L^{2}(0,T;V_{2})$

が導かれる ( $K$は適当な正数). ここで, Gronwall の不等式を用いると

$||z_{\lambda}(t)||_{V}^{2}+| \dot{z}_{\lambda}(t)|_{H}^{2}+\int_{0}^{2}||\dot{z}\lambda(\sigma)||_{V_{2}}^{2}d\sigma$

$\leq$ $K’||Bv||_{L^{2}(\tau}^{2}0,;V_{2})$

となり (K’は適当な正数, 従ってこの不等式より次のことがわかる.

$z_{\lambda}arrow z$ weakly star in $L^{\infty}(\mathrm{O}, T;V)$ as $\lambdaarrow 0$ ,

$\dot{z}_{\lambda}arrow\dot{z}$ weakly in $L^{2}(0,T;V_{2})$ as $\lambdaarrow 0$ ,

$\dot{z}_{\lambda}arrow\dot{z}$ weakly star in $L^{\infty}(\mathrm{O},T;H)$ as $\lambdaarrow 0$ .
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$f(t,y)$ は $y=y(u)$ で Fr\’echet 微分可能であるから Lemma 2より

$\underline{f(t,y(u+\lambda v))-f(t,y(u))}$

$\lambda$

$=$ $( \frac{f(t,y(u+\lambda v))-f(t,y(u))}{y(u+\lambda v)-y(u)})(\frac{y(u+\lambda v)-y(u)}{\lambda})$

$arrow df(t, y(u))z$ weakly in $L^{2}(0, \tau;V_{2}’)$ as $\lambdaarrow 0$

が示される. 従って, $z$は次の方程式を満たす.

$\ddot{z}+[A_{1}(t)-df(t, y(u))]_{Z}+A_{2}(t)\dot{z}=B(v-u)$ , $\forall v\in \mathcal{U}_{ad}$ .

この方程式の解の存在は, 仮定 (F) により確かめられる. また解の–意性は $f(t, z)=$

$df(t, y(u))\mathcal{Z}+B(v-u)$ とおくことによりすぐわかる. 以下では, 記号の整合性を考えて

$z=Dy(u)(v-u)$ と書こう. ここで, $df(t, y(u))$ の共役作用素 $df^{*}(t, y(u))\in \mathcal{L}(V, V_{2}’)$

の定義を次のように与えておこう.

$\langle df(t, y(u))\phi, \psi\rangle_{VV_{2}}2’,=\langle\phi, df^{*}(t, y(u))\psi\rangle V_{2},V_{2}’$ , $\forall\phi,$ $\psi\in V_{2}$ .

33 観測のタイプ分けと最適性の条件

ここでは, 観測作用素 $C$を次の様な四つのタイプに分けて最適制御問題を扱う.

(i) $C_{1}\in \mathcal{L}(L^{2}(0, \tau;V),$ $M)$ とし $z(v)=c1y(v)$ を観測,

(ii) $C_{2}\in L(L^{2}(0, T;V2),$ $M)$ とし $z(v)=c2\dot{y}(v)$ を観測,

(iii) $C_{3}\in \mathcal{L}(V, M)$ とし $z(v)=c3y(\tau;v)$ を観狽

(iv) $C_{4}\in \mathcal{L}(H, M)$ とし $z(v)=c4\dot{y}(\tau;v)$ を観測.

観測 (i) と (ii) は, (CEQ) の回 yが空間 $W(\mathrm{O}, T)$ に属しているので, 自然な観測であ

る. 観測 (iii) と (iv) は Theorem 1で示された正則性により意味を持つ.

331 $C_{1}\in \mathcal{L}(L^{2}(0, \tau;V),$ $M)$ の場合

この場合のコスト関数は,

$J(v)=||c_{1y}(v)-z_{d}||^{2}M+(Rv, v)_{\mathcal{U}},$ $\forall v\in \mathcal{U}_{ad}$

で与えられる. 従って条件 (2) より最適性の条件は

$\int_{0}^{T}\langle C_{1M}^{*}\Lambda(c1y(u;t)-Z_{d(}t)), Dy(u)(v-u)\rangle V’,Vdt$

$+(Ru, v-u)_{\mathcal{U}}\geq 0,$ $\forall v\in \mathcal{U}_{ad}$
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とかける. 作用素 $C_{1}$について次のより強い仮定をおく. これは随伴系の解の–意的な

存在のために必要な条件である.

仮定 $C_{1}\in \mathcal{L}(L^{2}(0, \tau;V2),$ $M)$ .

THEOREM 3 $C_{1}$は上の仮定を満たしているとする. この時, 最適制御 $u$ は次の制

御系, 随伴系および変分不等式を満たす.

制御系 :

$\{$

$\ddot{y}(u)+A_{2}(t)\dot{y}(u)+A_{1}(t)y(u)=f(t, y(u))+Bu$ in $(0, T)$ ,

$y(0)=y0\in V$, $\dot{y}(0)=y1\in H$ .

随伴系 :

$\{$

$\ddot{p}(u)-A2(t)\dot{p}(u)+(A_{1}(t)-\dot{A}_{2}(t))p(u)$

$=df(t, y(u))^{*}p(u)+C^{*}\Lambda_{M}(Cy(u)-zd)$ in $(0, T)$ ,
$p(u;^{\tau})=0,\dot{p}(u;^{\tau})=0$ .

最適制御条件 :
$(\Lambda_{\mathcal{U}}^{-1}B^{*}p(u)+Ru, v-u)_{\mathcal{U}}\geq 0$, $\forall v\in \mathcal{U}_{ad}$ .

332 $C_{2}\in \mathcal{L}(L^{2}(\mathrm{o}, \tau;V2),$ $M)$ の場合

コスト関数は, この場合

$J(v)=||c_{2\dot{y}}(v)-Zd||_{M}^{2}+(Rv, v)_{U}$ , $\forall v\in \mathcal{U}_{ad}$

で与えられる. よって条件 (2) より最適性の条件は

$\int_{0}^{T}\langle C_{2M}^{*}\Lambda(c2\dot{y}(u;t)-z_{d()),D\dot{y}(}tu)(v-u)\rangle V_{2}’,V_{2}dt$

$+(Ru, v-u)u\geq 0$ , $\forall v\in \mathcal{U}_{ad}$

である. $A_{1}$ について次の仮定をおく.

仮定 $\dot{A}_{1}\in L^{\infty}(0, T;c(V, V’)2)$ .

この仮定も随伴系の解の–意的な存在のための必要である.

THEOREM 4 $A_{1}$は上の仮定を満たすとする. この時, 最適制御鱈よ次の制御系, 随

伴系および変分不等式を満たす. 制御系 :

$\{$

$\ddot{y}(u)+A_{2}(t)\dot{y}(u)+A_{1}(t)y(u)=f(t, y)+Bu$ in $(0, T)$ ,
$y(u;0)=y_{0}\in V$, $\dot{y}(u;0)=y_{1}\in H$.
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(1) 随伴系 : $(df(t, y(u))$ が垣こついて微分可能なる場合)

$=df^{*}(t, y(u))p(u)+ \int_{t}^{T}\frac{d}{dt}df^{*}(\sigma, y(u))p(u)d\sigma$
$\ddot{p}(u)-A_{2}(t)\dot{p}(u)+A_{1}(t)p(u)+\int_{t}\tau_{\dot{A}}1(\sigma)p(u)d\sigma\}$

$+c_{2}^{*}\Lambda_{M(c_{2\dot{y}}())}u-z_{d}$ in $(0, T)$ ,
$p(u;^{\tau})=0$ , $\dot{p}(u;^{\tau})=0$ .

(2) 随伴系 : $(df(t, y(u))\in \mathcal{L}(H, V_{2}’)$ の場合)

$=C_{2}^{*}\Lambda_{M}(c_{2\dot{y}}(u)-z_{d})$ in $(0, T)$ ,$\ddot{p}(u)-A_{2}(t)\dot{p}(u)+A_{1}(t)p(u)+\int_{t}\tau_{\dot{A}_{1}p}u(\sigma)()d\sigma+\int t\tau_{df*(\sigma,y(u))\dot{p}(u)d\sigma}\}$

$p(u;^{\tau})=0,\dot{p}(u;^{\tau})=0$ .

最適制御条件 :
$(-\Lambda_{\overline{u}^{1}}B^{*}\dot{p}(u)+Ru, v-u)u\geq 0,$ $\forall v\in \mathcal{U}_{ad}$ .

333 $C_{3}\in \mathcal{L}(V, M)$ の場合

コスト関数は,

$J(v)=||c_{3y}(\tau;v)-Zd||_{M}^{2}+(Rv, v)_{U}$ , $\forall v\in \mathcal{U}_{ad}$

で与えられる. 条件 (2) より最適性の条件はすべての $v\in \mathcal{U}_{ad}$に対し

$\langle C_{3}^{*}\Lambda_{M}(c_{3y}(u;\tau)-y(v;\tau)), Dy(u;T)(v-u)\rangle_{V^{l},V}+(Ru, v-u)_{\mathcal{U}}\geq 0$

である. 作用素 $C_{3}$については, 更に強く仮定 $C_{3}\in \mathcal{L}(H, M)$ をおく. この条件も随伴

系の解の–意的な存在のために必要である.

THEOREM 5 $C_{3}$は $C_{3}\in \mathcal{L}(H, M)$ を満たしているとする. この時, 最適制御 $u$ は

次の制御系, 随伴制御系および変分不等式を満たす. 制御系 :

$\{$

$\ddot{y}+A_{2}(t)\dot{y}+A_{1}(t)y=Bu+f(t, y)$ in $(0, T)$ ,

$y(0)=y_{0}\in V$, $\dot{y}(0)=y_{1}\in H$,

随伴系 :

$\{$

$\ddot{p}(u)-A_{2}(t)\dot{p}(u)+(A_{1}(t)-\dot{A}_{2}(t))p(u)-df(t, y(u))^{*}p(u)=0$ in $(0, T)$ ,

$p(u;^{\tau})=0$ ,
$\dot{p}(u;^{\tau})=C_{3}^{*}\Lambda_{M}(c3y(T;u)-z_{d})$ ,

最適制御条件 :
$(-\Lambda_{\mathcal{U}}^{-}1B^{*}p(u)+Ru, v-u)u\geq 0,\forall v\in \mathcal{U}_{ad}$ .
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334 $C_{4}\in \mathcal{L}(H, M)$ の場合

コスト関数は,

$J(v)=||C_{4}\dot{y}(T;v)-\mathcal{Z}d||_{M}^{2}+(Rv, v)_{U}$ , $\forall v\in \mathcal{U}_{ad}$

となる. この場合は, 形式的な計算により, 次のような随伴系が考えられる.

$\{$

$\ddot{p}(u)-A_{2}(t)\dot{p}(u)+(A_{1}(t)-\dot{A}_{2}(t))p(u)=0$ in $(0, T)$ ,
$p(u;\tau)=c^{*}\Lambda M(4c4\dot{y}(\tau;u)-Z_{d})$ ,
$\dot{p}(u;\tau)=A_{2}(T)c_{4}*\Lambda_{M}(c_{4\dot{y}}(\tau;u)-Z_{d})$

まず, ここでは初期値を正当化しなければならない 即ち, $C_{4}^{*}$の値域は $H,$ $A_{2}(T)$ の

定義域は巧である. 従って合成 $A_{2}C_{4}^{*}$は定義できない. この積が意味を持つためには

次の (i) 又は (ii) の仮定があれば十分である.

(i) $A_{2}\in L^{\infty}(\mathrm{o}, \tau;\mathcal{L}(H, V’))$ .

(ii) $C_{4}\in \mathcal{L}(V_{2}’, M)$ .

しかし意味を持ったとしても, 上の随伴系が–意解を持たねば, 最適性を記述しても意
味がない. 実際, 上の随伴系が–意解を許すためにはもっと強い条件, 例えば,

$C_{4}\in \mathcal{L}(V’, M)$ , $A_{2}\in L^{\infty}(0, T;\mathcal{L}(V2, H))$

を仮定すると解の–意的存在証明を容易に与えることができる. しかし, これは応用上

望ましくない条件である. . そこで, Lions のアイデアより転換法 (transposition) を

利用し, 随伴系の解の概念を拡張し, より自然な観測作用素のクラスに対し, 随伴系の
解の–意的存在を示すことができる. これを次節でのべる.

4 転換法 (Method of transposition)

転換法より次の定理が得られる.
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THEOREM 6 $P\mathrm{o}\in H,p_{1}\in$ V’および $f\in L^{1}(T;V’)$ を仮定する. この時弱い形の

方程式

$\{$

$\int_{0}^{T}\langle_{\mathrm{P},\ddot{\psi}}+A_{2}(t)\dot{\psi}+A_{1}(t)\psi-df(t, y(u))\psi\rangle V_{2},V_{2}’dt$

$= \int_{0}^{T}\langle f, \psi\rangle_{VV}’,dt+\langle p1, \psi(\tau)\rangle_{VV}’,-(p0,\dot{\psi}(\tau))_{H}$

$\forall\psi$ satisfying

$p0\in H,$ $p_{1}\in V’$ ,

を満たす解 $y\in L^{2}(0,T;V_{2})$ が–意に存在する.

上の方程式を形式的に解けば,

$\{$

$\ddot{p}-\frac{d}{dt}(A_{2(t)}\mathrm{P})+A_{1}(t)p=df(t, y)+f$ in $(0, T)$ ,

$p_{0}=p(T),$ $p_{1}=A2(T)p0+\dot{p}(0)$

が得られる. この転換されたシステムは与えられた観測に対し, 随伴系としての役割

を演じる. ここでは解の概念は弱くなっていることに注意しよう. しかしながら, 今ま

での制限された観測作用素の条件は自然な仮定に戻る. 即ち,

$C_{3}\in \mathcal{L}(H, M)\Rightarrow C_{3}\in \mathcal{L}(V_{2}, M)$ .

$C_{1}\in \mathcal{L}(L^{2}(0, \tau;V2),$ $M)$ $\Rightarrow C_{1}\in \mathcal{L}(L^{2}(0, \tau;V),$ $M)$ .

$\}$

$p(u;\tau)=C_{4}^{*}\Lambda_{M}(c4\dot{y}(\tau;u)-Z_{d(}T))\in H$ .
$\dot{p}(u;\tau)=A_{2}(T)p(\tau;u)\in V_{2}’$ .

ここでは, ページ数の関係もあり, 転換法による随伴系を用いた $C_{1}$ , $C_{3}$に対する最適

性の条件を書き下すことは略す.

5 応用

例 1 :SINE-GORDON 方程式への応用

$\Omega$は十分に滑らかな境界 $\Gamma=\partial\Omega$をもつ Rn上の有界領域とする. $Q=(0, T)\cross$

$\Omega,$ $\Sigma=(0, T)\cross\Gamma$とおく. この時, SINE-GORDON 方程式は

$\{$

$\frac{\partial^{2}y}{\partial t^{2}}+\alpha\frac{\partial y}{\partial t}-\Delta y+\beta\sin y=f$ in $Q$ ,

$y(u;t, x)=0$ on $\Sigma$ ,

$y(u;0, x)=y_{0}(x)$ , $\frac{\partial}{\partial t}(u;0, x)=y_{1}(x)$

$y(u;t, x)=0$ on $\Sigma$ ,

$y(u;0,X)=y_{0}(x)$ , $\frac{\partial}{\partial t}(u;0, x)=y_{1}(x)$ on $\Omega$
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により記述される. ここで, $\alpha>0,$ $\Delta\phi=\sum_{i=}^{n}1^{\frac{\partial^{2}\phi}{\partial x^{2}}}\dot{.}$ である. この方程式系においての

次の制御問題を考える.

まず $V=H_{0}^{1}(\Omega),$ $V_{2}=H=L2(\Omega)$ とおく. 次の 2つの bilinear form を導入する.

$a_{1}( \phi, \varphi)=\int_{\Omega}\nabla\emptyset\cdot\nabla\varphi dX$ , $\forall\phi,$ $\varphi\in V=H_{0(\Omega)}^{1}$ .

$a_{2}( \phi, \varphi)=\int_{\Omega}\alpha\phi\varphi dx$ , $\forall\phi,$ $\varphi\in V_{2}=L^{2}(\Omega)$ .

ここで, $\nabla\phi=(\frac{\partial\phi}{\partial x_{1}},$ $\frac{\partial\phi}{\partial x_{2}},$

$\cdots,$
$\frac{\partial\phi}{\partial x_{n}})$ を表す. $\mathcal{U}_{ad}=M=L^{2}(\Omega)$ とおいて, $B=I$ と

$C=I$となる恒等作用素をとる. 外力 $f$として制御変数 $v$を考える. この時, SINE-
GORDON 方程式系に対する次の最適制御問題が考えられる.

$\{$

$\frac{\partial^{2}y(v)}{\partial t^{2}}+\alpha\frac{\partial y(v)}{\partial t}-\triangle y(v)+\beta\sin y(v)=v$ in $Q$ ,

$y(v;t, x)=0$ on $\Sigma$ ,

$y(u;0, X)=y_{0}(x)$ , $\frac{\partial y}{\partial t}(v;0, x)=y_{1}(x)$ in $\Omega$ .

ここで, $v\in \mathcal{U}_{ad}=L^{2}(Q)$ である. 上の制御系は定理 1により -意な豪 $y(v)$ が存在す

る. この制御系に対するコスト関数は

$J(v)= \int_{0}^{T}\int_{\Omega}(y(v;t, x)-zd(t, X))2dXdt+\int_{0}^{T}\int_{\Omega}v^{2}(t, x)dxdt$

で与えられるとする. ここで, $z_{d}\in L^{2}(Q)$ . $u$ をこのコスト $J(v)$ に対する最適制御と

する. この時, 次の (随伴系) は定理 1より -意な解 $p(u)$ を持つ.

$\{$

$\frac{\partial^{2}p(u)}{\partial t^{2}}-\alpha\frac{\partial p(u)}{\partial t}+(\triangle-\cos \mathrm{P}(u))p(u)=y(u)-Z_{d}$ in $Q$ ,

$p(u;t, x)=0$ on $\Sigma$ ,
$p(u;T, x)=0$ in

$\frac{\partial p}{\partial t}(u;T, X)=0$ in $\Omega$ .

求める最適制御 $u$ は方程式系とコスト関数より導入される随伴系により $u=-p(u)$ で

与えられる.

例 2KLEIN-GORDON TYPE 方程式への応用

詳細は略すが, 次のタイプの方程式 (Eq$.1$ ) $-(\mathrm{E}\mathrm{q}.5)$ に対して適当な \mbox{\boldmath $\gamma$}の条件のもと

で, 例 1と同様に最適制御の存在と最適条件を随伴系を用いて記述することができる.

(Eq 1) $\frac{\partial^{2}y}{\partial t^{2}}+\Delta(b\triangle\frac{\partial y}{\partial t})+\triangle(a\triangle y)+|y|^{\gamma}y=f+Bv$ ,
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(Eq 2) $\frac{\partial^{2}y}{\partial t^{2}}-\nabla\cdot(b\nabla\frac{\partial y}{\partial t})+\triangle(a\triangle y)+|y|^{\gamma}y=f+Bv$,

(Eq.3) $\frac{\partial^{2}y}{\partial t^{2}}+b.\frac{\partial y}{\partial t}+\Delta(a\triangle y)+|y|^{\gamma}y=f+Bv$,

(Eq.4) $\frac{\partial^{2}y}{\partial t^{2}}-\nabla\cdot(b\nabla\frac{\partial y}{\partial t})-\nabla\cdot(a\nabla y)+|y|^{\gamma}y=f+Bv$ ,

(Eq.5) $\frac{\partial^{2}y}{\partial t^{2}}+b\frac{\partial y}{\partial t}-\nabla\cdot(a\nabla y)+|y|^{\gamma}y=f+Bv$ .

—ffi- $\text{し}(’\mathrm{a}^{t}P_{\mathrm{D}}\ovalbox{\tt\small REJECT} \text{の_{}\overline{\overline{\mathrm{p}}}}\hslash^{\mathrm{B}\mathrm{f}\mathrm{l}[]}=\backslash \iota\mathrm{h}\mathrm{H}\mathrm{a}3\iota_{-}^{\sim}\mathfrak{X})\text{る}$ .
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