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1. 導入

$D$ を複素平面上の単位開円板、 $dA(z)$ を $D$上の正規化された Lebesgue 測度

とする。 $1<p<\infty$ に対して, $L^{p}=L^{I}’(D, dA)$ と $L^{\infty}$ を通常の Lebesgue 空間と

し、 空間 $L_{h}^{p}$ を $D$ 上の複素調和関数 . $f$ で

$||f||_{p}=(. \int DA|f(z)|pd(z))^{\frac{1}{?)}}<\infty$

を満たすものとする。 このとき、 この空間は調和 Bergman 空間と呼ばれる。 (解

析的) Bergman 空間 $L_{a}^{p}$ \iota よ $D$上解析的な $L^{p}$ 関数からなる空間を言う。両者の空

間には次の関係式が成り立つ : $L_{h}^{\mathrm{J}}’=L_{a}^{J^{\mathrm{J}}}+\overline{L_{a}^{J^{1}}}\text{、}$ ただし、 $\overline{L_{a}^{p}.}$ は $L_{Cl}^{l)}$ の複素共役関数

の空間とする。点 $z\in D$ に対して、

$.f(z)= \int_{D}f(w)H_{z}(w)dA(w),$ $f\in L_{h}^{p}$

となる再生核 $H_{z}$が $L_{h}^{p}$ に存在する。実際 ‘ $H$
。

$(w)=(1-\overline{z}w)^{-2}+(1-Z\overline{w})-2-1$

であり、次のような性質を持つ :

(1) $H_{z}(\cdot)$ は $D$上有界調和な実数値関数である ;

(2) $H_{Z}(w)=H(wz)$ ;

(3) $||H_{z}||_{2}^{2}=(1+2|Z|2-|z|^{4})(1-|_{Z}|^{2})-2$ .

$D$ の点 $z$ と $L^{p}$の関数 $.f$ に対して、
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$Q(.f.)(z)= \int_{D}.\mathrm{f}(w)H_{z}(w)d\mathrm{A}(\mathrm{t}L’)$

とおく。このとき、 $Q$ は $1<p<\infty$ に対して $L^{p}$ から $L_{h}^{l)}$ への有界な射影となる。

さらに私たちは $p=1$ でさえも有界な射影を作ることもできる。 よって $\mathrm{B}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{g}_{\mathrm{l}}\mathrm{n}\urcorner \mathrm{n}$

空間の場合と同様に $\mathrm{T}_{\mathrm{o}\mathrm{c}_{1\cdot)}^{\backslash }}1\mathrm{i}\mathrm{t}_{7},$

」 . $\mathrm{H}_{(}\iota,\mathrm{n}\mathrm{k}_{\mathrm{C}}1$ 作用素を定義することができる : 関数

. $f\cdot\in L^{\infty}$ に対して、 $L_{\iota}^{l^{1}}$, 上の $\mathrm{T}\mathrm{o}\mathrm{c}_{1^{)}}1\mathrm{i}\mathrm{t}r$

」 作用素 $\tau_{f}$ と Haatkcl 作用素 $H_{f}$
. をそれぞれ

$\tau_{fg=Q(.tg}.)\text{、}H_{fg=.t}^{\cdot}.(/-Q(f_{\mathit{9})}$ とする。1

この小論では $L_{h}^{p}$上のこれらの作用素の代数的性質や compact 性について論じ

る。Faour [5] $\text{は}.f$ が D 上連続ならば、 $H_{f}$ は compact であると示した。我々は

ここでは同じ結果を定理の系として得る。また cornpact 性については、Adams

[1] によって、 関数の積を collvolution とみて、最近では $.\mathrm{J}_{\mathrm{o}\mathrm{V}\mathrm{O}}\mathrm{V}\mathrm{i}_{\acute{\mathrm{C}}}[7]$ が n $\geq 2$ に対

して $R^{\mathit{7}1}$ の単位球上の実数値調和関数の場合について、 それぞれ結果を得ている

(実数値調和関数については [2] を参照) 。

2. 代数的性質

明らかに次のことが成り立つ :

(a) $\alpha,$
$\beta\in \mathrm{C}$ に対して、 $T_{\alpha f+\beta g}=\alpha T_{f}+\beta T_{g}$ , $H_{\alpha f+\beta g}=c\iota’H_{f}+\beta H_{g}$ ;

(b) $T_{f}^{*}=T_{\overline{f}}$ ;

(c) $\tau_{f}\tau_{\mathit{9}}-Tfg=-H_{\overline{f}}^{*}H_{g}$ ;

(d) $H_{f}^{*}g=Q(.\overline{f}g)$ .

調和関数の積は必ずしも調和にはならないことが解析的 $\mathrm{B}\mathrm{e}\iota\cdot \mathrm{g}_{\mathrm{l}11\mathrm{a}}\mathrm{n}$ 空間に比

べて調和 Bergnxan 空間における特徴付けを困難にしている。この節では解析的
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Bergnran 空間のとき明らかであるような性質について考える。

まず、 $T_{\approx}T_{\vee}’\neq\tau_{\vee}\sim.2$ であることが確かめられる。

定理 2.1. $L^{\infty}$の関数 $.f$ に対して、 $\tau_{\overline{f}}\tau_{f}=T2|f|$ であるための必要十分条件は $f=$

定数である。

証明. $\tau_{\overline{f}}\tau_{f}=T_{1}f|^{2}$ であると仮定する。上の関係式 (c) により、 $H_{f}=0$ , 即ち, 任

意の $g\in L_{h}^{2}$ に対して $fg=Q(.fg)$ である。 このとき、 $g=1$ とおいて、 $.f\in L_{1}^{2}$, で
ある $0.f$ は $D$ \vdash .有界調和であるから、 $f=.\mathrm{f}i+.\overline{f}_{2}$ と書ける。ただし、 $.\mathrm{f}\mathrm{i}$ と $f_{2}$ は

$L_{a}^{2}$ の関数である。$g=z$ および $g=\overline{z}$ とおいて、 .$fg$ が調和であることから、各

ゐが定数であることがでる。

$\ovalbox{\tt\small REJECT}$
. の可換性については、次のことが容易に確かめられる :

(1) $T_{\overline{z}}T_{\sim}.\neq T_{z\text{。}}\tau_{-}$ ;

(2) $T_{z^{2}}T_{z}\neq\tau\tau_{\vee}\sim 2\tilde{\epsilon}\cdot$ .

定理 22. 関数 $f$ は $D$上解析的とする。 このとき、 次のことは同値 :

(i) $L_{h}^{2}$ 上 $T_{f}T$。 $=T_{\text{。}}T_{f}$ ;

(ii) $.f=\mathit{0}_{0},+a1z,$ $\mathit{0}_{0},,a_{1}\in \mathrm{C}$ .

証明. $(\mathrm{i})\Rightarrow(\mathrm{i}\mathrm{i})$ 関数 $\overline{z}\in L_{h}^{2}$ に対して、次の等式

$T_{\overline{L}} \overline{z}(W)=\int z\overline{\mathcal{Z}}Hw(Z)d\mathrm{A}(_{Z})=\frac{1}{2}$

が成り立つ。 よって

$T_{f}T$。
$\overline{z}(w)=\frac{1}{2}.f\cdot(w)$ .
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-方、.$f(u))= \sum_{?}^{\infty}1=0rc,’\iota.\iota\iota^{7\iota}$’ として

$T_{f} \overline{z}(w)=O_{0},\overline{w}+\sum_{11l=}\infty a_{l\tau}\frac{n}{n+1}u)n-1$

である。 したがって

$T_{z}T_{f’} \sim\sim-(\mathrm{r}v)=\frac{o,0}{2}+\frac{CJ_{\mathrm{J}}}{2}w+\frac{2a_{2}}{2}w^{2}+\cdots$

等式 $TfT_{\wedge,\sim}.\mathit{2}=\tau\text{。丁}f\overline{\tilde{z}}$ より

$a_{2}=a_{3}.=\cdots=0$

が確かめられるから、.$f\cdot(z)=a0+\mathit{0}_{1},z$ となる。逆は明らか。’

同様の計算によって、次のことも得られる。

定理 23. 関数 $f$ は $D$上解析的とする。 このとき $T_{\overline{f}}T$。 $=T_{z}T_{\overline{f}}$ であるための必

要十分条件は $f=$定数 である。

問題 1. 等式 $T_{f}T_{g}=T_{g}T_{f}$ が. $f\cdot,$ $g\in L^{\infty}$ に対して成り立つ必要十分条件を見つ

けよ.$=p$

問題 2. 解析関数 $.f$ に対して Toeplitz 作用素 $\tau_{f}$ が normal 作用素になるための

必要十分条件を見つけよ.:.

3. Toeplitz 作用素の colnpact 性

この節では、 Toeplitz 作用素の colnpact 性について考える。
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定理 3.1. 関数 $f$ が D上連続であるとする。 このとき、次のことは同値 :

(1) $T_{f}$ は $L_{h}^{2}$ 上 compact である ;

(2) $D$の境界上 . $f$

.
$=0$ .

証明. (1) $\Rightarrow(2)$ だけを示す。 $\lambda\in D$ に対して、 $k_{\lambda}(Z)=(1-|\lambda|)/(1-\overline{\lambda}_{Z})^{2}$ とお

く。 このとき $||k_{\lambda}||_{2}=1$ であり、 $|\lambda|arrow 0$ のとき紘は $L_{k}^{2}$ で弱位相で $0$ に収束す

る。 よって

$c\geqq||\tau_{f}k_{\lambda}||2$

$= \sup\{|\langle\tau fk\lambda, g\rangle| : g\in L_{h}^{2}, ||g||_{2}=1\}$

$\geqq|\langle T_{f}k_{\lambda,\lambda}k\rangle|$

$=|\langle.\dagger^{\backslash }k_{\lambda},$ $k_{\lambda})|$

$=| \int.f.|k_{\lambda}|2dA|$

$=| \int.f\mathrm{o}\varphi\lambda(_{Z})dA(z)|$ , $\varphi_{\lambda}(z)=(\lambda-z)/(1-\overline{\lambda}z)$ .

$\tau_{f}$ は compact であり、 $|\lambda|arrow 1$ のとき $\varphi_{\lambda}(z)$ は $\lambda$ に収束するので、 $D$の境界

上 $f=0$ である。

同様の議論によって、有界調和関数 $.f$ に対する $T_{f}$ が compact である必要十分

条件は $f=0$ であることが確かめられる。

4. Hankel 作用素の compact 性

この節では、Hankel 作用素について考える。 まず、 次のことが分かる。
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定理 4.1. $L^{\infty}$ の関数.$f$

. に対して、 $H_{f}$ が compact であることと $H_{\overline{f}}$が col $\mathrm{n}p\dot{C}\iota.\mathrm{C}\mathrm{f}_{l}$

であることは同値である $‘=$:

証明. $g\in L_{h}^{\mathit{2}}$ と $z\in D$ に対して、等式 $H_{\overline{f}}g(Z)=\overline{H_{f^{\overline{g}}}(z)}$ が成り立つ。 よって

$||H_{\overline{f}}g||2=11^{H_{f^{\overline{g}}}}|1_{\mathit{2}}$ がいえることから示せる。

ここで、 $z\in D$ に対する再生核 $Q_{\text{、}}$ と Dirichlet 空間について振り返る。1節

で $Q$。は次のように書けていた :

$Q$
。$(w)= \frac{1}{(1-\overline{z}w)^{2}}+\frac{1}{(1-z\overline{w})^{2}}-1$

$=\mathrm{A}_{Z}’(w)+\overline{I\mathrm{i}_{z}(\prime w)}-1$

ただし $I\mathrm{t}_{z}’$ は $L_{a}^{\mathit{2}}$ における Berglnan 核とする。

解析関数 $f$ に対して、 次のように計算できる。

$H_{f}Q_{z}(w)=(.f(w)-. \mathrm{r}(Z))\overline{I\mathrm{i}_{z}^{\Gamma}(w)}+\int(f(Z)-f(u))Kz(u)I\mathrm{f}_{w}(\mathrm{t}1.)d,A(z)$

$=(.f.(w)-t.(z))\overline{I_{1}\prime(zw)}-P((.\mathrm{r}-.\mathrm{f}(z))\overline{I\mathrm{L}_{\text{。}}})’(w)$

$=(I-P)((.\mathrm{f}-.\dagger.(Z))\overline{I\mathrm{i}z})’(w)$

だだし $P$ は $L^{\mathit{2}}$ から $L_{a}^{2}$ への直交射影である。

また Dirichlet 空間とは

$\int|.f’.(z)|^{2}d.A(z)<\infty$

となる関数 $.f\in L_{a}^{\mathit{2}}$ からなるものであった。
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定理 42. 関数.f が有界で Diricfilet 空間に属しているとき、作用素 $H_{f}$ と $H_{\overline{f}}$

は $L_{h}^{2}$上 compo, $ct$ である。

証明. $g\in L_{h}^{2}$ に対して、

$H_{f}^{*}.H_{f\mathit{9}()=}Z\langle H_{f}^{*}H_{f^{g}}, Q\text{。}\rangle$

$=\langle H_{f\mathit{9}}, H_{f}Qz\rangle$

$=$ $\langle.fg, (I-P)((.t$
.

$-.t(_{Z}))I\mathrm{i}_{z})\overline{r}\rangle$ .

よって

$|H_{f}^{*}H_{fg}(_{Z)1}\leq||.fg||_{\mathit{2}}||(I-P)((f-f(z))\overline{I\mathrm{i}_{\text{。}^{}r}})||_{\mathit{2}}$.

ここで

$||(. \mathrm{f}-.t.(Z))\overline{I\mathrm{i}_{\text{。}}r}||_{2}^{2}=.\int\frac{|.f(w)-f(z)|^{2}}{|1-\overline{z}w|^{4}}dA(w)$

であるから、 $w$ を $\varphi_{z}(w)$ とおき、変数変換をおこなうことにより次の等式を得る。

$11’(. \mathrm{f}-.f(z))\overline{I\iota_{z}^{r}}||_{\mathit{2}}^{2}=\frac{1}{(1-|z|^{2})\mathit{2}}.\int|.t\mathrm{o}((t^{\bigcap_{z}}w)-.t\cdot(\tilde{z})|^{2}dA(w)$ .

norlll の同値性から

$||(.f-.f(z))\overline{I\mathrm{i}\prime}$
。

$||_{\mathit{2}}^{\mathit{2}} \leq\frac{c}{(1-|z|^{2})2}.\int(1-|w|2)^{2}|(.f\mathrm{o}\varphi_{Z})(w)|2dA(;w)$

$= \frac{c}{(1-|z|^{\mathit{2}})2}\int(1-|\varphi_{z}(w)|2)^{\mathit{2}}|.f.(w);|^{2}dA(w)$

$=c. \int|.f’(w)|\mathit{2}\frac{(1-|w|^{2})^{2}}{|1-\overline{z}w|^{4}}dA(w)$
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ただし $c$ は定数。

任意の数 ?, $\mathrm{Q}:<\uparrow<1$ に対し、 $rD=\{_{\tilde{z}} : |z|\leq r\}$ とおき $\chi_{r}$ を $\uparrow’ D$ に対する

特性関数とする。 このとき $\chi_{r}H_{f}^{*}H_{f}$
. は $L_{h}^{\mathit{2}}$ 上 colIIpact 作用素になる。

任意の $g\in L_{l}^{2}$, に対し、

$||(H_{f}*Hf-’ \backslash ^{\prime {}_{r}H^{*}}\cdot fH_{f})g||^{2}2=\cdot\int_{D\backslash \Gamma}D||(H_{f}^{*}Hf)g(Z)\mathit{2}dA(_{Z)}$

$\leq c||.\mathrm{f}||_{\infty}^{2}||g||_{2}2.\int D\backslash rD\int_{D}|f.(w)|2\frac{(1-|w|’2)^{2}}{|1-\overline{Z}\iota \mathit{0}|^{4}}dA(,\mathrm{t}l))Cl,A(z)$

$=c||.f||^{2} \infty||g||_{2}^{\mathit{2}}\int_{D}|.f^{l}(w)|^{2}\int_{D\backslash rD}\frac{(1-|w|^{2})^{\mathit{2}}}{|1-\overline{z}w|^{4}}d\mathrm{A}(_{Z})dA(w)$

$=c||f||^{2} \infty||g||_{2}^{\mathit{2}}\int_{D}|.f^{l}(w)|2.\int D\backslash rD)|(\varphi?v)’(Z)|^{2}dA(_{Z}dA(w)$

$=c||.f||^{2} \infty||g||_{2}\mathit{2}.\int_{D}|f(w)|^{\mathit{2}}(1-A\Gamma eo,\varphi_{w}(r’,D))dA(w)$

ただし $\pi A\uparrow’ ea\varphi_{1}\iota$
)

$(?^{\tau}D)$ は $\uparrow’ D$ の
${}^{\mathrm{t}}r^{\circ_{l}}\iota$’による像の面積とする。

$\varphi_{w}(\mathrm{t}^{\neg}D)$ は半径 $(1-|w|^{\mathit{2}})\uparrow\cdot/(1-r^{2}|w|^{2})$ の Euclidean 円であるから、

$||(H_{ff}^{*}H_{f\lambda’}-{}_{r}H^{*}Hf)g||^{2} \mathit{2}\leq c||.f||_{\infty}^{2}||g||_{\mathit{2}}^{2}\int_{D}|.\mathrm{f}’(w)|^{2}(1-(\frac{1-,|w|^{\mathit{2}}}{1-t^{2}|w|^{\mathit{2}}}\uparrow’)^{2)}dA(u))$.

Lebesgue の収束定理により、 $\uparrow’arrow 1$ のとき上式の右辺は $0$ に収束する。よって

$rarrow 11\mathrm{i}_{1Y}1|||(H_{f}^{*}Hf^{-}\chi_{r}H*Hf)fg||_{\mathit{2}}\mathit{2}=0$.

したがって、 $H_{f}^{*}H_{f}$ は $\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{I}\mathrm{l}\mathrm{P}^{\mathrm{a},\mathrm{c}\mathrm{t}}$ . 即ち、 $H_{f}$ も compact である。

ここで、系として [5] の結果を得る。’
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系. . $f$

. が D-上連続のとき、 $H_{f}$ は $comp\partial,C$ ’

証明. 関数 $z$ は Dirichlet 空間に入っているので、定理 42 と Stone-Weierstrass

定理より示せる。

問題 3. $.f\in L^{\infty}$ に対して、乃と $H_{f}$ が commpact となるための必要十分条件をそ

れぞれ求めよ。

付記. $\mathrm{B}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{g}\mathrm{a}\mathfrak{l}\mathrm{i}\mathrm{n}$ 環との関係

$Y$ を可換 Baatach 環 $X$の部分空間とする。 関数 $f\in X$ が $Y$ の $X$ に関する

Bourgain 環に属するとは、 $Y$ の弱 null 列 $\{g_{n}\}$ に対して、 $77arrow 0$ のとき $||.f_{n}f-$

$g_{n}||xarrow 0$ なるときをいう。単位円 $\partial D$ 上の古典的 Hardy 空間の $L^{\infty}(\partial D)$ と

$L^{\infty}(D)$ に関する Don$\mathrm{I}^{\cdot}\mathrm{g}_{\mathrm{d}}\mathrm{i}\mathrm{n}$ 環はそれぞれ [3] や [4] で研究されているが、Bourga,in

環は Hardy および Bergman 空間上の Haalkel 作用素の compact 性と密接な関係

を持っている。 $\mathrm{I}_{\mathrm{Z}\iota \mathrm{t}\mathrm{C}}\mathrm{h}\mathrm{i}- \mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{f}\mathrm{f}$-Yale[6] は $D$上の有界調和関数の空間の $L^{\infty}(D)$

に関する Bourgain 環を特徴付けている。 この環は $H_{f}$が $L_{h}^{2}$上 compact となるよ

うな関数.f の集合となるか ? この質問については否定的な解がある。
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