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$0$ . Introduction

次の偏微分方程式のシステム $(P_{l\ovalbox{\tt\small REJECT}\hslash})$ を考える:

$(\rho(u)+.\lambda(w))_{t}-\triangle u=f(t,.x)$ in $Q:=(\mathrm{O}, T)\cross\Omega$ , (0.1)

$\nu w_{t}-\kappa\triangle w+\beta(w)+g(w)\ni\lambda’(w)u$ in $Q$ , (0.2)

$\frac{\partial u}{\partial n}+n_{0}u=h(t, x)$ on $\Sigma:=(0, T)\cross\Gamma$ , (0.3)

$\frac{\partial w}{\partial n}=0$ on $\Sigma$ , (0.4)

$u(0, \cdot)=u_{0},$ $w(0, \cdot)=w_{0}$ in $\Omega$ . (0.5)

ここで, $\Omega$ は $\mathrm{R}^{N}(1\leq N\leq 3)$ の有界な領域で, その境界 $\Gamma:=\partial\Omega$ は smooth とする.
次を仮定する. $0<T<+\infty;\nu$ と $\kappa$ は非負なパラメーター; $n_{0}$ は正の定数; $\rho$ と $\beta$ は

maximal monotone graphs in $\mathrm{R}\cross \mathrm{R};g$ と $\lambda$ は滑らかな関数; $f,$ $h,$ $u_{0,0}w$ は与えられた
関数とする.
このシステムは, obstacle を持つ phase-field model と呼ばれ, 固体液体の相転移現象

を記述するモデルである. $\theta:=\rho(u)$ は温度, $w$ は non-conserved order parameter を表
す. すなわち $w$ は相を表す変数で, obstacles ((

$w\in D(\beta)$
” を持つ. また, $\kappa$ と $\nu$ はそれ

ぞれ内部エネルギーと $w$ の時間緩衝を表す. このシステム $(P_{\nu\kappa})$

.
は $\mathrm{C}^{1}\mathrm{a}\mathrm{g}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{p}[2|$ および

Penrose-Fife [12] によるものである.
ここで興味深いのは, $\nu\geq 0,$ $\kappa\geq 0l^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}+\kappa>0,$ $\beta$ の定義域 $D(\beta)$ が $\mathrm{R}$ で有界, か

つ $g$ が $\overline{D(\beta)}$ で non-monotone の場合である. 例えば, $\beta=\partial I_{[]}-1,1$ または $\partial I_{1-\frac{1}{2}\mathrm{l}}\frac{1}{2}$, かっ

$g(w)=w^{3}-w$ . この形の phase-field model は Blowey-Elliott [1], Kenmochi-Niezgo\’odka
$[8,9]$ , Kenmochi [6], $\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{n}-\mathrm{s}_{\mathrm{p}\mathrm{g}}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{s}-\mathrm{Z}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{n}[5]$, Lauren\caot $[10,11]$ , Colli-Sprekels [4] 等によ
り, 研究されている. この論文では, $\lambda$ が $\overline{D(\beta)}$ で convex かつ $\lambda’’(w)u\leq 0$ for all $w\in\overline{D(\beta)}$

and $u\in D(\rho)$ を仮定して, つぎを示す:
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(i) $\nu>0$ に対して, 問題 $(P_{\nu 0})$ は–意解を持ち, その解は問題 $(P_{\iota\ovalbox{\tt\small REJECT}\kappa})$ の解を $\kappa\searrow 0$ とし

たときの極限となる,

(ii) $\rho$ : $\mathrm{R}$ で $\mathrm{b}\mathrm{i}$-Lipschitz 連続, かつ $\lambda(w)=w$ のとき, $\kappa>0$ に対して, 問題 $(P_{\mathit{0}\kappa})$ は–

意解を持ち, その解は問題 $(P_{\nu\kappa})$ の解を $\nu\searrow 0$ としたときの極限となる.

Notation. (実) Banach または Hilbert 空間 $X$ にたいして $|\cdot|x$ を $X$ のノルム, $x*$ を
$X$ の dual 空間とする.

$H$ を $L^{2}(\Omega),$ $V$ を $H^{1}(\Omega)$ とし, ノルムを次で定義する:

$|z|_{V}:=\{|\nabla \mathcal{Z}|_{L(}2+2\Omega)n_{0}|\mathcal{Z}|^{2}L2(\Gamma)\}1/2$ .

また, $(\cdot, \cdot)$ と $(\cdot, \cdot)_{\Gamma}$ をそれぞれ $H$ と $L^{2}(\Gamma)$ の内積とし, $\langle\cdot, \cdot\rangle$ を $V^{*}$ と $V$ の duality
pairing とする.

$a(v, z):= \int_{\Omega}\nabla v\cdot\nabla zdx$ for all $v,$ $z\in V$

とし, $F_{0}$ を $V$ から $V^{*}$ へのオペレーターで, 次のように定義する:

$\langle$ $F_{0}v,$ $z)=a(v, z)$ for all $v,$ $z\in V$ ,

特に, もし $F_{0}v\in H$ ならば, $v\in H^{2}(\Omega)$ かつ

$F_{0}v=-\triangle v$ in $\Omega$ with $\frac{\partial v}{\partial n}=0$ on $\Gamma$ .

–方, $F$ を $V$ から $V^{*}$ への duality mapping で, 次のように定義する:

$\langle Fv, z\rangle=a(v, z)+n_{0}(v, z)\Gamma$ for all $v,$ $z\in V$ ;

形式的に
$Fv=-\triangle v$ in $\Omega$ , $\frac{\partial v}{\partial n}+n_{0}v=0$ on F.

と表される.
$C_{w}([0, T];X)$ を $[0, T]$ から $X$ への弱連続関数の空間とする. “

$v_{n}arrow v$ in $C_{w}([0, T];^{x})$

(as $narrow+\infty$ ) ” を任意の $z^{*}\in X^{*}$ に対して, $\langle z^{*}, v_{n}(t)-v(t)\rangle X$ が $0$ に $[0, T]$ 上で–様に
収束するものとする. ここで

$\langle\cdot, \cdot\rangle x_{d}$

は $x*$ と $X$ との duality pairing を表す.

簡単のため “ ’ $n$

. で時間微分 を表す.
$dt$

1. Weak formulation for $(P_{\nu\kappa})$

問題 $(P_{\nu\kappa})$ を次の仮定 $(\mathrm{A}1)-(\mathrm{A}\mathrm{s})$ のもとで考える:
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(A1) $\rho$ : amaximal monotone graph in $\mathrm{R}\cross \mathrm{R},$
$\rho$ の定義域 $D(\rho)$ 値域 $R(\rho)$ は $\mathrm{R}$ で開,

$D(\rho)$ から $R(\rho)$ への関数とみて locally $\mathrm{b}\mathrm{i}$ -Lipschitz 連続な関数.

(A2) $\beta$ : amaximal monotone graph in $\mathrm{R}\cross \mathrm{R},$ $-\infty<\sigma_{*}<\sigma^{*}<+\infty$ なる定数 $\sigma_{*},$
$\sigma^{*}$ に

たいして $\overline{D(\beta)}=[\sigma_{*}, \sigma]*$ .

(A3) $\lambda$ とその導関数 $\lambda’$ lよ $[\sigma_{*}, \sigma^{*}]$ 上 Lipschitz 連続な関数で $\lambda$ : convex on $[\sigma_{*}, \sigma^{*}]$ such
that $\lambda’’(w)u\leq 0$ for $\mathrm{a}.\mathrm{e}$ . $w\in[\sigma_{*}, \sigma^{*}]$ and all $u\in D(\rho)$ .

(A4) $g$ は $[\sigma_{*}, \sigma^{*}]$ 上 Lipschitz 連続な関数.

(A5) $n_{0}$ : 正の定数.

(A3) の仮定 “
$\lambda’’(w)u\leq 0$ for $\mathrm{a}.\mathrm{e}$ . $w\in[\sigma_{*}, \sigma^{*}]$ and all $u\in D(\rho)$

” は $\lambda$ が $[\sigma_{*}, \sigma^{*}]$ で線
形でないなら, $D(\rho)\subset(-\infty, 0]$ を表している.

次に, 与えられた関数 $f\in L^{2}(0, \tau;H),$ $h\in L^{2}(0, \tau;L2(\mathrm{r})),$ $u_{\mathit{0}},$ $w_{0}\in V$ にたいして, 問
題 $(P_{\nu\kappa})$ の解の定義を与える.

Definition 1.1. 2つの関数 $u:=u_{\nu h}’$ : $[0, T]arrow V$ と $w:=w_{\nu\kappa}$ : $[0, T]arrow V$ の組が次の
条件 $(\mathrm{w}1)\nu\kappa$ -(W3)v、を満たすとき, 問題 $(P_{\nu\kappa})$ with $\nu>0$ and $\kappa>0$ の解という:

$(\mathrm{w}1)\nu\kappa$ $u\in L^{2}(0, T;V),$ $\rho(u)\in L^{\infty}(\mathrm{O}, T;H)\cap W^{1,2}(0, T;V*)$ ,
$w\in L^{\infty}(\mathrm{O}, T;V)\cap W^{1,2}(0, T;H)$ and $u(\mathrm{O})=u_{0},$ $w(\mathrm{o})=w_{0}$ .

$(\mathrm{w}2)_{\mathcal{U}}\kappa$ 任意の $z\in V$ と $\mathrm{a}.\mathrm{e}$ . $t\in[0, T]$ にたいして,

$\langle\rho(u)’(t)+\lambda(w)’(t), z\rangle+a(u(t), z)+(n_{0^{u(t}})-h(t),$ $z)\mathrm{r}=(f(t), \mathcal{Z})$ . (1.1)

$(\mathrm{w}3)\nu\kappa$ $\xi\in L^{2}(0, T;H)$ が存在して, $\xi\in\beta(w)\mathrm{a}.\mathrm{e}$ . on $Q$ かつ

$\nu(w’(t), z)+\kappa a(w(t), z)+(\xi(t)+g(w(t))-\lambda’(w(t))u(t), z)=0$ (1.2)

for all $z\in V$ and $\mathrm{a}.\mathrm{e}$ . $t\in[0, T]$ .

$h\in L^{2}(0, T;L^{2}(\Gamma))$ にたいして, 関数 $h_{0}\in L^{2}(0, \tau;V)$ が存在して,

$a(h_{0}(t), z)+(n_{0^{h}0}(t)-h(t), Z)_{\Gamma}=0$ for all $z\in V$ and $\mathrm{a}.\mathrm{e}$ . $t\in[0, T]$ ;

$h\in W^{1,2}(0, \tau;L^{2}(\Gamma))$ の時 $h_{\text{。}}\in W^{1,2}(0, \tau;V)$ に注意する. この関数 h。を使うと, (1.1)
と (1.2) は次のように表される:

$\rho(u)’(t)+\lambda(w)^{;}(t)+F(u(t)-h0(t))=f(t)$ (1.3)

$\nu w’(t)+\kappa F_{0}w(t)+\xi(t)+g(w(t))=\lambda’(w(t))u(t)$ (1.4)
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for $\mathrm{a}.\mathrm{e}$ . $t\in[0, T]$ .

Definition 12. 2つの関数 $u:=u_{\nu 0}$ : $[0, T]arrow V$ と $w:=w_{\nu 0}$ : $[0, T]arrow H$ の組が次の
条件 $(\mathrm{w}1)_{\nu}0^{-}(\mathrm{W}3)_{\nu}0$ を満たすとき, 問題 $(P_{\nu 0})$ with $\nu>0$ の解という:

$(\mathrm{w}1)_{\nu 0}$ $u\in L^{2}(0, \tau;V),$ $\rho(u)\in L^{\infty}(\mathrm{O}, T;H)\cap W^{1,2}(0, T;V*)$ ,
$w\in W^{1,2}(0, T;H)\cap L$“ $(0, T, V)$ and $u(\mathrm{O})=u_{0},$ $w(\mathrm{O})=w_{0}$ .

$(\mathrm{w}2)_{\nu 0}$ 任意の $z\in V$ と $\mathrm{a}.\mathrm{e}$ . $t\in[0, T]$ にたいして, (1.1) が成り立つ.

$(\mathrm{w}3)_{\nu}0$ $\xi\in L^{2}(0, \tau_{;}H)$ が存在して $\xi\in\beta(w)\mathrm{a}.\mathrm{e}$ . on $Q$ and

$\nu w’(t)+\xi(t)+g(w(t))=\lambda’(w(t))u(t)$ in $H$ (1.5)

for $\mathrm{a}.\mathrm{e}$ . $t\in[0, T]$ .

定義の $(\mathrm{w}3)_{\nu}\text{、}$ と $(\mathrm{w}3)_{\nu 0}$ より問題 $(P_{\nu\kappa})$ の解 $\{u, w\}$ の関数 $w$ は $Q$ 上に制限 $\sigma_{*}\leq$

$w\leq\sigma^{*}$ を持つ. これは問題 $(P_{\nu\kappa})$ の weak formulation は $[\sigma_{*}, \sigma^{*}]$ の外では $\lambda$ と $g$ の挙動
に関係しないことを意味している. そこで, 一般性を失うことなく次を仮定することがで
きる:

$g$ の support は compact, $\lambda$ は $[\sigma_{*}, \sigma^{*}]$ の外で線形. (1.6)

この論文を通して, (1.6) を仮定する.

問題 $(P_{\nu f},.)$ with $\nu>0$ and $\kappa>0$ にたいして, 次の–意解の存在定理が得られている.

Theorem 1.1. $(Al)-(A\mathit{5})$ に加えて次の条件 $(H\mathit{1})-(H\mathit{4})$ を仮定する:

$(Hl)f\in W^{1,2}(0, \tau;H)$ .

$(H\mathit{2})h\in W^{1,2}(0, T;L^{2}(\Gamma))\cap L^{\infty}(0, T;L^{\infty}(\Gamma))$ such that

$n_{0} \sup D(\rho)\geq h(t, x)\geq n_{0}\inf D(\rho)$ for a. $e$ . $(t, x)\in\Sigma$

正の定数 $A_{1}$ と $A_{1}’$ が存在して

$\rho(r)(n_{0}r-h(t, X))\geq-A_{1}|r|-A_{1}$
’ for all $r\in D(\rho)$ and a. $e$ . $(t, x)\in\Sigma$ .

$(H\mathit{3})u_{0}\in V$ with $\rho(u_{0})\in H$ .

$(H\mathit{4})w_{0}\in H^{2}(\Omega)$ with $\frac{\partial w_{0}}{\partial n}=0$ $a.e$ . on $\Gamma$ かつ $\xi 0\in H$ が存在して $\xi 0\in\beta(w_{0})a.e$ . on
$\Omega$ .
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すると $(P_{\nu\kappa})$ with $\nu>0$ and $\kappa>0$ は–意解 $\{u_{\nu\kappa}, w_{\nu\hslash}\}$ を持ち 2次を満たす.

$\{$

$u_{\nu\kappa}\in L^{\infty}(\mathrm{o}, \tau;V)$ ,

$w_{\nu\kappa}\in L^{\infty}(0, T;H2(\Omega))$ ,

$w_{\nu\kappa}’\in L^{\infty}(0, \tau_{;}H)\cap L^{2}(0, T;V)$ ,

$\xi_{\nu\kappa}\in L^{\infty}(0, \tau;H)$ ,

(1.7)

ここで $\xi_{\nu\kappa}$ は Definition 1.1の条件 $(\mathrm{w}3)\nu\kappa$ の $\xi$ である. さらに次の–様評価 (i) と (ii)
が成り立つ :

(i) パラメーター $\nu$ と $\kappa$ によらない正の定数 $\delta_{0}$ と $M_{0}$ が存在して)

$\int_{\Omega}\{\overline{\rho^{-1}}(\rho(u(\nu\kappa)t))-\gamma_{0}(\rho(u(\nu\kappa)t)+\lambda(w_{\nu\kappa}(t)))\}dx$

$+ \frac{\kappa}{2}|\nabla w_{\nu\kappa}(t)|_{H}^{2}+\int_{\Omega}\{\hat{\beta}(w_{\nu\kappa}(t))+\hat{g}(w(\nu\kappa t))\}d_{X}$

$+ \delta_{0}\{\int_{0}^{t}|u(\nu\kappa)S|^{2}Vds+\nu\int_{0}^{t}|w’(\mathcal{U}\kappa)S|_{H}2dS+\nu|\rho(u_{\nu\kappa}(t))|_{H}2\}$ (1.8)

$\leq\int_{\Omega}\{\overline{\rho^{-1}}(\rho(u0))-r_{0}(\rho(u_{0})+\lambda(w_{0}))\}dX+\frac{\kappa}{2}|\nabla w0|_{H}^{2}$

$+ \int_{\Omega}\{\hat{\beta}(w_{0})+\mathit{9}(\wedge)\}d_{X}+M\mathrm{o}\{|\rho(u0)|2H+|f|_{L^{2}}^{2}w0(0,T;H)+|h|_{L^{2}(0}^{2},T;L2(\mathrm{r}))+1\}$

for all $t\in[0, T]$ , ここで $r_{0}\in D(\rho)_{f}\overline{\rho^{-1}}$ は $\rho^{-1}\text{の原始関数で}\overline{\rho^{-}1}$ $(\rho(r_{0}))=0$ をみたし,
$\hat{\beta}$ : $\mathrm{R}$ 上 non-negative proper 1. $S.C$ . convex $\text{な関数_{で}}\partial\hat{\beta}=\beta_{f}\hat{g}$ は $g$ の非負な原始関
数とする.

(ii) 任意の $\nu>0$ に対して, $\kappa>0$ によらない定数 $M_{1}(\nu)$ が存在して\rangle

$\frac{1}{4}|u_{\nu\kappa}(t)|_{V}^{2}+\frac{\nu}{2}|w’(\nu\kappa t)|_{H}^{2}+\kappa\int_{0}^{t}|\nabla w_{\nu\kappa}’(_{S})|^{2}Hds$

$\leq M_{1}(\mathcal{U})\{|u_{0}|_{V}^{2}+|\rho(u\mathrm{o})|_{H}2+|w_{01_{H}^{2}+|\xi_{0}|_{H}^{2}}2(\Omega)$ (1.9)

$+|f|_{W^{1}(;H}^{2},20,\tau)+|h|2W^{1},2(0.T;L^{2}(\Gamma))+1\}$

for all $t\in[0, T]$ .

Theorem 1.1の証明は, [13] を参照.

Lemma 1.1. Theorem 1.1と同じ仮定のもとで, $\{u_{i}, w_{i}\}$ を問題 $(P_{\nu_{i}\kappa_{i}})$ with $\nu_{i}>0$ and
$\kappa_{i}\geq 0$ for $i=1,2$ の解とすると) $e_{i}:=\rho(u_{i})+\lambda(w_{i})$ for $i=1,2$ とおくと 2次の不等式が
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成り立つ :
$\frac{1}{2}\frac{d}{dt}|e_{1}(t)-e_{2}(t)|^{2}V^{l}+(_{\mathcal{U}_{1}w_{1}’}(t)-\nu 2w2’(t), w1(t)-w_{2}(t))$

$+ \int_{\Omega}\nabla(\kappa_{1}w_{1}(t)-\kappa_{2}w2(t))\cdot\nabla(w_{1}(t)-w2(t))dX$
(1.11)

$+(g(w_{1}(t))-g(w_{2}(t)), w_{1}(t)-w_{2}(t))\leq 0$

for a. $e$ . $t\in[0, T]$ .

$\mathrm{P}_{\Gamma\circ\circ}\mathrm{f}$. $(1.3)$ と (1.4) より

$e_{1}’(t)-e_{2}’(t)+F(u_{1}(t)-u_{2}(t))=0$ (1.12)

$\nu_{1}w_{1}’(t)-\nu_{22}w’(t)+F0(\kappa_{1}w1(t)-\kappa_{2}w_{2}(t))$

$+(\xi_{1}(t)-\lambda’(w_{1}(t))u1(t)-\xi_{2}(t)+\lambda’(w_{2}(t))u_{2}(t))+(g(w_{1}(t))-g(w_{2}(t)))$ (1.13)

$=0$

for $\mathrm{a}.\mathrm{e}$ . $t\in[0, T]$ , ここでるは条件 $(\mathrm{w}3)\nu\kappa$ または (w3)\nu 。の中の関数 $\xi$ である. (1.12) に

$F^{-1}(e_{1}(t)-e_{2}(t))$ を, (1.13) に $w_{1}(t)-w_{2}(t)$ をかけ, それらを加えると次が得られる.

$\frac{1}{2}\frac{d}{dt}|e_{1}(t)-e_{2}(t)|^{2}V^{\mathrm{r}}+(\nu_{11}w’(t)-\mathcal{U}_{2}w’2(t), w_{1}(t)-w_{2}(t))$

$+. \int_{\Omega}.\nabla(_{\mathcal{K}_{1}w_{1}}(t)-\kappa 2w_{2}(t))\cdot\nabla(w_{1}(t)-w2(t))dX$

(1.14)
$+(g(w_{1}(t))-g(w_{2}(t\mathrm{I}), w1(t)-w_{2}(t))+Y_{1}(t)+Y_{2}.(t)$

$=0$

for $\mathrm{a}.\mathrm{e}$ . $t\in[0, T]$ , ここで

$Y_{1}(t):=(u_{1}(t)-u_{2}(t), e1(t)-e_{2}(t))-(\lambda’(w1(t))u_{1}(t)-\lambda’(w_{2}(t))u_{2}(t), w1(t)-w_{2}(t))$

$Y_{2}(t):=(\xi 1(t)-\xi 2(t), w_{1}(t)-w_{2(t}))$ .

$\beta$ の単調性より $Y_{2}(t)\geq 0$ . また, [7, Lemma 3.1] の結果と条件 (A3) より, $Y_{1}(t)\geq 0$ . ゆ

えに (1.14) より (1.11) が得られる $\square$

Corollary 11. Lemma 1.1と同じ仮定のもとで) $\nu>0$ かつ $\kappa\geq 0$ のとき, 問題 $(P_{\nu\kappa})$

の解は–意である.

Proof. $\{u_{i}, w_{i}\}$ を $\nu>0$ のときの問題 $(.P_{\nu\kappa})$ の解とし, $e_{i}:=\rho(u_{i})+\lambda(w_{i}),$ $i=1,2$ とお

く. すると Lemma 1.1の (1.11) より,

$\frac{1}{2}\frac{d}{d}\{|e_{1}(t)-e_{2}(t)|_{V^{\mathrm{s}}}2\mathcal{U}+|w_{1}(t)-w_{2}(t)|^{2}H\}+\kappa|\nabla(w1(t)-w_{2}(t))|_{H}^{2}$

(1.15)
$\leq L(\mathit{9}\mathrm{I}|w1(t)-w_{2}(t)|_{H}^{2}$
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for $\mathrm{a}.\mathrm{e}$ . $t\in[0, T]$ , ここで $L(g)$ は $g$ の Lipschitz 定数. (1.15) に Gronwall の $\mathrm{l}\mathrm{e}\ln\iota \mathrm{n}\mathrm{a}$ を適
用すると, $e_{1}=e_{2}$ と $w_{1}=w_{2}$が得られる, i.e. $\{u_{1}, w_{1}\}=\{u_{2}, w_{2}\}$ . よって問題 $(P_{\nu\kappa})$ の

解の–意性が得られる. $\square$

2. Asymptotic convergence in $(P_{\nu\kappa})$ as $\kappa\searrow 0$

この節では, $\nu>0$ を固定して, $\kappa\searrow 0$ としたときの問題 $(P_{\nu\kappa})$ の解 $\{u_{\mathcal{U}\kappa}, w_{\mu\kappa}\}$ の挙動
について述べる.

Theorem 21. 条件 $(A\mathit{1})-(A\mathit{5}),$ $(H\mathit{1})-(H\mathit{4})$ が成り立つと仮定し, $\nu>0$ とする. すると
$\kappa\searrow 0$ としたときに) 問題 $(P_{\nu\kappa})$ の解 $\{u_{\nu\kappa}, w_{\nu\hslash}\}$ がある関数の組 $\{u_{\nu\text{。}}, w_{\nu\text{。}}\}$ に次の意味
で収束する.

$u_{\nu\kappa}arrow u_{\nu 0}$ in $C_{w}([\mathrm{o}, T];V)$ ,
(2.1)

$\rho(u_{\nu\kappa})arrow\rho(u_{\nu 0})$ in $C_{w}([\mathrm{o}, T];H)$ ,

$w_{\nu\kappa}arrow w_{\nu 0}$ weakly in $W^{1,2}(0, T;H)$ ,

in $C_{w}([0, T];V)\cap L^{2}(0, \tau;V)$ .
(2.2)

そのうえ, 極限関数 $\{u, w\nu 0\nu 0\}$ は問題 $(P_{\nu 0})$ の–意解になる.

上の定理は Colli-Sprekels [4] の結果の改良になっている. その中で 1ま, $\rho(u)=$
1

$(-\infty<u<0)$ かつ $\lambda$ : $\mathrm{R}$ で convex のとき, $\kappa$ に関する問題 $(P_{\nu\kappa})$ の解の収束を証明し
ている. ここで Theorem 2.1の証明を, [$4|$ とは異なる方法で与える.

Proof of Theorem 2.1. $\nu>0$ を固定し, 任意の $\kappa\in(0,1]$ に対し, 問題 $(P_{\nu\kappa})$ の解を
$\{u_{\kappa}, w_{\kappa}\}$ と表すとする.

$\overline{\rho^{-1}}(\rho(u_{\kappa}))-\rho(u_{\kappa})r_{0}\geq\overline{\rho-1}(\rho(r_{0}))-\rho(r\mathrm{o})r0$
$\mathrm{a}.\mathrm{e}$ . on $Q$ ,

に注意すると, (1.8) と (1.9) より次が得られる.

$\{u_{\kappa}\}$ is bounded in $L^{\infty}(\mathrm{O}, \tau;V)$ , (2.3)

$\{\rho(u_{\kappa})\}$ is bounded in $L^{\infty}(\mathrm{o},$ $\tau;H\mathrm{I}\cap W^{1,2}(0, T;V*)$ , (2.4)
$\{w_{\kappa}\}$ is bounded in $W^{1,2}(0, T;H)$ , (2.5)

$\{\sqrt{\kappa}w_{\text{、}}\}$ is bounded in $L^{\infty}(0, T;V)$ . (2.6)

また, (1.4) に凡 w\mbox{\boldmath $\kappa$}(t) $(=-\triangle w_{\kappa}(t))$ をかけると次が得られる.

$\frac{\nu}{2}\frac{d}{dt}|\nabla w_{\hslash}(t)|_{H^{+\kappa}}2|\triangle w(\kappa t)|_{H}2\leq(L(g)+M(\lambda’))|\nabla w\hslash(t)|^{2}H^{+M}(\lambda’)|\nabla u_{\kappa}(t)|^{2}H$ (2.7)
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for $\mathrm{a}.\mathrm{e}$. $t\in[0, T]$ , ここで $M(\lambda’)$ : $\lambda’$ の $[\sigma_{*}, \sigma^{*}]$ 上の最大値. (2.7) を得るために (A3) よ
り $\lambda’’(w_{f_{-}’}.)u\kappa\leq 0$ なので,

$(\xi_{\kappa}(t), -\triangle w_{\hslash}(t))\geq 0$

かつ

$(\lambda’(w_{\kappa}(t))u(\hslash t), -\triangle w_{\kappa}(t))$

$= \int_{\Omega}\lambda’’(w_{\kappa}(t))u_{\kappa}(t)|\nabla w(\kappa)t|2dx+\int_{\Omega}\lambda’(w_{\kappa}(t))\nabla u(\hslash t)\cdot\nabla w_{\kappa}(t)dx$

$\leq\int_{\Omega}\lambda’(w(\hslash))\nabla u_{\kappa}(t)\cdot\nabla w\kappa t(\theta)dX$

$\leq M(\lambda’)(|\nabla w\kappa(t)|^{2}H+|\nabla u_{\hslash}(t)|_{H}^{2})$ ,

を用いた. (2.7) に Gronwall の lemma を使い, (2.3) に注意すると,

$\{$

$\{w_{\kappa}\}$ is bounded in $L^{\infty}(\mathrm{O}, \tau;V)$ ,

$\{\sqrt{\kappa}\triangle w_{\kappa}\}$ is bounded in $L^{2}(0, T;H)$ .
(2.8)

次に, $\{\kappa_{n}\}$ を $(0,1]$ の $0$ に収束する任意の減少列とすると, Lemma 1.1, の (1.11) より

$\frac{1}{2}\frac{d}{dt}\{|e_{n}(t)-e_{m}(t)|_{V^{*}}^{2}+\nu|w_{n}(t)-wm(t)|_{H}^{2}\}$

$+ \int_{\Omega}\nabla(\kappa w(t)-\kappa w(m\eta \mathrm{t})\nabla(w(n)t-nnt)\cdot wm(t))dX$ (29)

$\leq L(\mathit{9})|w_{n}(d)-w_{m}(t)|^{2}H$

for $\mathrm{a}.\mathrm{e}$ . $t\in[0, T]$ , ここで $\{u_{n}, w_{n}\}:=\{u_{\kappa_{n}}, w_{\kappa_{n}}\}$ かつ $e_{n}:=\rho(u_{n})+\lambda(w_{n})$ .
(29) より

$\frac{d}{dt}\{\exp(-\frac{2L(g)}{\nu})(|en(t)-e_{m}(t)|_{V^{*}}^{2}+\nu|w_{n}(t)-w_{m}(t)|^{2}H)\}$

$+2 \exp(-\frac{2L(g)}{\nu}t)\int_{\Omega}\nabla(\kappa_{n}w(n)-\kappa w_{m}m(t))\cdot\nabla(wn(t)t-w_{m}(t))dX$

$\leq 0$ ,

つまり
$\exp(-\frac{2L(g)}{\nu}s)(|e_{\mathcal{R}}(_{S})-e_{m}(S)|^{2}V^{*}+\nu|wn(S)-w_{m}(s)|_{H}2)$

$+2 \int_{0}^{S}\int_{\Omega}\exp(-\frac{2L(g)}{\nu}t)\nabla(h_{nn}\prime w-\kappa_{m}w_{m})\cdot\nabla(w_{n}-wm)dXdt$

$\leq 0$
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for all $s\in[0, T]$ . 特に, $\overline{w}_{n}:=\exp(-\frac{L(g)}{\nu}t)w_{n}$ とおくと

$\int_{0}T\int_{\Omega}\nabla(\kappa_{n}\overline{w}_{n}-\kappa_{m}\overline{1v})n\cdot\cdot\nabla(\overline{w}_{n}-\overline{w})mdXds\leq 0$.

よって, [3, Lemma 2.4] より, 上の不等式と (2.8) から

{\nabla w\tilde 丹 is Cauchy in $L^{2}(0,T,H)^{N}$ .

つまり
$\{w_{n}\}$ is Cauchy in $L^{2}(0, \tau;V)\cap C([0, T];H)$ (2.10)

$\{\rho(u_{n})\}$ is Cauchy in $C([0, T];V^{*})$ . (2.11)

さらに, (2.10) と (2.11) にそれぞれ (2.8) と (2.4) をあわせると, ある関数 $w$ と $\chi$ に

対して

$w_{n}arrow w$ in $C_{w}([\mathrm{o}, T];V)$ (2.12)

$\rho(u_{n})arrow\chi$ in $C_{w}([0, T]))H$ . (2.13)

今, $\{u_{n}\}$ が $u$ に weakly* in $L^{\infty}(\mathrm{o}, \tau;V)$ で収束するように $\{n\}$ の部分列をとり, あらた
めて $\{n\}$ と表すと, $\chi=\rho(u)$ , すなわち, $\rho(u_{n})arrow\rho(u)$ in $C_{w}([0, T];H)$ . 実際 $\rho(u_{7\iota})arrow\chi$

in $C([0, T];V^{*})$ より,

nと l+m\infty $\int_{0}^{T}(\rho(u_{n}), un-u)dt=\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}narrow+\infty\int_{0}^{T}\langle\rho(u)n’ u_{n}-u\rangle dt=0$ ,

これは $L^{2}(0, \tau;H)$ での maximal monotone の議論を使うと $\chi=\rho(u)$ . その上, $u_{n},$ $u\in$

$C_{w}([\mathrm{o}, T];V)$ かつ $u_{n}arrow u$ in $C_{w}([0, T];V)$ が得られる.
$-\mathrm{F}$ ,

$\{$

$\xi_{n}$ $:=-\nu w’+\kappa_{n}\triangle w-nn\mathit{9}(wn)+\lambda/(w_{n})un$

$arrow-\nu w’-g(w)+\lambda’(w)u=:\xi$ weakly in $L^{2}(0, \tau;H)$ ,

and $\xi\in\beta(w)\mathrm{a}.\mathrm{e}$ . on $Q$ .

(2.14)

最後に, $(2.3)-(2.\bm{5}),$ $(2.8),$ $(2.12)-(2.14)$ 及び Corollary 1.1より, 極限関数 $\{u, w\}$ は問
題 $(P_{\nu 0})$ の–意解である. (2.1) と (2.2) の $\kappa\searrow 0$ としたときの収束は, 部分列\mbox{\boldmath $\kappa$}n\searrow O の

とりかたによらない. $\square$

3. Asymptotic convergence in $(P_{l\text{ノ}\kappa})$ as $\nu\searrow 0$

この節では, $\kappa>0$ を固定し, $\rho$ と $\lambda$ により強い仮定をおいて, $\nu\searrow 0$ としたときの問
題 $(P_{\nu\kappa})$ の解 $\{u_{\nu\kappa}, w_{\nu\kappa}\}$ の挙動について述べる.

(A1) と (A3) のかわりに, 次を仮定する:
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(Al) $\rho$ : $\mathrm{R}arrow \mathrm{R}:\mathrm{b}\mathrm{i}$-Lipschitz 連続な増加関数;

(A3) $\lambda(r)=r$ for all $r\in \mathrm{R}$ .

最初に問題 $(P_{0\kappa})$ with $\lambda(r)\equiv\uparrow\urcorner$ の解の定義を与える.

Definitioll 3.1. 2つの関数 $u:=u_{0\kappa}$ : $[0, T]arrow V$ と $w:=w_{0\kappa}$ : $[0, T]arrow V$ の組が次の
条件 $(\mathrm{w}1)_{0\kappa}-(\mathrm{w}3)0_{\kappa}$ を満たすとき, 問題 $(P_{0_{\text{、}}})$ with $\kappa>0$ の解という:

$(\mathrm{w}1)_{0\kappa}$ $u\in L^{2}(0, T;V)\cap L^{\infty}(\mathrm{O}, T;H),$ $w\in L^{\infty}(\mathrm{O}, T;V),$ $(\rho(u)+w)’\in L^{2}(0, T;V*)$

and $(\rho(u)+w)(0)=\rho(u_{0})+w_{0}$ .

$(\mathrm{w}2)_{0_{\kappa}}$ 任意の $z\in V$ と $\mathrm{a}.\mathrm{e}$ . $t\in[0, T]$ に対して, (1.1) が成り立つ.

$(\mathrm{w}3)_{0\kappa}$ 任意の $z\in V$ と $\mathrm{a}.\mathrm{e}$ . $t\in[0, T]$ に対して $\xi\in L^{2}(0, \tau;H)$ が存在して, $\xi\in\beta(w)$

$\mathrm{a}.\mathrm{e}$ . on $Q$ かつ

$\kappa a(w(t), z)+(\xi(t)+g(w(t))-u(t), z)=0$ , (3.1)

すると次の結果が得られた.

Theorem 3.1. $(A\mathit{1})’,$ $(A\mathit{2})_{f}(A\mathit{3})’f(A\mathit{4}))(A\mathit{5})_{f}(Hl)-(H\mathit{4})$ が成り立つと仮定し, 加え

て次を仮定する: $\beta+g+\underline{1}I$ : strongly monotone on $[\sigma_{*}, \sigma^{*}]i$ ここで $L(\rho)$ は $\rho$ の
$L(\rho)$

Lipschitz 定数とする. すなわち) ある正の定数 $c0$ が存在して i 次が成り立つ:

$( \xi_{1}-\xi_{2}+g(r_{1})-g(r2)+\frac{1}{L(\rho)}(r_{1}-r_{2}))(r_{1}-r_{2})\geq c_{0}|\Gamma 1^{-r|^{2}}2$ (3.2)

for all $r_{i}\in D(\beta),$ $\xi_{i}\in\beta(r_{i}),$ $i=1,2$ .
$\kappa>0$ を正の定数とする. すると問題 $(P_{\nu\kappa})$ の解 $\{u_{\nu\kappa}, w_{\mathcal{U}\kappa}\}$ は $\nu\searrow 0$ としたときに)

ある関数の組 $\{u0\kappa’ w0\kappa\}$ に次の意味で収束する :

$u_{\nu\kappa}arrow u_{\text{。}\kappa}$ in $L^{2}(0, T;H)$ ,

weakly in $L^{2}(0, \tau;V)$ , (3.3)

weakly $*\mathrm{o}inL\infty(, T;H)$ ,

$w_{\nu\kappa}arrow w_{0\kappa}$ in $L^{2}(0, \tau;V)$ ,
(3.4)

$weaklynL*_{i}\infty(\mathrm{O}, \tau;V)$ ,

$\rho(u_{\nu\kappa})+w_{\nu\kappa}arrow\rho(u_{0_{\hslash}})+w_{0\kappa}$ in $L^{2}(0, T;H)\cap C_{w}([0, T])H)$ . (3.5)

そのうえ, 極限関数 $\{u_{0\kappa}, w_{0\hslash}\}$ は問題 $(P_{0\hslash})$ の–意解となる.
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Proof. (Uniqueness for $(P_{0\kappa})$ ) $\{u_{i}, w_{i}\}$ を問題 $(P_{0\kappa})$ on $[0, T]$ の 2つの解 (Definition 3.1
の意味で) とし,

$e_{i}:=\rho(u_{i})+w_{i}(\in C_{w}([\mathrm{o}, \tau];H)\cap L^{2}(0, \tau;V)),$ $i=1,2$ .

とおく.

(1.3) と (1.4) と同様に,

$e_{1}’(t)+e_{2}’(t)+F(u_{1}(t)-u_{2}(t))=0$ (3.6)

for $\mathrm{a}.\mathrm{e}$ . $t\in[0, T]$ and

$\kappa F_{0}(w_{1}(t)-w_{2}(t))+(\xi_{1}(t)-\xi 2(t))+(g(w_{1}(t))-g(w_{2}(t)))=u_{1}(t)-u_{2}(t)$ (3.7)

for $\mathrm{a}.\mathrm{e}$ . $t\in[0,T]$ , ここで $\xi_{i}\in L^{2}(0,T, H)$ with $\xi_{i}\in\beta(w)\mathrm{a}.\mathrm{e}$ . on $Q,$ $i=1,2$ . (3.6) に
$F^{-1}(e_{1(t)}-e_{2}(t))$ をかけ, (3.7) に $w_{1}(t)-w_{2}(t)$ をかけると,

$\frac{1}{2}\frac{d}{dt}|e_{1}(t)-e_{2}(t)|_{V^{*}}^{2}+(u_{1}(t)-u_{2}(t), e1(t)-e_{2}(t))=0$ (3.8)

$\kappa|\nabla(w_{1}(t)-w_{2}(t))|_{H}^{2}+(\xi_{1}(t)-\xi 2(.t)+g(w_{1}(t))-g(w_{2}(t)), w1(t)-w2(t))$

(3.9)
$=(u_{1}(t)-u_{2}(t), w1(t)-w_{2}(t))$

for $\mathrm{a}.\mathrm{e}$ . $t\in[0, T]$ .

$(u_{1}-u2, w1-w2)$

$=(u_{1}-u2, e1-e_{2})-(\rho-1(e1-w_{1})-\rho^{-1}(e_{2}-w_{2}), (e_{1}-w_{1})-(e_{2}-\cdot\omega 2))$ (3.10)

$\leq(u_{1}-u_{2,1}e-e_{2})-\frac{1}{L(\rho)}|(e1-w_{1})-(e2-w_{2})|^{2}H$ .

(3.8) と (3.9) を加え, (3.10) を使うと

$\frac{1}{2}\frac{d}{dt}|e_{1}(t)-e2(t)|^{2}V*+\kappa|\nabla(w1(t)-w_{2}(t))|_{H^{+\frac{1}{L(\rho)}1}}^{2}e_{1}(t)-e_{2}(t)|_{H}^{2}$

$+( \xi_{1}(t)-\xi 2(t)+g(w_{1}(t))-g(w_{2}(t))+\frac{1}{L(\rho)}(w1(t)-w_{2}(t)), w1(t)-w2(t))$ (3.11)

$\leq\frac{2}{L(\rho)}(e_{1}(t)-e_{2}(t), w1(t)-w_{2}(t))$

for $\mathrm{a}.\mathrm{e}$ . $t\in[0, T]$ . さらに, 任意の小さい $\delta>0$ に対して,

$(e_{1}(t)-e_{2}(t), w1(t)-w_{2}(t))$

(3.12)
$\leq\delta\{|\nabla(w_{1}(t)-w_{2}(t))|_{H}^{2}+|w_{1}(t)-w_{2}(t)|_{H}^{2}\}+C_{\mathit{5}}|e_{1}(t)-e_{2}(t)|_{V^{*}}^{2}$
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for all $t\in[0, T]$ , ここで $C_{\mathit{5}}$ は $\delta$ によらない正の定数. (3.11) (3.12) と (3.2) より

$\frac{1}{2}\frac{d}{dt}|e_{1}(t)-e_{2}(t)|^{2}V*+(\kappa-\frac{2\delta}{L(\rho)})|\nabla(w_{1}(t)-w_{2}(t))|_{H^{+\frac{1}{L(\rho)}1}}^{2}e_{1}(t)-e_{2}(\theta)|_{H}^{2}$

(3.13)
$+(c0- \frac{2\delta}{L(\rho)})|w_{1}(t)-w_{2}(t)|_{H}^{2}\leq\frac{2C_{\delta}}{L(\rho)}|e1(t)-e_{2}(t)|^{2}V^{\mathrm{x}}$

for $\mathrm{a}.\mathrm{e}$ . $t\in[0, T]$ . よって Gronwall の lelIlma より $e_{1}=e_{2}$ かつ $w_{1}=w_{2}$ , i.e. $\{u_{1},w_{1}\}=$

$\{u_{2}, w_{2}\}$ .

(Convergence of $(P_{\nu\kappa})$ as $\nu\searrow 0$ ) $\{\nu_{n}\}$ を $0$ に収束する任意の列とし, 簡単のため, 問題
$(P_{\nu_{n}\kappa})$ の解 $\{u_{\nu_{n}\kappa}, w\nu_{n}\kappa\}$ を $\{u_{n}, w_{n}\}$ と表す. すると, 条件 (Al) のもとでの不等式 (1.8)
より

( $\{u_{n}\}$ is bounded in $L^{\infty}(\mathrm{O}, T;H)\cap L^{2}(0, \tau;V)$ ,

$\{w_{n}\}$ is bounded in $L^{\infty}(\mathrm{O}, \tau;V)$ ,
(3.14)

$\{\rho(u_{n})+w_{n}\}$ is bounded in $L^{2}(0, \tau;V)\cap W^{1,2}(0, T;V*)$ ,

$\{\sqrt{\nu_{n}}w_{n}’\}$ is bounded in $L^{2}(0, T;H)$ .

これらの評価より $\{n\}$ の部分列 (あらためて $\{n\}$ と表す) と, 関数の組 $\{u, w\}$ が存在

し,
( $u_{n}arrow u$ weakly in $L^{2}(0, \tau;V)$ and $\mathrm{w}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{k}\mathrm{l}\mathrm{y}\mathrm{i}*\mathrm{n}L\infty(\mathrm{o}, T;H)$,

$w_{n}arrow w$
$\mathrm{w}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{k}\mathrm{l}\mathrm{y}*\mathrm{i}\mathrm{n}L^{\infty}(\mathrm{O}, \tau;V)$ , (3.15)

$\nu_{n}w_{\eta}’arrow 0$ in $L^{2}(0, \tau_{;}H)$ .

–意性の証明と同様に, $e_{n}=\rho(u_{n})+w_{n},$ $\delta$ と $c_{s}$ に対し, (3.13) と同様に,

$\frac{1}{2}\frac{d}{dt}|e_{n}(t)-e_{m}(t)|_{V}^{2}*+(\kappa-\frac{2\delta}{L(\rho)})|\nabla(w_{n}(t)-w_{m}(t))|_{H^{+\frac{1}{L(\rho)}1}}^{2}e_{n}(t)-e_{m}(t)|_{H}^{2}$

$+(c_{0}- \frac{2\delta}{L(\rho)})|w_{n}(t)-w_{m}(t)|^{2}H+(\nu_{n}w_{n}(\prime t)-\mathcal{U}_{m}w_{m}’(t), w_{n}(t)-w_{m}(t))$

$\leq\frac{2C_{\mathit{6}}}{L(\rho)}|e_{n}(t)-e_{m}(t)|_{V}^{2}*$

for $\mathrm{a}.\mathrm{e}$ . $t\in[0, T]$ . $(3.1\bm{5})$ と併せて考えると $\{e_{n}\}$ : Cauchy in $C_{w}([0, T];V^{*})\cap L2(0, \tau;H)$

かつ $\{w_{n}\}$ : Cauchy in $L^{2}(0, T;V)$ が得られる. 従って, $narrow+\infty$ としたときに,

$w_{n}arrow w$ in $L^{2}(0, \tau;V)$ (3.16)

$u_{n}=\rho^{-1}(e_{n}-w)narrow u=\rho^{-1}(e-w)$ in $L^{2}(0, T;H)$

1. $\mathrm{e}$ .
$e$

$\rho(u_{n})arrow\rho(u)$ in $L^{2}(0, \tau;H)$ , (3.17)
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ここで $e=\rho(u)+w$ . この場合は

$(\rho(u_{n})+w_{n})’arrow(\rho(u)+w)’$ weakly in $L^{2}(0, T;V^{*})$ . (3.18)

その上, $\{w_{n}\}$ が $L^{2}(0, T;H2(\Omega))$ で有界より,

$\mathcal{K}F_{0^{w_{n}}+}\beta(w_{n})\ni l_{n}:=-\nu_{n}w_{n}’-\mathit{9}(w_{n})+un$

かつ $\{l_{n}\}$ : $L^{2}(0, \tau;H)$ で有界. その結果,

$\{$

$\xi_{n}:=-\nu_{n}w_{n}’-\kappa F_{0}w-n\mathit{9}(w_{n})+un$

$arrow-\kappa F_{0}w-g(w)+u=:\xi$ weakly in $L^{2}(0, T;H)$

and $\xi\in\beta(w)\mathrm{a}.\mathrm{e}$ . on $Q$ .

(3.19)

$(3.15)-(3.19)$ より極限 $\{u, w\}$ は問題 $(P_{0\kappa})$ の解で, $(3.3)-(3.5)$ が成り立つ. 口
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