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ここに挙げるものは主に Steinmetz [4] を参照した。その詳細についてはそちらを読んで
頂きたい。また、 もう 1冊、入門書として、Beardon [1] を挙げてあるが、両者の内容につ
いては重複する部分も多々ある。

1 準備

リーマン球面 $\mathrm{C}_{\infty}$上の次数 $d$ が 2以上の有理関数 (rational function) を考える。 .$f$を有理

関数とし、その反復合成 (iteration) を $f^{n}$で表す。また、 $f^{0-n}=id.,$$.f=(.f^{n})^{-1}$ とする。点
$z(\in \mathrm{c}_{\infty})$ 及び、集合 $E(\subset \mathrm{c}_{\infty}^{\mathrm{t}})$ に対して、それらの forward orbit をそれぞれ $O^{+}(z),$ $O^{+}(E)$

で表す。即ち、

$O^{+}(_{\mathcal{Z}})=\{fn(z) : n>0\}$ , $O^{+}(E)= \bigcup_{>n0}fn(E)$

である。 また、 backward orbit をそれぞれ $O^{-}(z),$ $O-(E)$ で表す。即ち、

$O^{-}(z)=\{f-n(\{z\}):n>0\}$ , $O^{-}(E)=n\cup f^{-}n(E>0)$

である。

Definition 1 local に 1対 1にならない点 (有限点なら即ち、関数 $f$の第 1次導関数の零
点) を fの critical point と呼び、それら全体の集合を $C_{f}=C$で表す。また、 $O^{+}(C)$ の limit
point の集合を critical limit set と呼び、 $C_{f}^{+}=C^{+}$で表す。そして、$C_{f}^{+}\cup O+(C_{f})=$ 乃 $(=P)$

を post critical set と呼ぶ。

有理関数の critical point は C\infty 上に重複度も込めて $2d-2$ 個あることが Riemann-Hurwitz
の公式によって分かる。

Definition 2 関数,$f$に対して、

(1) ある自然数 $n$ が存在して $f^{n}(z0)=\mathcal{Z}0$となるような点 zoを $f$の周期点 (periodic point) と
呼び、そのような最小の $n$ をその周期 (period) と呼ぶ。更に、集合 $\alpha=\{z_{0},$ $f(z_{\mathit{0})},$ $\cdots$ , $f^{71-3}(z_{\mathrm{U}})$

を cycle と呼ぶ。特に、 $n=1$ の時、 $z0$を $f$の固定点 (fixpoint) と呼ぶ。そして、周期
$7l$ の周期点 $z_{0}$に対して、 $(f^{n}.)’(z_{0})=\wedge(\alpha)=\lambda$をその inultiplier と呼ぶ。
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(2) 点 $z_{\mathit{0}}$が periodic でないが、ある自然数 $q$があって、.$f^{q}(z_{\mathit{0})}$ が periodic となるとき、点

zoを $f$の前周期点 (preperiodic point) と呼ぶ。

Definition 3空でない集合 $E(\subset \mathrm{c}_{\infty})$ に対して、.$f(E)\subseteq E$が成り立つとき、 $E$を forward

invariant $\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{t}_{\text{、}}$ また、 $f^{-1}(E)\subseteq E$が成り立つとき、backward invariant $\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{t}_{\text{、}}$ そして、forward

invariant かつ、 backward invariant であるとき、即ち、 .\dagger $(E)=.f^{-1}(E)=E$が成り立つと

き、 completely invariant set と呼ぶ

2 ファトウ集合とジュリア集合

関数 $\mathrm{f}$に対して、点 zが normal であるとは、fの iteration の列 $(f^{n})$ が $z$のある近傍で、

normal になることである。

Definition 4 関数 ]に対して、normal な点全体の集合をファトウ (Fatou) 集合と呼び、

$F(.f)=F_{f}=F$で表す。 そして、その補集合を $\backslash y_{\mathrm{p}}$ リア (Julia) 集合と呼び、 $J(.f)=J_{J}\cdot=$

$J$で表す。 また、 ファトウ集合の連結成分 (component) を stable $\mathrm{d}_{01\mathrm{n}\mathrm{a}}\mathrm{i}\mathrm{n}$ または、Fatou

component と呼ぶ。

Definition 5 $T$をメビウス変換とし、有理関数 $f$に対して、$g=T.f\tau-1$ とする。 このとき、

$.f$ と $g$は conjugate であるという。

ファトウ集合と $\backslash y--$ リア集合の簡単な性質を次に挙げる。

$\bullet$ ファトウ集合は $(f^{n})$ が normal になる最大開集合である。. 有理関数の $\backslash y_{1}$ リア集合は $\mathrm{c}_{\infty}$のコンパクト集合である。

. $f,$ $g$が conjugate ならば、 $F_{\zeta},=T(F_{J}\cdot)$ そして、 $J_{\zeta},=T(J_{J}\cdot \mathrm{I}$ である。

Definition 6各 cycle をその multiplier $\lambda$ により次のように分類する。

attracting
super

$\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}\}\Leftrightarrow\{$

indifferent
repelling

$\lambda=0$

$0<|\lambda|<1$

$|\lambda|=1$

$|\lambda|>1$

更に、 indifferent cycle $\alpha$を次のように分類する。

$\mathrm{C}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{y}_{\mathrm{C}1}\mathrm{S}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{g}\mathrm{e}1_{\mathrm{C}}\mathrm{y}\mathrm{C}1\mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{u}\mathrm{C}\mathrm{y}\mathrm{c}1\mathrm{e}\mathrm{e}\mathrm{e}\}\Leftrightarrow$

’

$b\text{る}[\exists \mathscr{H}_{\backslash }\text{数}\mathrm{m}\iota_{\mathrm{c}}\vee \mathrm{x}\backslash \mathrm{a}\text{し}arrow T\text{、}\lambda \mathrm{m}=1$

$4^{-}\pm \text{意_{}\backslash }\text{の}\mathrm{I}\exists \mathfrak{B}\backslash \text{数}\mathrm{n}\iota\veearrow\chi_{\backslash }:\text{し^{}-}T\text{、}\lambda^{\mathrm{n}}\neq 1\mathfrak{X})\mathrm{a}\mathrm{p}_{\text{、}}\alpha\subset F$

$\mathrm{f}\mathrm{f}\text{意_{}\backslash }\text{の自}\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\backslash }\text{数}\mathrm{n}farrow\sim^{\mathrm{X}}\backslash ?\text{して_{、}}\lambda^{\mathrm{n}}\neq 1\mathrm{B}\backslash \text{つ、}\alpha \mathrm{C}J$

また、Leau cycle は rationally indifferent と呼ばれ、Siegel及び、Cremer cycle は irrationally

indifferent と呼ばれる。
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Theorem 1 $\backslash y\Sigma_{-}$ リア集合とファトウ集合は completely invariant set である。

Theorem 2 任意の自然数 $p$ に対して、 $F_{f}=F_{f^{p}}J_{f}i=J_{f^{p}}$である。

Theorem 1,2はファトウ集合及び、 $\backslash y_{\mathrm{I}}$ リア集合の重要な性質である。 また、Theorem 2の

証明には有理型関数の families の有限個の union が nomal であることと、これらの families
の各々が nomal であることが同値であることを利用すれば良い。

Theorem 3 (super)attracting cycle はファトウ集合に属し、 repelling cycle は $\sqrt[\backslash ]{}\mathrm{p}_{-}\backslash \backslash$ リア集

合に属す。

Theorem 4 $\backslash y=L$ リア集合は IIowhere dense であるか、または、 リーマン球面全体である。

「どのようなときに、 $\sqrt[\backslash ]{}^{\backslash }\backslash ^{\backslash }=$ リア集合がリーマン球面全体になるのか?」の問いには theorem

23で答える。

Theorem 5 $\backslash y_{\mathfrak{x}l}$ リア集合は perfect set である $\text{。}$

Theorem 6任意の $a\in J$に対して、 $O^{-}(a)$ は $\backslash y_{=L}$ リア集合で稠密である。

この性質は $\backslash y--$ リア集合をコンピューターで描くことに利用できる。つまり、 $\sqrt[\backslash ]{}s_{-}\backslash \backslash \backslash$ リア集

合に属する点を 1つ見つけることができれば、その逆像を探すことで、 その「近似」が描
けるのである。

Theorem 7可換な有理関数 $f$ , ct(即ち、 $f\circ g=g\mathrm{o}f$ ) に対して、 $F_{f}=F_{g},$ $J_{f}=J_{g}$である。

Theorem 8全ての repelling cycles からなる集合は $\backslash y\mathrm{p}_{\sim}$ リア集合の稠密な集合である。

Julia 自身は
{全ての repelling cycles}

で $\sqrt[\backslash ]{}\backslash \backslash =_{-}$ リア集合を定義した。

Theorem 9 $D$ を $\sqrt[\backslash ]{}^{\backslash }\underline{\neg}\backslash \backslash$ リア集合と交わる domain とする。 このとき、十分大きな全ての自

然数 $n$ に対して、
$f^{n}(D\cap J)=J$

が成り立つ。

Theorem 10 $\backslash y_{=\mathit{1}}$ リア集合は連結であるかまたは、非可算個の連結成分からなる。

Theorem 11 $\sqrt[\backslash ]{}=_{\sim}\backslash \backslash$ リア集合の稠密な集合の任意の点 $z$に対して、その forward orbit $O^{+}(z)$

は $\sqrt[\backslash ]{}\backslash \backslash \Sigma_{-}$ リア集合の稠密な集合である。

Theorem 12 有理関数はその各 stable domain をある stable domain の上に写す。
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Theorein 13 V0を stable domains の union で backward invariant なものとする。 この

とき、
$J=\partial \mathrm{v}_{0}$

である。

Theorem 14 V を completely invariant stable dornain とする。 このとき、 $J=\partial \mathrm{V}$であり、
ほかの全ての stable domain は単連結である。

Theorem 15 ファトウ集合が空集合でないなら、その stable domain の個数は、 $1_{\text{、}}2$ ま
たは、無限である。

Theorem 16 completely invariant stable domain は高々 2つである。 もし、 2 っあるなら
ば、 それらは単連結であり、それぞれ、 $d-1$ 個の critical points を持つ。

3No wandering domain theorem $\pm$ Classification
theorem

Definition 7Vを ‘fの stable domain とする。 このとき、任意の自然数 $?\overline{\iota},$
$\gamma\eta(n\neq\uparrow n)$ に対

して、

.$f^{n}.(\mathrm{V})\neq f^{m}(\mathrm{V})$

が成り立つとき、Vを wandering domain と呼ぶ。 また、 ある自然数 $p$ に対して、

$.f^{p}(\mathrm{v})=\mathrm{V}$

が成り立つとき、Vを periodic domain と呼ぶ。特に、 $p=1$ のとき、Vを fの丘 xdomain
と呼ぶ。更に、ある自然数 $q$に対して、 .$f^{q}(\mathrm{V})$ が periodic domain になるが、Vは periodic
domain でない時、 preperiodic domain と呼ぶ。

次の Theorem 17は有理関数の力学系を考える上で、非常に重要である。

Theorem 17 (No wandering domain theorem [5, 6]) 次数が 2以上の有理関数は wan-
dering domain を持たない。

No wandering domain theorem によって、任意の stable domain Vは適当な iteration $f\cdot$
”

で、 ある periodic domain $\mathrm{W}=f^{m}(\mathrm{v})$ に写される。従って、有理関数の力学系を見るには
stable fixdomin を考えれば十分である。

Definition 8 Vを,fの stable fixdomain とする。
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(1) 列 $($ .$f^{n})$ が Vの固定点 $a$ に Vで局所一様収束する時、Vを Fatou $\mathrm{d}_{\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{a}}\mathrm{i}\mathrm{n}$ と呼ぶ。そし

て、更に、

attracting basin
super attracting

$.\mathrm{b}\mathrm{a}\sin\}\Leftrightarrow$

parabolic basin

$/a$ \in Vかつ、a が super attracting
$a\in \mathrm{V}$かつ、a が attracting

$a$ \in \partial Vかつ、\mbox{\boldmath $\lambda$} $=1$

ここに、 $\lambda$は a の multiplier である。

(2) 列 $(.f^{n})$ の Vでの全ての limit functions が定数にならない時、Vを rotation domain と

呼ぶ。 そして、更に、

$\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{m}\mathrm{S}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{C}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}\}\Leftrightarrow\{$

Vが単連結で indifferent fixpoint を含む。
Vが—重連結である。

Theorem 18 (Classification Theorem [3]) $f$の任意の stable $\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{x}\mathrm{d}\mathrm{o}\ln\dot{\mathfrak{N}}\mathrm{n}$ は (super)attracting
basin, parabolic basin, Siegel disc そして、Herman ring のいずれかである。

証明は Vを stable fixdomain として

i)Vで non–constant な limit function が存在する $\text{。}$

$\mathrm{i}\mathrm{i})\mathrm{V}$での全ての limit function が constant である。

の 2つに分けて、それぞれ Fatou domain,rotation domain であることを示し、固定点、
$1\mathrm{n}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{t}\mathrm{i}_{\mathrm{P}}1\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{r}_{\text{、}}$ 連結度について調べる。

Theorem 19 (super)attracting, parabolic basin の各 cycle は、少なくとも、 1つ $C_{f}$の点

を含む。 そして、各 basin は単連結であるか、または、無限連結である。

Theorem 20 $\backslash y--$ リア集合に含まれる任意の indifferent cycle は $C^{+}$に含まれる。

Theorem 21 有理関数の Siegel disc 及び、Herman ring の境界は $C^{+}$に含まれる。

Theorem 19, 20, 21から分かるように、 critical point の挙動を見ることは非常に重要な
ことである。

Fato鱈ま non-repelling な cycle の数の総和が高々 $4d-4$ 個であることを示した。また、

Fatou domain の cycle の数の総和が高々 $2d-2$ 個であることが Theorem 19の critical
point に関する事実から分かる。そして、各 cycle の数の総和に関する最良の評価が次の定
理である。

Theorem 22 (Shishikura [2]) $n_{\sup t\gamma}erat$ , $n_{att\prime}.,$ $nLeau$ , $\gamma \mathrm{y}_{S},$ $7l_{H}$ , nCre。をそれぞれ super attract-
ing cycle, attracting cycle,Leau cycle, Siegel cycle, $\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{r}\ln a\mathrm{n}$ cycle,Cremer cycle の数とする。
このとき、次の不等式が成り立つ。

$n_{\sup \mathrm{e}rat}tr+n_{\alpha ttr}+n_{L\mathrm{e}au}+n_{S}+2n_{H}+n_{Cr\mathrm{e}m},\leq 2(d-1)$

$n_{H}<d-1$ .
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特に、 2番目の不等式から、Herman ring は次数が 3以上でなければ存在しないことが分
かる。

Theorem 23有理関数 $f$の全ての critical point が preperiodic で periodic でないとき、
=\mbox{\boldmath $\phi$}である。

Definition 9 関数 ]に対して、 $7^{\mathit{2}_{f}}$ が有限集合のとき、 $f$
.
を critically finite と呼ぶ。 また、

$\mathcal{F}_{f}^{)}\cap J_{f}=\emptyset$ が成り立つとき、 . $f$

.
を hyperbolic と呼ぶ。

Definition 10 関数、fが J上で、 expanding であるとは、 ある $\delta>0$ と\mbox{\boldmath $\kappa$} $>1$ が存在して、

任意の自然数 $n$ と任意の点 $z(\in J)$ に対して、

$|(.f^{n}.)^{;}(z)|\geq\delta\kappa^{n}$’

が成り立つことである。

Theorem 24 関数 $f$

.
が hyperbolic であることと expanding であることは必要十分である。
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