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$A$ $bst\tau\theta Ct$ $\mathrm{M}$ a $\mathrm{n}\mathrm{y}$ a $\mathrm{t}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{m}_{\mathrm{P}^{\mathrm{t}_{\mathrm{S}}}}\mathrm{h}$ a $\mathrm{v}\mathrm{e}$
$\mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{m}$ ade $\mathrm{t}\mathrm{o}$ $\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{u}$ dy $\mathrm{t}\mathrm{h}$ $\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{u}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{u}$ $\mathrm{r}\mathrm{e}$

of a semigroups. One of the fundamental study of semigroup has

$\mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{b}$ a $\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{n}$ $\mathrm{t}\mathrm{h}$ a $\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{f}\mathrm{i}$ de $\mathrm{m}\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}_{\mathrm{S}},$ $\mathrm{e}$ a $\mathrm{c}\mathrm{h}$ $\mathrm{o}\mathrm{f}\mathrm{w}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{h}$ $\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{y}\mathrm{s}$
$\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}$

$\mathrm{r}$ ole $\mathrm{o}\mathrm{f}$

identity elements in local. In this paper, two kinds of relations

$\mathrm{i}\mathrm{n}$ duce $\mathrm{d}\mathrm{b}\mathrm{y}\mathrm{t}\mathrm{r}$ a $\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}_{\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{S}}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{o}$ up $\mathrm{w}$ ill $\mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{n}$ tro $\mathrm{d}$ uce $\mathrm{d},$ $\mathrm{w}\mathrm{h}$ ich are

closely related with the distribution of idempotents and regular

$\mathrm{e}$ le $\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{s}$ .

1. Basic Definitions and Results

If $S$ is any semigroup and a, b $\in S$ , a mapping $\mathrm{f}$ on $S$ is

$\mathrm{c}$ alle $\mathrm{d}$ a le ft $\mathrm{t}\mathrm{r}$ a $\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{t}$ $\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}$
$\mathrm{i}\mathrm{f}$ f(xy) $=\mathrm{f}(\mathrm{X})\mathrm{y}\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r}$ a $\mathrm{n}\mathrm{y}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{S}\mathrm{x},$ $\mathrm{y}\in S$

an $\mathrm{d}$ a $\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{p}\mathrm{p}$ in $\mathrm{g}\mathrm{g}\mathrm{o}\mathrm{n}S$
$\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{c}$ alle $\mathrm{d}$ a $\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{h}\mathrm{t}\mathrm{t}\mathrm{r}$ a $\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}_{\mathrm{o}\mathrm{n}}$ if g(xy) $=\mathrm{x}\mathrm{g}(\mathrm{y})$ fo $\mathrm{r}$

any elements x, y $\in S$ . The set $\Psi(S)$ , of all left translations of

$S$ is the (left translation) semigroup under the ordinary

composition of mappings. Similarly, the set $\Phi(S)$ , of all right

translations of $S$ is the (right translation) semigroup under

the composition.

$\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}1$ . Le $\mathrm{t}$ $\Psi(S)$ a $\mathrm{n}\mathrm{d}$ $\Phi(S)$ $\mathrm{b}\mathrm{e}$ th $\mathrm{e}$ le ft $\mathrm{t}\mathrm{r}$ a $\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}$

semigroup of $S$ and the right translation semigroup of $S$
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respectively, which have identity mappings. Then, the quasi-

order relation $<L$ and the equivalence relation $L$ on $S$ are
defined as follows:

$\mathrm{x}$ $<L$
$\mathrm{y}$

$\mathrm{i}\mathrm{f}$ a $\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{o}$ nly $\mathrm{i}\mathrm{f}$ fo $\mathrm{r}$ any $\mathrm{f}$ , $\mathrm{g}\in\Psi(S)$ , $\mathrm{f}(\mathrm{x})=\mathrm{g}(\mathrm{x})$ $\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{S}$

$\mathrm{f}(\mathrm{y})=\mathrm{g}(\mathrm{y})$ ,

$\mathrm{x}$ $L$
$\mathrm{y}$ if and only if $\mathrm{x}$

$<\mathrm{Z}$
$\mathrm{y}$ and $\mathrm{y}$

$\triangleleft$
$\mathrm{x}$ .

$\mathrm{S}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{l}\mathrm{y}$ , $\Phi(S)$ le a $\mathrm{d}\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{o}$ th $\mathrm{e}$ defi $\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{f}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}$

$\mathrm{q}\mathrm{u}$ a $\mathrm{s}$ i-o $\mathrm{r}$ de $\mathrm{r}$

relation $<p$ and the equivalence relation $R$ on $S$ , which are
defined as follows:

$\mathrm{x}$
$\triangleleft$

$\mathrm{y}$

$\mathrm{i}\mathrm{f}$ a $\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{o}$ nly $\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r}$ a $\mathrm{n}\mathrm{y}\mathrm{f}$ , $\mathrm{g}\in\Phi(S),$ $\mathrm{f}(\mathrm{x})=\mathrm{g}(\mathrm{x})$ $\mathrm{i}\mathrm{m}_{\mathrm{P}^{\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{S}}}$

$\mathrm{f}(\mathrm{y})=\mathrm{g}(\mathrm{y})$ ,

$\mathrm{x}R\mathrm{y}$ if and only if $\mathrm{x}$ $\triangleleft \mathrm{y}$ and $\mathrm{y}$ $*$ $\mathrm{x}$ .
Le $\mathrm{t}L$ a $\mathrm{n}\mathfrak{c}1R$ be the equivalence rela tions on $S$ de fi ne $\mathrm{d}$

above and let us denote the intersection of $L$ and $R$ by $H$ .

$\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}2$ . $\mathrm{N}\mathrm{o}\mathrm{w}$ $S=\cup(L(\theta):\mathrm{a}\in\Lambda)$ , $S=\cup(R(b):\mathrm{b}\in\Gamma)$ , a $\mathrm{n}\mathrm{d}$ $S$

$=\cup$ $(H(\mathit{3}, b)=L(\partial)\ulcorner 1R(b)$ : a $\in\Lambda,$ $\mathrm{b}\in\Gamma$ ) $\mathrm{s}\mathrm{t}$ a $\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{p}$ a $\mathrm{r}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}_{\mathrm{o}\mathrm{n}}\mathrm{s}$ $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{u}\mathrm{c}\mathrm{e}\mathrm{d}$

$\mathrm{b}\mathrm{y}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{e}\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{i}_{\mathrm{V}\mathrm{a}}$ le $\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{e}$ rela $\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{S}L,$ $R$ a $\mathrm{n}\mathrm{d}H$, a $\mathrm{n}\mathrm{d}$ le $\mathrm{t}\mathrm{u}\mathrm{s}\mathrm{c}$ all $L(\mathrm{a}),$ $R(b)$

and $H(\mathit{8}, b)$ a $L$ -class (containing an element a), a R-class

(containing an element b) and a $H$-class (the intersection of $L(\mathrm{a})$

and $R(b)$ $)$ , $\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{1^{)}}$ ectively.

We sh all use the fundamental results shown bello $\mathrm{w}$ .

Let $\mathrm{x}$ and $\mathrm{y}$ be arbitrary elements of a semigroup $S$ , and let

$\Psi(S)$ a $\mathrm{n}\mathrm{d}$
$\Phi(S)\mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}$ left $\mathrm{t}\mathrm{r}$ a $\mathrm{n}$ sla $\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{p}$ a $\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}$ ri gh $\mathrm{t}$

translation semigroup, respectively, we have the following
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le $\mathrm{m}\mathrm{m}$ a $\mathrm{s}$ .

Lemma 1.

(1) I $\mathrm{f}\mathrm{x}$ $\mathrm{q}$
$\mathrm{y}$ , the $\mathrm{n}\mathrm{f}(\mathrm{x})$ $\triangleleft$ $\mathrm{f}(\mathrm{x})$ fo $\mathrm{r}$ all $\mathrm{f}\in\Psi(S)$ ;

(2) I $\mathrm{f}\mathrm{x}$ $<R$
$\mathrm{y},$

$\mathrm{t}$ he $\mathrm{n}\mathrm{g}(\mathrm{x})$
$\triangleleft$ $\mathrm{g}(\mathrm{x})$ fo $\mathrm{r}$ all $\mathrm{g}\in\Phi(S)$ .

Lemma 2.

(1) I $\mathrm{f}\mathrm{x}\in L(y)$ , $\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{f}(\mathrm{x})\in L(f(y))$ fo $\mathrm{r}$ all $\mathrm{f}\in\Psi(S)$ ;

(2) I $\mathrm{f}\mathrm{x}\in R(y)$ , $\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{g}(\mathrm{x})\in R(g(\mathrm{J}’))$ fo $\mathrm{r}$ all $\mathrm{g}\in\Phi(S)$ .

Lemma 3.

(1) $\mathrm{x}\triangleleft \mathrm{x}\mathrm{u}$ fo $\mathrm{r}$ all $\mathrm{u}\in S$ ,

(2) $\mathrm{x}\triangleleft;\mathrm{v}\mathrm{x}$ fo $\mathrm{r}$ all $\mathrm{v}\in S$ .

From above lemmas, we have that $L$ is a left congruence

relation and $R$ is a right congruence relation.

Let $\psi$ and $\phi$ be $.\backslash ^{\backslash }\mathrm{u}- \mathrm{b}\mathrm{s}\Theta \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{u}_{1)}\mathrm{s}$ of $\Psi(S)$ and $\Phi(S)$ respectively,

$\mathrm{w}\mathrm{e}\mathrm{h}$ ave $\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}_{\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{S}}\mathrm{o}\mathrm{f}$ $\mathrm{t}$ he rela $\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{S}L$ a $\mathrm{n}\mathrm{d}R$ to $\mathrm{t}$ he $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{b}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{o}$ up $\mathrm{s}$

$\psi$ a $\mathrm{n}\mathrm{d}$
$\phi$ , which will be denoted by $L(\psi)$ a $\mathrm{n}\mathrm{d}R(\phi),$ $\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{y}$ . $\mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{n}$

we have following lemmas:

Lemma 4.

(1) $t\phi’\subseteq\psi"\subseteq\Psi(S)\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{s}L\subseteq L(\psi$
”

$)\subseteq L(\psi$
’
$)$ ;

(2) $\phi’\subseteq\phi"\subseteq\Phi(S)\mathrm{i}\mathrm{m}$pli $\mathrm{e}\mathrm{s}R\subseteq R(\psi$
”

$)\subseteq R(\psi$
’
$)$ .

Lemma 5.

(1) $L(\psi’\cap\psi")=L(\emptyset’)\cup L(\psi$
”

$)$ a $\mathrm{n}\mathrm{d}R(\psi’\cap\psi")=R(\psi’)|\lrcorner R(\emptyset$
”

$)$ ;

(2) $L(\psi’\cup\psi")=L(\psi’)\mathrm{n}L(\psi$
”

$)$ a $\mathrm{n}\mathrm{d}R(\emptyset’\cup\psi")=R(\psi’)\mathrm{n}L(\psi$
”

$)$ .

From above lemmas, we have
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$JR\subseteq L\subseteq L(\emptyset’)$ , $JL\subseteq R\subseteq R(\emptyset’)$ a $\mathrm{n}\mathrm{d}JHf\subseteq H\subseteq H(\psi’, \phi’)=L(\psi’)\cap R(\Phi’)$

for the Green $\dagger \mathrm{S}$ relations $JR,$ $JL$ and $JHf$ .

2. Distribution of Idempotents

Let $S$ be an semigroup, then we have the following

le $\mathrm{m}\mathrm{m}$ a $\mathrm{s}$ .

Lemma 6. Let $\mathrm{e}$ be any element of $S$ then

(1) $\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{s}$ a $\mathrm{n}\mathrm{i}$ de $\mathrm{m}_{1}\supset \mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{f}$ a $\mathrm{n}\mathfrak{c}10$ nly $\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{e}\mathrm{t}=\mathrm{t}$ fo $\mathrm{r}$ all $\mathrm{t}\in L(e)$ ;

(2) $\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{s}$ a $\mathrm{n}\mathrm{i}$ de $\mathrm{m}_{1}$) $\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{f}$ an $\mathrm{d}\mathrm{o}$ nly $\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{s}\mathrm{e}=\mathrm{s}$ fo $\mathrm{r}$ all $\mathrm{s}\in R(e)$ .

(Proof) (1) I $\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{s}$ $\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{i}$ al $\mathrm{t}\mathrm{h}$ a $\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{e}$ $=\mathrm{e}$ , $\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{e}$ $\mathrm{e}\in L(e)$ . $\mathrm{c}_{\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{V}\mathrm{e}\mathrm{r}}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{y}$,

assume that $\mathrm{e}$ is an idempotent, that is, ee $=\mathrm{e}$ , then from the

definition of the left translation, ee $=\mathrm{f}_{\mathrm{e}}(\mathrm{e})=I(\mathrm{e})\mathrm{i}\mathrm{m}_{1})1\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{s}$ that $\mathrm{e}\mathrm{t}=$

$\mathrm{f}_{\mathrm{e}}(\mathrm{t})=I(\mathrm{t})=\mathrm{t}$ fo $\mathrm{r}$ all $\mathrm{t}\in L(e)$ , $\mathrm{w}1_{1}\mathrm{e}$ re $I$ $\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{i}$ de $\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{y}\mathrm{m}$ a $\mathrm{p}\mathrm{p}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}$ .

(2) is sllown similarly.

Lemma 7. Let $\mathrm{e}$ be any idempotent of $S$ then

(1) $\mathrm{F}\mathrm{o}\mathrm{r}$ a $\mathrm{n}\mathrm{y}$ left $\mathrm{t}\mathrm{r}$ a $\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}_{\mathrm{o}\mathrm{n}}$ $\mathrm{f}\in\Psi(S)$ a $\mathrm{n}\mathfrak{c}1$ a $\mathrm{n}\mathrm{y}$

$\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}$ $\mathrm{s}\in L(e)$ ,

$\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{e}\Theta \mathrm{X}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t}$ a $\mathrm{n}\mathrm{e}$ le $\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{t}\in L(f(\mathrm{s}))\mathrm{s}\mathrm{u}$ ch $\mathrm{t}\mathrm{h}$ a $\mathrm{t}\mathrm{f}(\mathrm{s})=\mathrm{t}\mathrm{s}$ ;

(2) $\mathrm{F}\mathrm{o}\mathrm{r}$ a $\mathrm{n}\mathrm{y}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{h}\mathrm{t}\mathrm{t}\mathrm{r}$ a $\mathrm{n}$ sla $\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{g}\in\Phi(S)$ a $\mathrm{n}\mathrm{d}$ a $\mathrm{n}\mathrm{y}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{s}\in R(e)$ ,

$\mathrm{t}$ he $\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{i}_{\mathrm{S}}\mathrm{t}_{\mathrm{S}}$ a $\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{t}\in R(g(\mathrm{s}))\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{t}\mathrm{h}$a $\mathrm{t}\mathrm{g}(\mathrm{s})=\mathrm{s}\mathrm{t}$ .

(Proof) (1) I $\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{b}\mathrm{v}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{s}\mathrm{f}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}$ fa $\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{t}\mathrm{h}$ a $\mathrm{t}\mathrm{f}(\mathrm{s})=$ f(es) $=\mathrm{f}(\mathrm{e})\mathrm{s}$ fo $\mathrm{r}$ a $\mathrm{n}\mathrm{y}$

ele $\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{s}\in L(e)$ ( $\mathrm{f}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{m}$ Le $\mathrm{m}\mathrm{m}$ a 6) a $\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{t}=\mathrm{f}(\mathrm{e})\in L(f(\mathrm{s}))$ (fro $\mathrm{m}\mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{m}$ a 2).

(2) is shown similarly.

$\mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{m}$ a 8. $\mathrm{I}_{\lrcorner}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{e}$ a $\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{f}\mathrm{b}\mathrm{e}$ a $\mathrm{n}\mathrm{y}\mathrm{i}$ de $\mathrm{m}\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}_{\mathrm{S}}\mathrm{o}\mathrm{f}$ $S$ .
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(1) I $\mathrm{f}\mathrm{e}\in L(\mathit{9}$ $\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{s}$ a $\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{f}\mathrm{f}$ ;

(2) I $\mathrm{f}\mathrm{e}\in R(\mathit{9}$ $\mathrm{t}$ he $\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{s}$ a $\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{f}\mathrm{f}$ .

(Proof) (1) $\mathrm{e}$ fe $=\mathrm{e}(\mathrm{f}\mathrm{e})=\mathrm{e}(\mathrm{e})=\mathrm{e}$ , fr $\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{m}$ a 6 (1) a $\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{t}\mathrm{h}$ a $\mathrm{t}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{s}$

an idempotent in $L(e)(=L(\theta))$ . Similarly it is show $\mathrm{n}$ that fe $\mathrm{f}=$ f(ef)

$=\mathrm{f}(\mathrm{f})=\mathrm{f}$ .

(2) is shown similarly.

From above lemmas, we have following results:

$\mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{m}$ a 9. -
$\Gammamathrm{o}\mathrm{r}$ a $\mathrm{n}\mathrm{y}\mathrm{e}$ le $\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{s}$ a, $\mathrm{b}\in$ S. $\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}$ H-cla $\mathrm{s}\mathrm{s}$ , $L(a)\cap R(b)_{f}$

cannot have more than one idempotent.

(Proof) As $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{h}$ a $\mathrm{t}\mathrm{e}$ a $\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{f}\mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{i}$ de $\mathrm{m}\mathrm{p}_{0}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}$ a $H$-cla $\mathrm{s}\mathrm{s},$ $L(\theta)\cap$

$R(b),$ $\mathrm{t}\mathrm{h}$ a $\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{s},$ $\mathrm{e}$ , $\mathrm{f}\in L(\mathit{9}\cap R(\mathit{9}=L(e)\cap‘ R(e)$ . $\mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{f}=$ fe $\mathrm{f}=\mathrm{f}(\mathrm{e}\mathrm{D}=\mathrm{e}\mathrm{f}=$

$\mathrm{e}$ fro $\mathrm{m}$ Le mm a 6.

$\mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{m}$ a 10. $\Gamma^{\{}\mathrm{o}\mathrm{r}$ a $\mathrm{n}\mathrm{y}\mathrm{e}$ le $\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{s}$ a, $\mathrm{b}\in S$ , $\mathrm{i}\mathrm{f}R(\theta)\cap L(b)\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{t}$ a $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{s}$ a $\mathrm{n}$

$\mathrm{i}$ de $\mathrm{m}\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{n}$ a $\mathrm{b}\in L(e)\cap R(b)$

(Proof) As $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{h}$ a $\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{s}$ a $\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{m}_{1^{)}}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{n}$ a $H$-cla $\mathrm{s}\mathrm{s}\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{t}\mathrm{h}$ a $\mathrm{t}\mathrm{e}$

$\in R(\epsilon)\cap L(b)$, $\mathrm{t}\mathrm{h}$ a $\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{s}$ , a $\in R(\mathrm{e})$ a $\mathrm{n}\mathrm{d}$ $\mathrm{b}\in L(\mathrm{e})$ . $\mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{n}$ fr $\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{m}$ a 2 a $\mathrm{n}\mathrm{d}$

Le $\mathrm{m}\mathrm{m}$ a 6, $\mathrm{w}\mathrm{e}\mathrm{h}$ a $\mathrm{v}\mathrm{e}$ tha $\mathrm{t}\mathrm{g}(\mathrm{a})\in R(\mathrm{g}\mathrm{b}(\mathrm{e}))$ fo $\mathrm{r}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{h}\mathrm{t}\mathrm{t}\mathrm{r}$a $\mathrm{n}$ sla $\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}$

$\mathrm{g}\mathrm{b}\mathrm{s}\mathrm{u}$ ch tha $\mathrm{t}\mathrm{g}\mathrm{b}(\mathrm{a})=$ a $\mathrm{b}$ a $\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{g}\mathrm{b}(\mathrm{e})=\mathrm{e}\mathrm{b}=\mathrm{b}$ , $\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{e}\mathrm{e}\in L(b)$. $\mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{u}\mathrm{s}$ ab

$\in R(b)$. $\mathrm{S}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{l}\mathrm{y},$ $\mathrm{w}\mathrm{e}\mathrm{h}$ a $\mathrm{v}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{h}$ a $\mathrm{t}\mathrm{f}_{\mathrm{a}}(\mathrm{b})\in L(\mathrm{f}_{\mathrm{a}}(\mathrm{e}))$ fo $\mathrm{r}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{r}$ le ft

$\mathrm{t}\mathrm{r}$ a $\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}_{\mathrm{o}\mathrm{n}}\mathrm{f}_{\mathrm{a}}\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{t}\mathrm{h}$ a $\mathrm{t}\mathrm{f}_{\mathrm{a}}(\mathrm{b})=$ ab a $\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{f}_{\mathrm{a}}(\mathrm{e}\rangle$ $=$ a $\mathrm{e}=\mathrm{a},$
$\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}$ ce $\mathrm{e}\in R(e)$.

$\mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{u}\mathrm{s}$ a $\mathrm{b}\in L(\mathit{8})$.

$\mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m}$ $1$ . $\mathrm{F}\mathrm{o}\mathrm{r}$ a $\mathrm{n}\mathrm{y}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{S}$ a $\in S$ , th $\mathrm{e}$ follo $\mathrm{w}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}$

are equivalent:
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(1) $R(\mathit{3})$ contains an $\mathrm{i}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{m}_{1}\supset \mathrm{O}\mathrm{t}\mathrm{C}^{\backslash }\mathrm{n}\mathrm{t}$ ;

(2) $\mathrm{F}\mathrm{o}\mathrm{r}$ any right translation $\mathrm{g}\in\Phi(S)$ , there exist an element $\mathrm{t}\in$

$R(g(\mathit{8}))$ such that $\mathrm{g}(\mathrm{a})=\mathrm{a}\mathrm{t}$ .

(Proo $f$) (1) $arrow(2):\mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{b}\mathrm{e}$ a $\mathrm{n}\mathrm{i}$ de $\mathrm{m}\mathrm{p}_{\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{e}}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{n}R(\mathrm{a})$ , then from Lemma 7,

we have that for any $\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{h}\mathrm{t}\mathrm{t}\mathrm{r}$ a $\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}_{\mathrm{o}\mathrm{n}}\mathrm{g}\in\Phi(S)$ , there exists an element

$\mathrm{t}\in R(g(\mathit{8}))$ such that $\mathrm{g}(\mathrm{a})=\mathrm{a}\mathrm{t}$ .

(2) $arrow(1)$ : Let $I\mathrm{b}\mathrm{e}$ the identity $\mathrm{m}\mathrm{a}_{\mathrm{D}1^{\mathrm{J}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}}}$ , then there exists an element $\mathrm{t}\in R(I(\mathrm{a}))$

$=R(\theta)$ such that $I(’\mathrm{d})=$ at. From the fact that $\mathrm{t}\in R(\mathit{3})$ , at $=$ gt(a) $=I(\mathrm{a})$

implies that tt $=\mathrm{g}_{\mathrm{t}}(\mathrm{t})=I(\mathrm{t})=\mathrm{t}$ . Thus $\mathrm{t}$ is an idempotent in $R(\theta)$ .

Similarly, wc also have

$\mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m}$ $1$
’

$1\^{\urcorner}\mathrm{o}\mathrm{r}$ a $\mathrm{n}\mathrm{y}\mathrm{c}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}_{\mathrm{S}}\mathrm{b}\in S$ , $\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}$ follo $\mathrm{w}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}$

are $\mathrm{e}\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{i}_{\mathrm{V}\mathrm{a}}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{t}$ :

(1) $L(b)$ contains an $\mathrm{i}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{m}_{1^{1}}$ of $\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}$,

(2) $\mathrm{F}\mathrm{o}\mathrm{r}$ a $\mathrm{n}\mathrm{y}$ left $\mathrm{t},$

$\mathrm{r}$ a $\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{l}$ a $\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{f}\in\Psi(S),$ $\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{e}$ $\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t}$ a $\mathrm{n}\mathrm{e}$ le $\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{t}\in L(f(b))$

such that $\mathrm{f}(\mathrm{b})=\mathrm{t}\mathrm{b}$ .

The follo $\mathrm{w}$ ing theorem is a dire ct re $\mathrm{s}$ ult fr om Le mm a 6,

Lemma 9 and Lemma 10.

$\mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m}$ 2. $\Gamma\{\mathrm{o}\mathrm{r}$ a $\mathrm{n}\mathrm{y}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{s}$ a, $\mathrm{b}\in$ $S$ $R(\mathrm{a})\cap L(b)\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{t}$ a $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{s}$ a $\mathrm{n}$

$\mathrm{i}$ de $\mathrm{m}\mathrm{p}_{\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{e}}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{f}$ a $\mathrm{n}\mathfrak{c}10$ nly $\mathrm{i}\mathrm{f}R(_{c}2)\cap L(b)\mathrm{i}\mathrm{s}$ a $\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{i}\mathrm{d}$ .

3. Some Applications of the Relations

In this section, some special class ofsemigroups will be discussed,

which have idempote nt in every H. cl asses of the $\mathrm{m}$ .
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Lemma 11. Let $H(e)$ and $H(\mathit{9}$ are any $H$-classes which contain

idempotents $\mathrm{e}$ and $\mathrm{f}$ .

(1)If the $H$-classes, $H(e)$ and $H(\mathit{9}$ are included in a same R-class,

then there exists a homomorphism from $H(e)$ into $H(\mathit{9}$ ;

(2) $\mathrm{I}\mathrm{f}$ the $H$-classes, $H(e)$ and $H(\mathit{9}$ are included in a same L-class,

then there exists a $\mathrm{h}_{\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{r}_{1^{1}}}\mathrm{h}\mathrm{i}_{\mathrm{S}}\mathrm{m}$ from $H(e)$ into $H(\mathit{9}\cdot$

(Proof) (1) $\mathrm{T}$ he $\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{p}\mathrm{p}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}\lambda$ : $H(e)arrow H(\mathit{9}\mathrm{i}\mathrm{s}$ de fi ne $\mathrm{d}\mathrm{b}\mathrm{y}\lambda(\mathrm{s})=\mathrm{f}\mathrm{s}\mathrm{f}$ , fo $\mathrm{r}\mathrm{s}$

$\in H(e)$ . $\mathrm{A}\mathrm{s}\mathrm{s}$ ume that $\mathrm{s},$ $\mathrm{t}\in H(e)$ , the $\mathrm{n}$
$\lambda(\mathrm{s})\lambda(\mathrm{t})=(\mathrm{f}\mathrm{s}\mathrm{f})(\mathrm{f}\mathrm{t}\mathrm{f})=$ fsfftf $=$

fsftf $=$ fs tf $=\lambda(\mathrm{s}\mathrm{t})$ , since $\mathrm{s}\in R(fl.$ $\mathrm{S}$ ince $\lambda(\mathrm{e})=\mathrm{f}\mathrm{e}\mathrm{f}=\mathrm{f}$ fo $\mathrm{r}$ the

idempotent $\mathrm{e}$ .

(2) is similarly shown.

From the above results we have the following theorems:

$\mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m}$ 2. Le $\mathrm{t}$ $H(e)$ a $\mathrm{n}\mathfrak{c}1$ $H(\mathit{9}$ a re a $\mathrm{n}\mathrm{y}$
$H$-cla $\mathrm{s}\mathrm{s}\mathrm{e}\iota \mathrm{L}^{\backslash }$

$\mathrm{w}\mathrm{h}\mathrm{i}$ ch $\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{v}\mathrm{e}$

idempotents, $\mathrm{e}$ and $\mathrm{f}$ respectively.

(1) If the H.classes, $H(\theta)$ and $H(b)$ are included in a same R-class,

then $H(e)H(fl\subseteq H(e)$ ;

(2) If the $H$-classes, $H(\mathrm{a})$ and $H(b)$ are included in a same L-class,

then $H(e)H(\mathit{9}\subseteq H(\mathit{9}$ .

$\mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m}3$ . $\mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e}$ follo $\mathrm{w}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{S}$ a $\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{e}\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{i}_{\mathrm{V}\mathrm{a}}$ le $\mathrm{n}\mathrm{t}$ :

(1) $s$ is a regular element;

(2) $\mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{e}$ exists an element $\mathrm{t}$ such that $\mathrm{s}\mathrm{t}=\mathrm{e}$ for some idempotent

$\mathrm{e}\in L(s)$ ;

(3) $\mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{e}$ exists an element $\mathrm{t}$ such that $\mathrm{t}\mathrm{s}=\mathrm{f}$ for some idempotent

$\mathrm{f}\in R(s)$ .
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