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1. Introduction

The lllaill lllessage of this note. whicll is $\dagger$ ) $\mathrm{a}\mathrm{s}^{\mathrm{Y}}‘,\mathrm{C}1$ on the works $[\mathrm{K}\mathrm{S}\mathrm{l}.\mathrm{K}\mathrm{s}2.\mathrm{K}\mathrm{o}\mathrm{s}]$ with Y.Ohta
$\lambda 11(1$ J.Suzuki. is’. Analytic Bethe ansatz is a $\mathrm{e}\cdot 1_{1_{\dot{C}}\mathrm{t}1t}’\iota(.\mathrm{t}^{1}‘,1^{\cdot}\mathrm{t},11\{^{\backslash }(1^{\cdot}\mathrm{y}$ of finite dilnellsiollal repre-

sentations of qualltllm affille algebras’. Analytic Betlle allsatz $01^{\cdot}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{i}11_{\dot{C}\mathrm{t}}\mathrm{t}\mathrm{e}\iota\backslash \backslash$ in solvable lattice

lnodels ill statistical mechanics [B1]. It is a $\mathrm{h}\mathrm{y}\mathrm{p}_{\mathrm{o}\mathrm{f}},1_{1}(^{\backslash }r\mathrm{t}\mathrm{i}_{\mathrm{C}}\cdot\dot{C}\mathrm{t}11)\mathrm{r}\mathrm{C}\mathrm{S}\mathrm{c}1^{\cdot}\mathrm{i}_{\mathrm{I}})\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}$ to $1$ ) $\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{c}\mathrm{l}\iota \mathrm{l}\mathrm{c}\mathrm{e}$ an eigen-

value fornlllla for $1\langle)\mathrm{W}^{-}\mathrm{t}\mathrm{o}$-row $\mathrm{t}1^{\cdot}\mathrm{a}11\mathrm{S}\mathrm{f}_{\mathrm{C}}1$ lllatrices of tlle luodels. As for its validity, no gelleral
$\mathrm{I})1^{\cdot}\mathrm{O}\mathrm{o}\mathrm{f}$ is knowll neither any ( $\mathrm{o}\iota 11\mathrm{l}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{l}\cdot$ exanlple. It, $\mathrm{w}\kappa \mathrm{s}$ illvented by Reslletikhin in [R] by
$\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{t},\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{e}\cdot \mathrm{t}\mathrm{i}_{1}$ the itlea fitlll $\mathrm{B}\mathrm{a}\mathrm{x}\mathrm{t},\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{S}$ sollltion of tlle 8-vertex llloclts,l [B2]. Let, lls explain it,

witll a $\mathrm{s}\mathrm{i}\ln_{\mathrm{I}^{)}}1\mathrm{C}^{\mathrm{Y}}\mathrm{S}\mathrm{t}_{1}$ exalnple frolll $sl(2)$ .
$\mathrm{C}_{\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{S}}\mathrm{i}_{\mathrm{C}11}(,1^{\cdot}$ the 6-vertex $\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{O}(1\mathrm{C}\mathrm{l}\mathrm{o}11$ a $\mathrm{s}(1^{\iota 1}\subset‘ 11^{\cdot}(^{\backslash }\prime \mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{t},\mathrm{i}((,\backslash$ [B1] with tlle Boltzlllann weights

$B_{1},(\pm.\pm$ . $\pm.\pm)=[2+n,]$ . $R_{\downarrow\iota}(\pm, \mp$ . $\pm, \mp)=[?(]$ alld $B_{\mathrm{t}\mathrm{A}}(\pm$ . $\mp$ . $\mp\cdot\pm)=[2]$ . where $\mathrm{t}11\mathrm{C}$ local
$\mathrm{s}\uparrow,\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{s}+\mathrm{o}\mathrm{r}-\mathrm{a}\mathrm{l}\cdot \mathrm{e}\mathrm{o}1$ ($1\mathrm{e}1^{\cdot}\mathrm{C}\zeta 1$ allti-clockwise $\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{t}$ ) $111\mathrm{t}11\mathrm{t}^{\backslash }$ left, etlge of tlle $\mathrm{V}\mathrm{C}^{\backslash },1^{\cdot}\mathrm{t}‘ d\mathrm{x}\backslash$. Tlle $\mathrm{f}_{11\mathrm{U}(^{\iota}}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}11[\prime n]$

is defined $\}_{)}\mathrm{y}$

$[ \iota\iota]=\frac{(l^{1r}-\gamma l-1l}{(l-q^{-1}}$ . (1.1)

Here $n$ is a spectral $1$ ) $\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{e}\Gamma$ and $q$ is a generic collstallt (not a root of unity). The

Boltzlllallll weigllts can be $\mathrm{a}\mathrm{l}\cdot \mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{d}$ in an R-nlatl$\cdot$ix $R_{W\iota\cdot W}1(n)$ satisfying the Yang-Baxter

equation alld $\mathrm{t},1_{1}\mathrm{e}$ niodel is solvable. Here the indices indicate that, it is all $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{l}\cdot \mathrm{t}\mathrm{W}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{r}$ of

the $\mathrm{t}\mathrm{e}11_{\iota}‘\backslash ,01^{\cdot}\mathrm{I}$ ) $\mathrm{l}\mathrm{O}\mathrm{t}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{l}(:\mathrm{t}$ of the 2-dilllensional $U_{q}(A_{1}^{(1)})111\mathrm{O}(1111(,\mathrm{Y}W_{1}$ . (We $1\mathrm{e}\uparrow|W_{n1}$ denote the
$?\prime l’+1$ dilnensiollal irletltlci[$)$le one.) Tlle $1\langle$

$)\mathrm{W}- \mathrm{t}\langle$ ) $-1^{\cdot}\mathrm{t}$)$\mathrm{W}\mathrm{t}_{1\dot{C}},\cdot\iota 11\mathrm{t}\backslash ^{\backslash }\mathrm{f}_{1}‘\backslash \cdot$ nlatl$\cdot$ix of the 6-v$(^{\backslash }J1^{\cdot}\mathrm{t}e\mathrm{X}$ luodel

is $\mathrm{t}11\mathrm{e}^{\mathrm{Y}^{;}},\prime\prime l=1$ case of tlle $\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{t}$) $\mathrm{W}\mathrm{i}11$ ( lllo$\mathrm{b}^{)}$ re $\mathrm{g}_{\mathrm{C}}11\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{a}1111\mathrm{a}\{11^{\cdot}\mathrm{i}\mathrm{x}$

$T_{r\iota},(u)=\mathrm{T}_{1_{W_{11}}}\cdot,(R_{W_{l\}1},W_{1}}(n-1‘’ 1)\cdots B_{W,,,.W_{1}}(n-\mathrm{t}l\prime_{N}))$ . (1.2)

Here $N$ is the syst($\backslash \mathrm{m}$, size, ($p\prime_{1},$ $\ldots$ , $\mathrm{t}l$) $N\mathrm{a}\mathrm{l}\cdot \mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{o}\ln_{1)}1_{\mathrm{C}}\mathrm{X}1$) $\mathrm{a}\mathrm{l}\cdot\lambda \mathrm{n}\mathrm{l}(\}\mathrm{t}\text{ノ}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{S}\mathrm{r}\mathrm{e}\iota)\mathrm{r}\mathrm{t}^{\backslash },\mathrm{s}\mathrm{e}11\mathrm{t},\mathrm{i}1$the $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{n}\mathrm{o}^{-}$

geneity of $\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{c}\cdot \mathrm{a}\mathrm{l}$ interactions. $??l\in \mathrm{z}_{\geq \mathrm{t})}$ . Following the $()$ ISM $\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{l}0\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}\mathrm{y}$ [QISM], we say

that (1.2) is the $\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{w}-\mathrm{t}\mathrm{o}- 1^{\cdot}\mathrm{o}\mathrm{w}$ transfer matrix with $\mathrm{t}1_{1}\mathrm{c}(\iota\tau\iota\prime xiil_{?}a?V$ space $W_{n\}}$ t,hat acts on the

$quant^{r}n7n$ space $W_{1}^{\otimes N}$ . $(\mathrm{M}\mathrm{o}1^{\cdot}\mathrm{C}1^{)}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{C}^{\cdot}\mathrm{i}\mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{y}, W\mathit{7}n(u)\mathrm{a}11(1\otimes_{j=11}^{N}W(n_{j}))$. $\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{1}$ ) $\mathrm{e}\mathrm{c}\uparrow,\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{y}.$ ) Due to the
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Yallg-Baxt,er $\mathrm{e}(1^{\mathrm{t}}1\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}(\mathrm{n},$ $[T_{m}(n), T_{m’}(pl’)]=0$ lltltlL\’. So tlley (all be silnultalleollsly diago-

nalized $c‘\iota 11(1$ we sllall oft,ell $\mathrm{W}1^{\cdot}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{C}_{r}^{\backslash }$ their $\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{g}$ (, $\mathrm{V}\dot{c}\mathrm{t}1\iota 1\mathrm{t}\backslash ’\backslash \backslash$ also $|_{)}\mathrm{y}\mathrm{f},1_{1}\zeta^{1}\prime \mathrm{S}\mathrm{a}111(^{\backslash },\mathrm{c}\backslash ^{\backslash }\mathrm{y}111\mathrm{t})\mathrm{t}$)$1\tau_{?}\prime l(1l)$ . One of

the lnain subject, in statistical $1\mathrm{n}\mathrm{e}^{\backslash },\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{a}11\mathrm{i}(\mathrm{S}$ is to $\backslash _{\iota^{1}}\mathrm{f}t\iota 1(1\mathrm{y}\mathrm{t},11(\}_{\mathrm{L}}\backslash ;_{\mathrm{I}^{)\mathrm{t}(}}\cdot\cdot \mathrm{t}\mathrm{r}1111$ of $T_{7’ 1}(n)(\mathrm{t}^{\backslash },\mathrm{L}\mathrm{q}\mathrm{I})(^{\backslash },\mathrm{c}\cdot \mathrm{i}\dot{C}(11\mathrm{y}$ in

tlle linlit $Narrow\infty$ ). Let us quote all eigenvallle $\mathrm{f}\mathrm{t}\mathrm{l}\cdot 1111\iota \mathrm{l}\mathrm{a}$ for $T_{1}(|\iota)[\mathrm{B}1]\backslash$

$T_{1}(( \iota)=\frac{CJ(\mathrm{t}\iota-1)}{Q(1\iota+1)}\phi(\mathrm{t}\iota+2)+\frac{Cf(_{l}(,+3)}{Cf(\{\iota+1)}\phi(\mathrm{t}\iota).$ (1.3a)

$Q( \iota\iota)=\prod_{j=1}^{n}[u-\iota\prime_{j}]$ . $\phi(l1,)=\prod[l/-\iota \mathrm{t},j=1N,.]$ . $(1.3\dagger))$

Here, $0\leq?1‘\leq N/2$ is the llllmber of the –states ill tlle eigenvect, $\mathrm{t}1_{\}$ wllicll is $1$) $1^{\cdot}(\backslash ,\mathrm{S}\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{V}\mathrm{e}\mathrm{C}\mathrm{l}$

tlllclel$\cdot$ tlle actioll of $T_{1}(n)$ . $l\mathit{1}_{j},\in \mathrm{C}\mathrm{a}1^{\backslash }\mathrm{t}^{\mathrm{Y}}$, ally sollltioll of $\mathrm{t}_{1}11(^{\backslash }$ Bet,lle $\mathrm{a}11\mathrm{s}\mathrm{a}\mathrm{t}’\swarrow_{J}$ equatioli (BAE)

$- \frac{\phi(\{1k+1)}{\phi(l_{k}^{1.-}1)}.=\frac{(J(l_{k}^{1+}2)}{(J(l_{k}-2)},\cdot$ (1.4)

On the result (1.3-4), olle makes a few observatiolls.

(i) The eigellvallle llas the ‘
($1_{\Gamma \mathrm{e}}\mathrm{s}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{c}1$ vacuuln forlll $(\mathrm{D}\mathrm{V}\mathrm{F})$ . wllicll lnealls t,lle followillg. Tlle

“vaculllll vector’ $+.+\ldots$ . $.+\mathrm{i}\mathrm{s}$ the obvious $\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{g}(^{\mathrm{Y}},11\mathrm{V}\mathrm{C}^{1},(\uparrow,01^{\cdot}$ witll tlle vaculllll eigenvalue

$\prod_{j=1}^{N}R\mathrm{t}’-1\{’ j(+.+, +.+)+\prod_{1j=}^{N}R_{1},-\mathrm{t}\mathit{1}_{j}$
’ $(-.+. -.+)=\phi(\mathrm{t}\iota+2)+\phi(l\iota|,)$ . $(1_{\mathrm{t}}.r))$

$\mathrm{E}\mathrm{q}.(1.3)$ tells $\uparrow\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{t}$ general eigenvalues can still }) $(^{\backslash }, \mathrm{c}^{\mathrm{Y}}\mathrm{x}_{\mathrm{I}})1^{\cdot}\mathrm{e}\mathrm{S}\mathrm{s}\mathrm{t}^{\backslash },\mathrm{C}1$ wit,ll tlle lllotlif.yillg ‘
$\mathrm{e}1_{1}\cdot \mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}$

”

factors $Q/Q$ wllich is $\mathrm{c}:\mathrm{c}^{1}1\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{y}1$ when $?l,$ $=0$ . Ill $\mathrm{I}$) $\mathrm{a}\mathrm{l}\cdot \mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{t}$ lllal$\cdot$ . tlle uulllber of tlle t,ernls in

$T_{1}(n)$ is tlle dilllellsioll of the $\mathrm{a}\iota \mathrm{x}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{l}\cdot \mathrm{y}$ space (linl$W_{1}=2$ .

(ii) Tlle BAE (1.4) ensures that t,lle eigenvalues are free of $1$ )($\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{s}$ for $\mathrm{f}\mathrm{i}_{11}\mathrm{i}\uparrow_{1}\langle^{\backslash }n$. Tlle $\mathrm{a}_{1^{)}1^{)}}\mathrm{a}1^{\cdot}\mathrm{e}^{\mathrm{Y}},1\iota \mathrm{t}$

pole at $\iota/,$ $=\mathit{1}\mathit{1}k-1$ in (1.3a) is $\mathrm{s}_{1^{)1}}1\Gamma \mathrm{i}o1\mathrm{s}$ as $\mathrm{t}11\mathrm{C}^{\backslash }$, residlles frolll tlle two $\mathrm{t}_{1\mathrm{e}}\mathrm{r}\mathrm{U}\mathrm{l}\mathrm{s}\mathrm{e}\cdot \mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{l}(\mathrm{c}\mathrm{l}(1$ne

to (1.4). Tlle eigenvalues must actually be $\mathrm{I}^{)\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{e}}$ fiee $1$ ) $(^{\backslash }\prime \mathrm{t}\cdot \mathrm{a}11_{\mathrm{i}}^{\backslash ;\mathrm{C}}$ t,he local $\mathrm{B}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{t}r/\lrcorner 111\mathrm{a}1\ln$ weight.

llence t,lle $\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{a}\uparrow_{1},\cdot \mathrm{i}\mathrm{x}$ elemellts of $T_{1}(1l)$ are so.

(iii) $\mathrm{P}\mathrm{l}\cdot \mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{l}\cdot \mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{S}$ illherited froln the $\mathrm{a}_{\mathrm{c}}\mathrm{s}\mathrm{y}\mathrm{m}1^{\mathrm{J}\mathrm{t}_{0}\mathrm{t}\mathrm{i}},$ ( bellavior ill $|u|arrow\infty$ alltl the $\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{r}_{\iota}\mathrm{s}\mathrm{t}/\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{c}\cdot \mathrm{o}\mathrm{h}\mathrm{d}$

inversioll relations of the $R$-matrix (vertex Bolt, $/_{\mathrm{J}}’111\mathrm{a}\mathrm{n}11$ weigllts). For exalnple, olle llas

( $q-(l-1)Nq^{-}j1_{1} \mathrm{i}_{\mathrm{l}\mathrm{n},arrow\infty}q^{-}N+\sum wjN\iota q\iota Tl1(\mathrm{t}l_{\text{ノ}})=(\mathit{1}+q^{2n-}N-2nN$ . (1.6)

wllich is certaillly an expected result from the definitioll of $T_{1}(n)$ .
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The analytic Betlle ansatz is tlle hypotllesis that $\mathrm{t}11(^{1}, \mathrm{I})0_{\mathrm{c}^{\mathrm{i}^{\backslash }}}‘,\mathrm{t}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{S}(\mathrm{i})-(\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i})$ essentially

deterlnine a $\mathrm{f}\iota 111(\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}$ of $n$ llniquely and tllat t,he so obtained is tlle actllal trallsfer matrix
$\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{V}\Lambda 1\mathrm{l}\mathrm{c}$. As the $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{l}$ ) $1\iota \mathrm{t}$ data. it, only uses tlle BAE alld tlle $\mathrm{s}1)^{\}}‘,\mathrm{e}\cdot \mathrm{i}\mathrm{a}1$ colllpollellts of the

$R$-lnatrix (or t,lle vacuum eigenvalue (1.5)) $\mathrm{w}1_{1}\mathrm{i}(1_{1}\mathrm{s}110\iota 11(1\})\mathrm{c}_{J}^{\mathrm{Y}}11\mathrm{O}1^{\cdot}111c‘\iota 1\mathrm{i}’/_{J}(^{\backslash },\mathrm{c}1$ to be an entire

filnction of {. It,s validity call only be assllrecl ill gelleral by a $1^{)1\mathrm{O}}1^{)\mathrm{C}\mathrm{r}}$ diagonalizatiou. lllost

notably. $\}_{)}\mathrm{y}$ t,lle $\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{g}\mathrm{t}^{\mathrm{Y}},\dagger$) $\Gamma \mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{c}$. Bethe $\mathrm{a}11\mathrm{s}\mathrm{a}\mathrm{t}_{\mathrm{Z}}$ wllicll $\mathrm{y}\mathrm{i}_{\mathrm{C}^{111\mathrm{s}}}$( t,he $(^{\backslash \mathrm{i}\mathrm{g}}(^{\backslash }11\mathrm{V}\mathrm{C}\mathrm{c}\mathrm{t}_{0}1^{\cdot}\mathrm{S}$ as well.

Ill (1.6). one llotices $\mathrm{a}1_{1\mathrm{e}\mathrm{a}}\mathrm{d}\mathrm{y}$ that the RHS is all $6l(2)\mathrm{e}\cdot 11\mathrm{a}1^{\cdot}\mathrm{a}\mathrm{C}:\mathrm{t}_{\mathrm{C}1}\backslash \cdot$ of the 2-dilnellsional
$\mathrm{r}\mathrm{C}^{\backslash },\mathrm{I})\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{C}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}11$ space $W_{1}$ . Tlms $T_{1}(n)$ is a $n-(1(\tau 1)\mathrm{t}^{\backslash },1\iota$ ( $1\mathrm{t}^{\backslash }11\mathrm{t}$, version of it. This view $\mathrm{I}$) $(\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}$

becomes even $11\mathrm{l}\mathrm{O}\mathrm{l}\cdot(\mathrm{Y}/1\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{t}\iota \mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{l}$ if one considers the eigeuval$n$ ( $\}\mathrm{s}$ for gelleral $T_{r},,$ $(\prime n)$ and observes

the following fullctional relations that gellerali\ulcorner /Je $\mathrm{t}11\mathrm{C}\mathrm{l}\mathrm{S}11\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{e}\cdot 1\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{i}(\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{f}|\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{S}$.

$T_{7’ 1}(u+1)T_{n\mathfrak{l}}(u-1)=T_{m+1}(n)T_{7\gamma}\}-1(n)+.(/7’ 1(n)\mathrm{I}(1$ .

$j \subset_{7n}(u)=.\prod\phi(u+2\lambda\cdot-?\gamma l)\phi(l\iota nk=0l-1,++42\iota\cdot-??\mathrm{t})$ .
(1.7)

wllere $?’ l\geq$ $()$ . Regalding (1.7) as all equatioll $\mathrm{f}\mathrm{o}1^{\cdot}$ t,lle eigenvallles olle can easily solve it

uncler t,he illitial c.ondition (1.3a) alld $T_{0}(\mathcal{U})=1\uparrow|\mathrm{t})$ filld

$T_{m}(( \iota)=(\square \phi(l\iota+?\gamma \mathrm{t}+1m-1k=1-2k))j0\sum_{=}^{m}\frac{cl(u-\prime\prime\prime_{\text{ノ}})(J((\iota+\prime\prime\prime\prime+2)\phi(\mathit{1}\iota+\uparrow\prime 1\text{ノ}+1-2j)}{Q(\iota\iota+?||,-2j)Q(_{l}\iota+\gamma|\},+2-2j)}$. (1.8)

To observe a $\mathrm{r}\mathrm{e}_{1^{)\mathrm{r}}}\mathrm{e}\mathrm{S}\epsilon\backslash \prime 11\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}11\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{l}\cdot \mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{i}(\mathrm{a}\mathrm{l}$ colltellt. we IIOW set

1 $= \frac{Q(u-1)}{Q(u+1)}\phi(u+2)$ . 2 $= \frac{CJ(1\iota+3)}{CJ(_{l/+}\text{ノ}1)}\phi(u)$ . (1.9)

where we assuule on the LHS that the spectral $1$ ) $\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{e}\backslash 1^{\cdot}t$ is $\mathrm{i}_{111}\mathrm{I}$) $1\mathrm{i}\mathrm{C}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{l}\mathrm{y}$ attached to the

sillgle $1$) $\mathrm{o}\mathrm{x}$ as well. In this llotation (1.3a) $1^{\cdot}\mathrm{e}\mathrm{a}$( $\mathrm{l}\mathrm{t}\mathrm{q}$ as $\Lambda_{1}(ll_{\text{ノ}})=1+2$ . $\mathrm{M}\mathrm{t}$ ) $1^{\cdot}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{V}\mathrm{C}\mathrm{l}\cdot$. the result

(1.8) for general $m$ can be expressed as follows.

$T_{771}( \iota\iota)=\sum_{=j0}^{\gamma l-}m\sim 7j\underline{j}$$\ovalbox{\tt\small REJECT} 22$ . (1.10)

$\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{l}\cdot \mathrm{e}$ we $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r}_{1^{)1}}\cdot \mathrm{C}\mathrm{t}$ tlle t,ableau as tlle product of the $?$ }}, fullctions (1.9) with the $\mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}:\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{l}$

$\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{m}(^{\mathrm{Y}\{\mathrm{e}},\mathrm{r}\prime u$ shiftecl to $\downarrow-\mathit{7}?\mathrm{t}+1,$ $u-??l+3,$ $\ldots.?/,$ $+?’|,$ $-1$ from the left, to tlle right.

Notice that the tableaux $\mathrm{a}\mathrm{p}\mathrm{l}$) $\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}$ in (1.10) are exactly tlle sellli-standard ones that $\mathrm{l}\mathrm{a}\dagger$) $\mathrm{e}\mathrm{l}$

tlle weight vectors ill the $(??l, +1)$ -dimensional $\mathrm{i}1^{\cdot}1^{\cdot}\mathrm{e}^{\tau},\mathrm{C}11\iota \mathrm{C}^{\cdot}\mathrm{i}\dagger$)$1(^{\backslash }$

, represelltation $W,,$, of $U_{q}(.\mathrm{S}^{\wedge}l(2))$
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(1) $1\mathrm{a}\mathrm{i}_{11}1\mathrm{y}$ . the spill $\frac{n1}{2}1^{\cdot}\mathrm{e}_{\mathrm{I}^{)1\mathrm{e}\mathrm{S}}}\cdot \mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}_{\mathrm{o}\mathrm{n}}$ of $sl(2))$ . In this $\mathrm{s}(^{\mathrm{Y}}11\mathrm{S}\mathrm{t}^{i}\tau_{7},,$ $((/,)$ is all $\dot{c}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{e}$ (Yang-
$\mathrm{B}_{\dot{\subset}\mathrm{t}}\mathrm{X}\mathrm{t}\mathrm{e}1^{\cdot}\mathrm{i}\mathrm{z}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}_{011\mathrm{s}})$ of tlle $\mathrm{c}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{l}\cdot \mathrm{a}\mathrm{C}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{l}$ . of the $\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{l}\mathrm{X}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{i}^{t}c\iota 1^{\cdot}\mathrm{y}\mathrm{s}\mathrm{I}^{)\dot{r}\iota(}$ ( $\prime W_{tr\iota}$ . wllicll lllay $[$ ) $(^{\backslash },$ llatllral $\mathrm{f}_{\mathrm{l}\mathrm{O}1}\mathrm{u}$

(1.2). The $\mathrm{f}_{\mathrm{l}\mathrm{t}1}1(\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}11\mathrm{a}11^{\cdot}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{l}(1.7)\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{l}\cdot \mathrm{e}\dagger)\mathrm{y}1)1_{C\iota}‘ \mathrm{y}\mathrm{S}$ tlle $1^{\cdot}\langle$
$)1(^{1}$ of a ( $\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{l}\cdot$ acter $\mathrm{i}\mathrm{c}1(^{\backslash },\mathrm{n}\mathrm{f},\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{y}$ . $\mathrm{U}\mathrm{n}\mathrm{C}\mathrm{l}\mathrm{c}\mathrm{l}\cdot$

tlle BAE (1.4). is $T_{n1}(u)$ pole-free for gelleral ” $\iota\geq 1!$ Tllis is a $(1^{\cdot}1\mathrm{l}\mathrm{c}\cdot \mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{t}\cdot 11\mathrm{t}^{1},\mathrm{c}\mathrm{k}\mathrm{f}\mathrm{o}1^{\cdot}(1.10)\})\mathrm{e}$

a correct DVF. To allswer it, solve (1.7) $\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{e}_{\mathrm{I}^{)}\mathrm{g}}\mathrm{i}_{1}\mathrm{l}\tau_{1}(n,)$ . Tlle $1^{\cdot}\mathrm{t}_{\backslash }^{1\backslash },‘,1\iota 1\mathrm{t}$ reads

$T_{m}(u)=dc/t(_{0}^{1}\tau_{1}(_{l\iota}-..\cdot’\}\mathrm{o}|, +1)$ $\dot{\tau}_{1}^{1}q(_{1}\iota-..?\gamma(_{l\iota-}.\gamma’\iota 01l+2)+3)$

.
$0.$

. $T_{1}(_{\mathrm{t}}l+\prime\prime|, -31)$ $\dot{T}_{1}(]_{1(l}uu+??l+?\gamma-2(()\mathrm{I}-1))$ .

(1.11)

wllich $\mathrm{t}^{1},\mathrm{x}_{\mathrm{I})}1^{\cdot}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{S}\tau_{m}$ in t,erlns of the $\mathrm{f}n\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{C}\mathrm{n}\uparrow,\mathrm{a}\mathrm{l}T_{1}$ . $()\}_{)\mathrm{V}\mathrm{i})}\langle\iota 1\mathrm{s}\mathrm{l}\mathrm{y}$. t,llis $\mathrm{r}\mathrm{t}^{1}\mathrm{t}111\mathrm{t}$.es to a Jacobi
Trudi forlnula [M] for $\mathrm{S}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{U}\mathrm{l}$ functions if the $\iota\iota- \mathrm{C}\mathrm{l}\mathrm{e}_{1}$) $(^{\backslash },\mathrm{n}\mathrm{C}\mathrm{l}\mathrm{t}^{\backslash }y11$( $\mathrm{e}^{1}$ is $\dot{\mathrm{f}}\iota 1$ ) $\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{t},$ ( $01^{\cdot}$ ill $\mathrm{t},1_{1}$(

$.$ lilllit $‘/,$ $arrow\infty$ ).

In this sense (1.11) lnay be called a quantunl Jacobi $\mathrm{T}_{111}\mathrm{t}\mathrm{l}\mathrm{i}$ formllla. It nlallifestly tells $\mathrm{t}_{1}1_{1}\mathrm{a}\mathrm{f}\mathrm{C}$

$T_{m}(n)$ is pole-fiee, which is by no mealls so $\mathrm{o}\mathrm{l}$ )$\mathrm{v}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{S}$ froul tlle $\mathrm{e}\mathrm{x}_{1^{)1\mathrm{c}^{\mathrm{Y}}}}\cdot,\mathrm{S}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{l}1$ (l.lt) $)$ . $()\mathrm{n}\mathrm{e}$

call also check the $\mathrm{c}:\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{l}\cdot \mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{l}$. lilllit $(q-q^{-1})^{mN}q^{-\prime\prime\prime}N+7 \prime l\sum_{j}u’ j$ lilll $q^{u}arrow \mathrm{X}q^{-7}T_{1}\prime\prime N1’(\cdot\iota\iota)=$

$\sum_{j=0}^{7n}rl^{(N}-27?)(\tau’\lambda-2j)$ .

To $\mathrm{s}\iota \mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{l}\cdot \mathrm{i}\mathrm{z}\mathrm{e}$ so far. tlle functiollal $1^{\cdot}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}_{0}11(1.7)$. tlle $\mathrm{t}\mathrm{a}\dagger$ ) $1\mathrm{c}^{s}\mathrm{a}\mathrm{t}11\mathrm{e}_{1^{)}}1^{\cdot}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{e}11\{_{\dot{c}},\iota \mathrm{t}\mathrm{i}_{\mathrm{o}\mathrm{n}}(1.10)$

and tlle quallt,ulu.Jacobi Trudi formtlla (1.11) are $\uparrow,\mathrm{y}\mathrm{I}^{)}\mathrm{i}(\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{f}(\mathrm{t}\dot{(}\iota \mathrm{t}_{1\iota 1},\mathrm{t}\backslash ,\mathrm{S}$ ill trallsfer lllatl$\cdot$ie$\cdot$es ancl

allalytic Bethe ansatz in solvable lattice lnoclels.
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2. Bethe ansatz equation

Having seell the $sl(2)$ example. a llatural questioll is a $\mathrm{g}(^{\mathrm{Y}},11(^{\backslash }1^{\cdot}i\iota 1\mathrm{i}\mathrm{z}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}o\mathrm{n}$ to other algebras. For

sinlplicity. we sllall consider vertex lllodels associated with the Yangian $\mathrm{Y}(x_{\Gamma})\mathrm{f}\mathrm{o}1^{\cdot}x_{7}$. $=$

$A_{r},$ $B_{7}.,$ $C_{7}.,$ $D_{\tau}$ , $E_{6.7.8},$ $F_{4}$ and $G_{2}$ . Let $W^{(?)},$ $1\leq\prime i\leq N$ }) $(^{\mathrm{Y}}$, a fillite dilnellsional irreducible
$Y(x_{\tau}.)$ moclule iultl $P^{(}a(\mathrm{t}^{\llcorner})i\rangle,$

$1\leq\zeta\iota\leq 7^{\cdot}$ be the $\mathrm{c}\cdot.\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{t}:\mathrm{t}_{\mathrm{C}}1^{\cdot}\mathrm{i}’/\mathrm{J}\mathrm{i}_{1}\mathrm{D}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}\mathrm{c}\mathrm{l}\mathrm{l}\cdot(1\mathrm{I})\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{y}_{11}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{S}[\mathrm{D}]$ . The

BAE $1^{\cdot}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{V}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{f}_{1}\mathrm{o}$ the t,ransfer lllatrices actillg 011 the $(1^{11\mathrm{a}1}1\mathrm{t}_{1}1111\mathrm{s}_{\mathrm{I}})\lambda(\mathrm{e}\otimes_{j}^{N(i)}=1W$ has been

conjectured as follows.

$- \prod_{i=1}^{N}\frac{P_{a}(1)(i)(ka)+\frac{(\alpha_{a}|\alpha_{a})}{2})}{P_{a}^{(i)}(\mathrm{t}’.-(k\frac{(\alpha_{\mathrm{c}},|\alpha_{a})}{2}a))}=\prod_{\prime_{J=}1}^{r}\frac{Q_{b}(?\prime_{k}+((\mathcal{Y}(.\prime X)\prime x|\alpha_{b}))}{Q_{b}(v_{k}^{(.a}-)(\alpha_{I}|\alpha b))}$

,
$1\leq a\leq r$ . $1\leq k\leq N_{a}$ . (2.1)

$\mathrm{H}_{\mathrm{C}\mathrm{l}\mathrm{C}(\mathrm{v}_{a}’}\mathrm{S}$ are $\mathrm{t},\mathrm{h}\mathrm{C}\mathrm{l},$

$\mathrm{s}\mathrm{i}_{1}111$)$1\mathrm{e}$ roots ( $1\mathrm{l}\mathrm{O}\Gamma 1\mathfrak{U}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{Z}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}|$ long $1^{\cdot}(\langle)\mathrm{f}|^{2}=2$ ). $Q_{a}(n)= \prod_{j=1}^{N_{a}}[n-tJ_{j}](a)$

$\mathrm{a}11(1$ we ullderstancl $\mathrm{f}_{}1_{1\mathrm{a}}\mathrm{f},$ $qarrow 1$ in (1.1). (Oll tlle $\mathrm{o}\mathrm{t},11\mathrm{C}1^{\cdot}$ llalld. for gelleric $q$ . we $\mathrm{S}111^{)}1$) $\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{e}$ that

(2.1) is valid if $P_{a}^{(j)}(()$ is replacecl by a natural ($l$-allalogue.) The RHS of the conjecture

(2.1) is due to [RW] alld the LHS is due to [KOS] and [ST]. It has }) $\mathrm{e}(^{\mathrm{Y}},\mathrm{n}\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{l}\cdot \mathrm{n}\mathrm{l}\iota 1\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{e}(11)\mathrm{t}\mathrm{l}\mathrm{l}\cdot \mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{y}$

frolll the $\mathrm{r}\mathrm{e}\iota$) $\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{S}\mathrm{c}^{\backslash }11\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}_{0}11$ theoretical data. the root, systelll alld the $\mathrm{D}\mathrm{r}\mathrm{i}11\mathrm{f}^{\mathrm{Y}}‘ J1^{\cdot}\mathrm{e}1$ polyllolnial.

As $\mathrm{f}\mathrm{o}1^{\cdot}$ the fullctiollal relations. an analoglle of (1.7). calletl $T$-systclu, has been $1^{)1\mathrm{O}}\mathrm{P}\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{c}1$

for arbit,raly $X,$. in [KNS].

Ill the rest of tlle $1$) $\mathrm{a}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{r}$ we sllall also collsi($\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{l}\cdot$ tlle case $X_{\Gamma}=A_{7}$ . exclusively. See [KOS]

for $B_{7}$ . case alld [KS2] $\mathrm{f}\mathrm{o}1^{\cdot}$ the twisted qualltum affille $‘ \mathrm{a}1\mathrm{g}\mathrm{t}^{\mathrm{Y}},\dagger$) $1^{\cdot}\mathrm{a}$ case. For silnplicity, we shall

furtller $\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}_{1}\cdot \mathrm{a}\uparrow_{!\{}\backslash$ on the case $\mathrm{w}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{l}\cdot \mathrm{e}$ tlle ($11\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{t}1\mathrm{l}\mathrm{m}\mathrm{s}_{1^{)\mathrm{a}}}((^{\backslash }$, is fornlally trivial ( $N=0$ or
$\forall P_{a}^{\langle?)}=1)$ alld set t,he LHS of tlle BAE (2.1) to-l. Tllis ( $(\mathrm{r}1^{\cdot}\mathrm{e}\mathrm{s}_{\mathrm{I}})\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{l}\mathrm{s}$ to $(,()1\mathrm{l}\mathrm{S}\mathrm{i}\mathrm{C}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}$ the
$\mathrm{d}_{\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{S}}\mathrm{I})\mathrm{a}\Gamma \mathrm{t}$ ollly. wllich does llot lose the $\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{f}(^{\tau},\mathrm{a}\mathrm{t}n1^{\cdot}\mathrm{C}_{\backslash }\mathrm{q}$ . To recover $\mathrm{t}1_{1}\mathrm{c}^{\backslash }$. vacumn part for a

given LHS is easy. Ill the next section, we shall int, $\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{t}\mathrm{c}\cdot \mathrm{e}$ a wide class of the DVFs $T_{\lambda\subset/},(u)$

associated wit, $\mathrm{h}$ ally skew $\mathrm{Y}\mathrm{o}\mathrm{t}11$ diagrams $\lambda\subset l^{l}\cdot \mathrm{A}(\mathrm{c}\mathrm{e})1^{\cdot}(1\mathrm{i}_{1}$ to tlle allalytic: Bethe ansatz. it

is llatural to $\mathrm{c}\mathrm{x}_{\mathrm{I})\mathrm{e}\mathrm{C}}:\mathrm{t}$ that, the $\tau_{\lambda\subset}(/4u)$ is the $\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{v}i\iota 1\iota \mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{f}_{011}111\iota 1\mathrm{a}$for a (ertain $\mathrm{t}_{1}\cdot \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{f}(1,1$ lllatrix

whose auxiliary $\mathrm{s}_{\mathrm{I}^{)\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}}}$ is labelled by $\lambda\subset\mu$ allcl $n$ . Denoting it $l$ )$\mathrm{y}W_{\lambda}\subset/\mathit{4}(n)$ . one shotlld be

able to characterize it $\mathrm{C}\mathrm{O}1111^{1\mathrm{C}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{y}}$) as an $\mathrm{i}\mathrm{r}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{d}\iota 1\mathrm{t}\cdot \mathrm{i}1$ ) $1\mathrm{e}^{1}$

, finite dilnensional lllodule over $\mathrm{Y}(A_{r})$ .
As is well knowll. tllis can $\dagger$ ) $\mathrm{e}$ done by $\mathrm{s}\mathrm{l}$) $\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{y}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}\mathrm{t}1_{1\mathrm{e}\lambda_{\iota}\mathrm{q}}‘ \mathrm{s}\mathrm{o}(\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{d}\mathrm{D}_{\Gamma}\mathrm{i}11\mathrm{f}\mathrm{e}1^{\cdot}\langle 1$ polyllonlial. In

sectioll 4. we shall $\mathrm{C}\mathrm{x}_{1^{1_{\dot{C}}\dot{\mathrm{u}}\mathrm{n}}}$) ollr
$\mathrm{e}_{1}\mathrm{m}$

pirical $\iota$) $\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{C}\Gamma \mathrm{i}\mathrm{l}$ ) $\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}$ to extract t,lle $\mathrm{D}_{1}\cdot \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}\mathrm{e}1(1\mathrm{I})\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{y}\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{l}$

froln a given DVF. This is yet hypothetic.al $\mathrm{b}n\mathrm{t}_{t}\mathrm{w}\mathrm{t}$) $1^{\cdot}\mathrm{k}_{\mathrm{S}}\mathrm{f}(1^{\cdot}$ all the known $(^{1},\mathrm{x}\mathrm{a}\mathrm{m}_{\mathrm{I}})1\mathrm{e}\mathrm{s}$ . We will

act,ually $\mathrm{a}_{1^{)}}\mathrm{P}^{1}\mathrm{y}$ it to our $T_{\lambda\subset\mu}(u)$ and give the $\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{j}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{l}\cdot \mathrm{a}\mathrm{l}$ Drinfel’d $1$) $\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{y}\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathfrak{U}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{l}$ .
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3. Construction of the DVF $T_{\lambda\subset x}/(|\iota)$

Put,

$J=\{1.2\ldots.. ,,. +1\}$ . (3.1)

For ($1_{\text{ノ}}\in J.$ ( $1\mathrm{e}^{\mathrm{Y}}\prime \mathrm{f}\mathrm{i}_{1}1\mathrm{C}\uparrow,11\mathrm{c}$ function

$a_{1\mathrm{A}}=, \frac{cl_{a-}1(\mathit{1}l+a+1)(l_{a}(_{l\iota+2)}a-}{CJ_{\mathrm{A}-}1((\iota+tl-1)Q(’(_{1/,+(\iota})}$ . (3.2)

where we $1_{1}\mathrm{a}\mathrm{v}\mathrm{e}$ set $Q\mathrm{o}(u)=Q\gamma\cdot+1(\mathrm{t}\iota)=1$ . We $\mathrm{s}1_{1}\mathrm{a}\mathrm{l}1$ $\mathrm{o}\mathrm{f}\mathrm{t},\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{l}$

$1‘ \mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{l}1^{)}1$) $1(^{\backslash },\mathrm{S}\mathrm{S}$

$\mathrm{t}1_{1}\mathrm{e}$

$\mathrm{a}1^{\cdot}\mathrm{g}_{111\mathrm{U}\mathrm{c}\prime 11\mathrm{f}}\backslash ,$ $‘/,$ .

Let $\{\iota=(/l_{1}.l^{/_{2}}, \ldots), l^{l_{1}}\geq l^{\iota_{2}}\geq\cdots\geq 0\})$ (
$,$ a $\mathrm{Y}\mathrm{t}$) $111(\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{A}\mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{l}$ allcl $/\iota’=(f^{\iota_{1}’}\cdot l\iota’\ldots.)2$

be its $\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{s}_{1^{)}}\mathrm{o}\mathrm{S}\mathrm{e}^{1},$. By a skew-Young $\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}_{1}\cdot \mathrm{a}\mathrm{n}1$ we llleall a $1$ )
$\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{l}$. of Yollllg $\mathrm{c}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}1^{\cdot}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{n}\mathrm{b}^{\backslash }\lambda\subset l^{\iota}$ .

It is depicted $1$ )$\mathrm{y}$ tlle region $\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{r}1^{\cdot}\mathrm{e}\mathrm{s}_{\mathrm{P}^{\mathrm{o}\mathrm{n}}\mathrm{g}}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}_{l}\mathrm{o}$ tlle $\mathrm{S}\mathrm{l}\mathrm{l}\iota$ ) $\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{a}(\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{l}l^{\iota-\lambda}\cdot \mathrm{F}\mathrm{t})\iota$
. defillitelless, we

assunle that $\lambda’,,1=\lambda_{\mu_{1}’}=0$ . A Youllg $\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{U}/\iota$ is llaturally $\mathrm{i}\mathrm{e}1(^{\iota}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{i}(\backslash ,C1$ wit,h a skew $(111$

diagralll $\phi\subset l^{/},$ . By a senli standard tableau $b\langle$ $)11$ a skew-Youllg cliagralil $\lambda\subset$ } $l$ we llleaul

an assignlnent of an element $b(i,j)\in J$ t,o the $(\prime i.j)$ -tll $\dagger$ ) $\langle$ $)\mathrm{X}$ ill $\lambda\subset l^{\iota\iota 111(1\mathrm{Y}}‘,1^{\cdot}$ t,lle followillg

rule: (We $\mathrm{l}\mathrm{t}$) $\mathrm{C}\mathrm{a}\{’‘\backslash \text{ノ}(1.1)$ at, the $\mathrm{t}\mathrm{o}_{\mathrm{I}^{)}}$ left, $\mathrm{t}\cdot \mathrm{O}\mathrm{l}\cdot \mathrm{U}\mathrm{e}\mathrm{l}\cdot\langle)\mathrm{f}/\iota$ . $(i+1.j)$ alld $(j_{J}.j+1)$ t,o t,lle $\dagger$ ) $\mathrm{t}^{\backslash }1\mathrm{t}$ ) $\mathrm{w}$ and

tlle right of (i..i). $1\langle^{\backslash },\mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{e}(:\mathrm{t},\mathrm{i}\mathrm{V}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{y}.)$

$b(i,j)\leq f)(i.j+1)$ . $b(’/,.j)<b(/+1.j)$ . (3.3)

Denote by $SST$ ( $\lambda\subset l^{\iota)}$ t,he set of semi standard tableaux $\langle$ ) $\mathrm{n}\lambda\subset l^{L}$ .

Givell a skew-Young diagralll $\lambda\subset l^{L}$ , we define a $\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{e}\cdot \mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{l}T_{\lambda\subset/},(ll,)‘ \mathrm{L}\mathrm{S}$ t,lle following

sllm $\mathrm{o}\mathrm{v}\mathrm{c}^{1}\mathrm{r}$ tlle selui $\mathrm{S}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{u}\mathrm{C}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathfrak{c}1$ tableaux.

$T_{\lambda\subset\mu}( \{\iota)=\sum_{\mu b\in SS\tau \mathrm{t}\lambda\subset)j)\in}\prod_{(j.(\lambda\subset/^{x)}}b(i.j)\mathrm{t}’+\mu_{\mathfrak{l}}’-\mu 1^{-2j}+2j$

(3.4)

This actually gives $0$ unless $l^{l_{j}’}-\lambda_{i}’\leq 7^{\cdot}+1\mathrm{f}\mathrm{t}$ ) $1^{\cdot}$ all $i\sin((^{\backslash }, SST(\lambda\subset/\iota)=\phi$ otllerwise.

Ill tlle linlit $\mathrm{t}arrow\infty$ . $\tau_{\lambda\subset\mu}(u)$ is just tlle skew $\mathrm{S}\mathrm{c}\cdot 111\mathrm{l}\mathrm{r}$ functioll $S_{/\mathit{1}/\lambda(.l:}\prime \mathrm{I}=q^{-2N_{1}},$ $X_{2}=$

$q^{2N}\downarrow^{-2N\cdot\ldots 2}\sim\ldots qN)\prime r_{\gamma}=l\cdot-1^{-}2N_{\Gamma\prime},$$.r_{\gamma\cdot+1}=(l^{2N}\gamma)[\mathrm{M}]$ . $T_{m}(l/\text{ノ})$ ill (1.10) $\mathrm{c}\mathrm{t})1^{\cdot}1^{\cdot}(\backslash ,\mathrm{f}\cdot\}1)\langle$

$)1\iota(\mathrm{l}\mathrm{S}$ t,o the case
$A_{1}$ and $\lambda=\phi,$ $l^{l_{\text{ノ}}=}(??7,)$ . For later convelliellce we introdnce tlle llot,atioll

$(’,k.(\mathrm{t}\iota)=T1\iota)(.(‘\iota)$ .
$(3_{0}^{r}.)$

$h_{k}(\iota/\text{ノ})=\tau_{(\cdot)}|k(\mathrm{t}\iota)$ .

By the ( $1\mathrm{c}^{1}\mathrm{f}\mathrm{i}_{1}1\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}(\mathrm{n},$ $\mathrm{c}_{k}^{J},.(u)$ and $fi_{\mathrm{A}}.(n)$ are $11011’-/_{\lrcorner}\mathrm{e}1^{\cdot}0$ ollly $\mathrm{f}\mathrm{t}\mathrm{l}\cdot 0\leq \mathrm{A}\cdot,$ $\leq r+1\dot{c}\iota \mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{l}\mathrm{A}\cdot\geq$ $()$ ,

$\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{1^{)\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{f}}},\mathrm{i}\mathrm{V}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{y}$ .

Now we $1$) $\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{C}(,1$ (1, $\mathrm{c}1$ to the pole-freeness of tlle DVFs int,roduced $\mathrm{a}1$ ) $\mathrm{o}\mathrm{V}\mathrm{l}1$ .
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Proposition. For an1$y\mathrm{A}\cdot\in \mathrm{Z}$ . $c_{k}(?\iota)$ is $polC^{-}\mathrm{f}\mathrm{i}\cdot\epsilon^{1}C$ nnrler tlle $BAE(\mathit{2}.\mathit{1})$ ($LHS$ set to-l).

This call $\dagger$ ) $(^{\backslash }$, proved as ill [KS1]. Nalnely. for $\mathrm{e}^{1},\mathrm{a}(\rfloor 11\leq a\leq?$ . olle just has t,o keep

{, $1^{\cdot}‘\lambda$ck of $\mathrm{t},\mathrm{h}(^{\mathrm{Y}}, \mathrm{c}\mathrm{t})101^{\cdot}c\iota \mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{e}\backslash ,\mathrm{s}$

’
$(\cdots)/Q_{a}(u+\cdots)$ . llence the $i\iota_{1^{)}\mathrm{I}^{)}\prime}\mathrm{C}^{\backslash }\mathrm{a}1^{\cdot}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{C}\mathrm{C}\backslash$. of tlle $\dagger$ ) $\mathrm{O}\mathrm{X}\mathrm{e}\mathrm{s}$ $a$ and

$c\iota+1$ .

Theorem (Quantum Jacobi Trudi formula).

$T_{\lambda\subset\mu}(l\iota)--det_{1\leq}i,j\leq\mu 1(C’-i+j(_{\mathit{1}}/J’\iota i^{-\lambda}j+/l_{1}’-l^{r_{1}}-/l_{i}’-\lambda’+j+ij-1))$. (3.6a)

$=dct_{1\leq i.j}\leq\mu 1\mu j-\lambda j+j-j’(h(_{\mathrm{t}}\chi+’\iota_{1}’-l^{\iota_{1}}+/\iota_{j}+\lambda_{j}-\prime i-j+1))$. (3.6b)

$\mathrm{E}$( $1\cdot(3.6\mathrm{a})$ can $\}$ ) $\mathrm{e}$ verified. for exanlple. by in($1\mathrm{t}1(^{\iota}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}11\mathrm{t}11l^{\iota_{1}}\cdot$ i.e.. by sllowillg the same

recursive $1^{\cdot}\mathrm{C}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{t}$) $11$ for tlle tableau sunl (3.4) as all $(^{\backslash },\mathrm{X}1^{)}\mathrm{a}11\mathrm{s}\mathrm{i}()\mathrm{n}$ of $\mathrm{f}_{}\mathrm{h}(_{\text{ノ}}1$ det,erlllinant. Tllell

$(3.6\dagger))$ can be $\mathrm{c}\mathrm{l}\mathrm{C}^{\mathrm{Y}}1^{\cdot}\mathrm{i}\mathrm{V}\mathrm{e}\mathrm{Y},\mathrm{e}1$ by a silnilar argunlellt to [M]. $()|)\mathrm{v}\mathrm{i}${ $)1\mathrm{l}\mathrm{s}\mathrm{l}\mathrm{y}$. $(3.6)$ is a qualltum $(\mathrm{Y}(A_{r})$

or $U_{q}(A_{7}^{(.1)})$ allalogue of tlie classical Jacobi $\mathrm{T}1^{\cdot}\iota(1\mathrm{i}\mathrm{f}_{011}11\mathrm{t}\mathrm{l}\mathrm{a}[\mathrm{M}]$ . For $\mathrm{t}1_{1\mathrm{t}}\backslash$ llsual Young diagralll

( $c‘ 11\mathrm{s}$(
$,$

$\lambda=\phi\subset l^{\iota}$ . it $\mathrm{f}\mathrm{i}_{1}\cdot \mathrm{s}\mathrm{t}$ appeared in [BR]. A $1^{\cdot}\in_{\iota}^{\backslash }1$) $1^{\cdot}(^{\backslash },\mathrm{S}\mathrm{C}\mathrm{n}\mathrm{f},\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}_{\mathrm{t}})11\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{t}$) $1^{\cdot}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{i}(\dot{\mathrm{e}}(1\mathrm{a}(\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{U}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{t}$ ill t,ernis of
$1^{\cdot}\mathrm{e}\backslash \prime \mathrm{S}\mathrm{o}\mathrm{l}\iota \mathrm{l}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{t}‘\backslash$, is $\mathrm{a}\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{f}$ ) $\mathrm{l}\mathrm{e}$ ill [C]. From $\mathrm{p}_{\mathrm{r}\mathrm{o}_{1}}$ ) $\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{i}\uparrow,\mathrm{i}\mathrm{o}\mathfrak{U}$ alld $\mathrm{T}11\mathrm{t}^{\backslash }J\mathrm{t}$) $1^{\cdot}\mathrm{t}^{\backslash },111$ . one llas

Corollary. $T_{\lambda\subset/},(\prime n)$ is pol$\mathrm{e}$-free provided $tl_{1}\epsilon^{\tau}BAE(\mathit{2}.\mathit{1})$ ($LHS$ set to-l) llolcls.

Colllbilling tllis with $\lim_{uarrow\infty\lambda\subset\mu}\tau(u)=\# SST(\lambda\subset;\iota)$ (liln$q^{1\ell_{arrow}}\propto^{T}\lambda\subset\mu(n)=S_{\mu/\lambda}$ in
$U_{q}(A_{r}^{(1)})$ case). we see that $T_{\lambda\subset\mu}(u)$ is in fact a {(llstanf, in( $1\mathrm{t}_{/}^{\backslash }\mathrm{I}^{)(^{\backslash }},11(1\mathrm{e}11\mathrm{t}$ of $n,$ . This is a rather

$\mathrm{s}_{1})\mathrm{e}\mathrm{C}\mathrm{i}\mathrm{a}1$ feature owillg to the fact tllat vacuuln $1$) $\mathrm{a}\mathrm{l}\cdot \mathrm{t}$, is takell trivially. In gelleral. $T_{\lambda\subset x}/(u)$

is a $\mathrm{I}$) $\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{y}\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{l}$ ill $u$ (Laurent $1$) $\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{y}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{l}$ in $q^{u}$ in $U_{\mathit{1}},(A^{(.)},1)$ case). By using Sylvester’s

tlleoreln, olle call further rewrite (3.6) into a $\mathfrak{c}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{t},\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{t}$ illvolving $\tau_{1}1\mathrm{t}$

)( $\mathrm{k}$ Yollng eliagram
as well. The result can be viewed as a quantum alialogue of the Gialnl)elli fornllila. See

tlleorelll 3.1 in [KOS] for the $B_{r}$ case.
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4. Drinfel’d polynomials

Tlle allalytio: Bethe ansatz indicates that $T_{\lambda\subset}\mu(1\iota)(3.4)(1\mathrm{e}\mathrm{s}(1\mathrm{i}\mathrm{t})(^{\backslash }\text{ノ}\backslash ‘ 3\mathrm{t}_{1}\mathrm{h}_{\mathrm{C}}\backslash \prime \mathrm{s}_{1^{)\mathrm{t}^{\backslash }\mathrm{t}}},:\uparrow_{1\iota 1},111$ of the

transfer $1\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{t}_{1}\cdot \mathrm{i}_{\mathrm{X}}$ wllose auxiliary space is labeled $|_{)}\mathrm{y}\mathrm{t},1_{1(}J\backslash \mathrm{s}\mathrm{k}\mathrm{t}\mathrm{l}\mathrm{W}^{-}\mathrm{Y}\mathrm{o}1111\mathrm{b}^{)}\mathrm{c}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}_{1}\cdot \mathrm{a}111\lambda\subset/\iota$ alld
$n$ . Denote tlle $\mathrm{s}_{1^{)_{\subset}}}\cdot\iota \mathrm{c}\mathrm{e}$ by $W_{\lambda\subset/}\mathit{4}(u)$ . We $\mathrm{s}\mathrm{t}11^{)}1$ ) $\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{t}\backslash$. $\mathrm{i}\uparrow|$ is all $\mathrm{i}\mathrm{r}1^{\backslash }‘,\mathrm{C}\mathrm{l}11(.\mathrm{i}|_{)}1(^{\backslash }$, fillit,e dilllellsiollal
nlodule over $Y(B_{7}.)$ (or $U_{q}(B_{r}^{(1})$ ) in $\mathrm{f}_{w}1_{1}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{l}\cdot \mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{t}$) $1\mathrm{l}\mathrm{O}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{l}(\mathrm{Y}\mathrm{t}\mathrm{l}\cdot \mathrm{i}\mathrm{c}(i\iota_{\backslash }\mathrm{q}\mathrm{t}^{\backslash },)$ in view $\mathrm{t},1\mathrm{l}\mathrm{a}$ {, all $\mathrm{t}1_{1e\mathrm{t}\mathrm{t},1}\backslash \cdot \mathfrak{U}1\mathrm{S}$ ill

(3.4) seeln $\mathrm{c}\mathrm{o}11\mathrm{I}^{)}1\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}$ to nlake the $\mathrm{a}_{\mathrm{I}^{)}\mathrm{P}^{\mathrm{a}1\mathrm{e}}}\cdot \mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{I}$) $01‘\backslash \prime \mathrm{S}\iota‘\backslash ,\mathrm{I}$ ) $\mathrm{U}\mathrm{l}\cdot \mathrm{i}\langle$ $)\iota \mathrm{l}\mathrm{s}1111(1\mathrm{c}1^{\cdot}$ BAE. Now $\mathrm{W}\mathrm{t}^{\mathrm{Y}}$ sllall $\mathrm{s}_{1^{)(^{\mathrm{Y}}\mathrm{C}\mathrm{i}\mathrm{f}}}\text{ノ}\mathrm{y}$

the $\mathrm{D}\mathrm{r}\mathrm{i}_{11}\mathrm{f}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{d}$ polyllomial $P_{o}(()[\mathrm{D}]$ that, ( $\}1\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{e}\cdot\uparrow,$ ( $\backslash ,1^{\cdot}\mathrm{i}_{\text{ノ_{}\mathrm{J}}}r(^{1},\mathrm{s}W_{\lambda\subset \mathrm{J}}(/)\iota(,|)\lambda.\aleph \mathrm{e}\backslash \mathrm{C}1\langle)11$ sollle $\mathrm{e}\mathrm{m}_{\mathrm{I}}$) $\mathrm{i}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{a}1$

$\mathrm{I})\Gamma \mathrm{t}\mathrm{c}\mathrm{e}(1111^{\cdot}\mathrm{C}$ . $()\iota 1\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{V}\mathrm{e}\mathrm{n}\uparrow,\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}$ slightly $\mathrm{c}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{e}\mathrm{l}\cdot \mathrm{S}$ fiolu t,lle $01^{\cdot}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{l}$ olle ill $\mathrm{T}11\mathrm{C}^{\backslash },\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{e}1112$ of [D] in
sllch a way tllat,

$1+. \sum_{k=0}^{\infty}$ dikt. $-k-1= \frac{P_{i}(_{\mathrm{t}^{-}+1})}{P_{j}(_{\mathrm{t}^{\vee}-}1)}$ . (4.1)

For any $b\in SST(\lambda\subset;\iota)$ . the $\mathrm{c}\mathrm{o}1^{\cdot}1^{\cdot}\mathrm{e}\mathrm{s}1^{)}011\mathrm{C}\mathrm{l}\mathrm{i}_{\mathrm{U}}\mathrm{g}$ sllnllllalld (3.4) has the $\mathrm{f}\mathrm{t}$) $1^{\cdot}111$

$\prod_{a=1}^{r}\frac{Cf_{a}(u+T)1a\ldots(lC\mathit{1}(\iota\iota+\mathcal{T}i)\prime\prime(\prime}{Q_{a}(u+1_{1}^{a}/)\cdots CJo(_{\mathit{1}}\prime\prime+|)^{o}j),(|}..\cdot$ (4.2)

$\mathrm{w}1\iota \mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{C}.\prime r_{\text{ノ}}j’?/_{j}^{a}a$ allcl $i_{o}$ are specified from $b$ . This sllllllllalld ( $\mathrm{a}\mathrm{l}\cdot 1^{\cdot}\mathrm{i}\mathrm{C}\mathrm{s}$ the $A_{?^{-\mathrm{W}}}.\mathrm{C}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{h}\mathrm{f}_{1}$

$\iota$ {$)t(b)= \sum(\frac{1}{2}\sum_{j=1}(\mathrm{t}a=1r’.)/_{j}-’\gamma_{j})a\mathrm{c}x.\cdot\prime J\Lambda o$ (4.3)

ill the sense tllat $1 \mathrm{i}\ln_{q^{\iota\ell}arrow\infty}(4.2)=q^{-2(wt}(b)|\sum_{c1=\downarrow \mathit{0}}^{i}NC\vee\langle l$ ) . ( $\Lambda_{\mathrm{J}},$ : a-tll filndamelltal weight.)

Froln $SST(\lambda\subset l^{l},)$ , take sucll $b_{0}$ that $wt(b_{0})$ is highest with respect t,o t,lle root system. In

our case, such $b_{0}$ is ulliqlle and given by

$b_{0}(i, j)=i-\lambda_{j}’$ . $1\leq j\leq/\iota_{1}$ . $\lambda_{j}’+1\leq\prime i\leq/\iota_{j}’$ . (4.4)

It turlls $011\uparrow_{}$ that the $\mathrm{c}\mathrm{o}1^{\cdot}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{S}\iota$) $\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{i}_{1\mathrm{l}}\mathrm{g}^{4}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{h}\mathrm{C}\mathrm{S}\mathrm{t}\mathrm{t}\mathrm{t}\mathrm{Y},1^{\cdot}111f)_{()}$ ill (4.2) can }) $(^{1},$ $(^{\backslash }\mathrm{x}_{1)}1^{\cdot}\mathrm{C}\backslash .\mathrm{s}\mathrm{S}\mathrm{t}^{1},\mathrm{t}1$ ulliqllely ill
$\mathrm{t}11\mathrm{C}\mathrm{f}\mathrm{t})1^{\cdot}111$

$\prod_{a=1}^{7}.\prod_{j=1}\frac{CJ_{a}(u+Z_{j}^{\gamma\lambda}-1)}{CJ_{a}(?\mathit{1}+z^{a}+1)j}Ma$ $(4.0)\ulcorner$

for sollle $M_{a}$ allcl $\{z_{j}^{a}|1\leq j\leq M_{a}\}\mathrm{u}_{1^{)}}$ to $\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{c}^{s}1$ ) $\mathrm{c}1^{\cdot}\mathrm{n}111\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}_{0}11\mathrm{S}$ of $z_{j}^{a}\mathrm{s}\mathrm{f}\mathrm{o}1^{\cdot}\mathrm{t}^{1},\mathrm{a}\mathrm{c}\cdot 11a$ . We thell
propose tllat tlle $\mathrm{D}_{1}\cdot \mathrm{i}_{11\mathrm{f}\mathrm{e}1’ \mathrm{d}}$ polynolnial $P_{a}^{W_{\lambda\subset l}(}\ell$ )($()u\llcorner$ for $W_{\lambda\subset/4}(\{\mathit{4},)$ is $\mathrm{g}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{t}^{1}11$ by

$p_{\mathit{0}}^{W_{\lambda\subset\mu}}((u)()= \prod_{1j=}^{\zeta}(\zeta-uMl-Z^{a}j)$ $1\leq a\leq r$ . (4.6)
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In our case. it reacls explicitly as follows.

$P_{a}^{W_{\lambda\subset l}}r(u)(() \llcorner=\mu_{j}’-\lambda^{J}=a1\leq j\prod_{\mu\leq 1}((-u-\mathit{1}\iota_{1^{+++r\iota}}’l\iota_{1}1+2\lambda’j2j-j)$

. (4.7)

For $\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{a}111\mathrm{I}^{)}1\mathrm{e}$ . ill tlle case of the $1^{\cdot}\mathrm{C}\mathrm{C}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{g}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{r}$ Yollllg $\mathrm{c}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}\mathrm{l}\cdot \mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{l}\lambda=\phi.l^{/}.’=(\prime m^{b}. )$ . $(4.7)$ reads

$P_{a}^{W_{(n\iota^{b})}}(1\iota)(\mathrm{t}^{\llcorner})=((\mathrm{t}^{\vee}-u+??\mathrm{t}-1)(\zeta-|\iota+\prime\prime)’, -3)\cdots((’$
.

$-\mathit{1}\iota-?l’, +1))^{\delta_{\iota}}‘ b$ (4.8)

Tllus tlle lnodules $W_{(1^{b})}(\alpha)$ are the $\mathrm{f}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{a}\ln e\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{l}_{1}\cdot \mathrm{e}1$) $\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{e}11\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}11\mathrm{s}$ in tlle sense of [CP].
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