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1. 準備
1.1. ホロサイクル間の距離. $(\mathrm{H}, ds^{2})$ を Poincar\’e平面とする。

$\mathrm{H}=\{x+iy:y>0\}$ , $ds^{2}= \frac{x^{2}+y^{2}}{y^{2}}$ .

$\mathrm{H}$ の 2点 $p,$ $q$ 間の距離を $d(p, q)$ で表わす。以下で扱う Fuchs 群はすべて torsion-free であ
ると仮定する。Poincar\’e平面に作用する Fuchs 群 $\Gamma$ で parabolic 元を含むものを考える。あ

る parabolic 元の固定点 $p$ で $\partial \mathrm{H}$ に接する $\overline{\mathrm{H}}$ 内のユークリッド円を $p$ を基にもつホロサイ
クルと呼ぶ。 $\Gamma_{P}=\{\gamma\in\Gamma : \gamma(p)=p\}$ は–つの parabolic 元で生成される無限巡回群となる。
Fp は $P$ を基にもつホロサイクルを不変にする。

12. Definition. $C$ を $P$ を基にもつホロサイクル、 $\gamma$ を $\Gamma_{P}$ の生成元とする。 $C$ 上の任意の
点 $P$ に対して $d(p, \gamma(p))$ は $P$ に依らない。 $\alpha=d(p,\gamma(p))$ のとき $C$ を ( $\Gamma$ に関して) 長さ $\alpha$

をもつホロサイクルと呼ぶことにする。

次に $p_{1},p_{2}(.p_{1}\neq p_{2})\text{を}$

.
$\Gamma$ の parabolic 元の固定点とし、 $l(p_{1},p_{2})$ を $p_{1}$ と $p_{1}$ を結

ぶ双曲測地線とする。 $p_{1},$ $p_{2}$ それぞれに基を持つホロサイクル $C_{1},$ $C_{2}$ が与えられたとき
.

$d(C_{1}, C_{2})$ を $l(p1,p_{2})$ と $C_{1},$ $C_{2}$ との交点問の双曲距離とする。 もし $C_{1}$ と $C_{2}$ が disjoint な
$\text{らば}\delta(c_{1}, C_{2})=d(o_{1}, c_{2})\text{、}$ そうでなければ $\delta(C_{1}, C_{2})=-d(C1, C_{2})$ とおいて $C_{1},$ $C_{2}$ 間の符
号付き距離 $\delta(C_{1}, C_{2})$ を定義する。 さらに $L(C_{1}, C_{2})=e^{\mathit{5}(}c_{1},c_{2})/2$ とおく。 $L(C_{1}, c_{2})=0$ は

$C_{1}$ と $C_{2}$ とが接することを意味する。

13. Teichm\"uller 空間. $F_{g,s}$ を向き付けられた種数 $g$ の閉曲面に $s$ 点集合 $P=\{x_{1}, \ldots, x_{s}\}$

を–つ指定したものとする。以下 $2g-2+s>0$ を仮定する。 $\Gamma$ を signature $(g, s)$ の Fuchs
群、すなわち第 1種 Fuchs 群で、 $R_{\Gamma}=\mathrm{H}/\Gamma$ が $F_{g,s}\backslash$ $P$ と同相となるものとする。Par $(\Gamma)$

を $\Gamma$ の parabolic 固定点全体の集合とすると $\overline{R}_{\Gamma}=(\mathrm{H}\cup Par(\Gamma))/\Gamma$ は $R_{\Gamma}$ のコンパクト化
を与える。
向きを保つ同相写像 $f$ : $F_{g,s}arrow\overline{R}\mathrm{r}$ を $\Gamma$ (または $R\mathrm{r}$ ) の marking といい、 $(\Gamma, f)$ を marked

Fuchs 群と呼ぶ。二つの marked Fuchs 群 $(\Gamma_{1}, f_{1})$ , (F2, $f_{2}$ ) の間の同値関係を次のように定義
する:等角写像 $h:R_{\Gamma_{1}}arrow R\mathrm{r}_{2}$ でると $h\mathrm{o}f1$ とが P固定でホモトピックになるようなのが存
在する。Marked Fuchs 群全体にこの同値関係を導入して得られる商空間 $\mathrm{T}_{g,s}$ を signature
$(g, s)$ の Teichm\"uller 空間と呼ぶ。
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2. $\mathrm{T}\mathrm{e}\mathrm{i}_{\mathrm{C}}\mathrm{h}\mathrm{m}\ddot{\mathrm{u}}$ ller 空間の大域座標系 . .

21. 理想三角形分割 $F_{g,s}$ 上 $P$ に端点をもち、端点以外では互いに交わらない単純閉曲線
の族 $\triangle=(c_{1}, \ldots, c_{d})$ がそれらの補集合の各成分が単連結かつその普遍被覆面への持ち上げが
三角形となるように与えられているとき、 $\Delta$ を $F_{g,s}$ の三角形分割という。このとき Euler 標
数を用いて $d=6g-6+3s$ であることがわかる。仮定より補集合の成分には図 1のような

.
ものが存在することがある。

:

以下 $[c_{j}]$ を $c_{j}$ の端点を固定したホモトピー類を表わすことにする。 Teichm\"uller 空間
$\mathrm{T}_{g,s}$ の点 $R_{*}=[\Gamma, f]$ が与えられたとき、 $\{f(c):c\in[c_{j}]\}$ の中にただ一つ双曲測地線 $c_{j}(R_{*})$

が含まれる。 $\Delta(R_{*})=(c_{1}(R_{*}), \ldots, \text{。}d(R_{*}))$ は自然に $\overline{R}_{\Gamma}$ の三角形分割に拡張される。 $\Delta(R_{*})$

を $R_{\Gamma}$ の理想三角形分割 (ideal triangulation) という。

Figure 1

正数 $\alpha$ を–つ固定する。 $R_{*}=[\Gamma, f]$ を $\mathrm{T}_{g,s}$ の点とする。 Par $(\Gamma)$ の各点にそれを基に
もつ長さ $\alpha$ のホロサイクルを与える。以下この節でホロサイクルというときは、 この中の
つであるとする。各。5(R*) の $\mathrm{H}$ 上への一つの持ち上げの端点を基とするホロサイクル

$C_{1},$ $C_{2}$ に対して量 $L(C_{1}, C_{2})$ が定まるが、 これは。j(R*) の持ち上げの取り方に依らない。
$L_{j}(\alpha, R_{*})=L(c_{1}, C_{2})$ とおく。 これは厳密な言い回しではないが、 $R_{*}$ 上 $c_{j}$ に沿うホロサイ
クル間の距離から定まる量である。

22. Proposition. ([1]) 写像

$\varphi_{\alpha,\Delta}:\mathrm{T}_{g,s}arrow \mathrm{R}_{+}^{d},$ $\varphi_{\alpha,\Delta}(R_{*})=(L_{1}(\alpha, R*),$
$\ldots,$

$Ld(\alpha,R*))$

は単射であり、 したがって $\varphi_{\alpha},\Delta(\mathrm{T})g,s$ は $\mathrm{T}_{g,s}$ の大域座標系を与える。

像 $\varphi_{\alpha,\Delta}(\mathrm{T}_{g,s})$ を具体的に表示することができる。 $F_{g,s}$ 上の点 $x_{i}\in P$ を頂点に持つ三角形 $(\Delta$

の補集合の成分) を $T_{i1}$ , ..., $T_{iq}1^{i}$) とする。ただし図 1の三角形で右側の頂点が $x_{i}$ となるもの
あれば 2回書くことにする。$T_{ik}$ の $x_{i}$ に端点をもつ 2辺を

$c_{1}\mathrm{t}^{ik}$ ) , $c_{2\mathrm{t}^{ik})\text{、}残り_{の}辺を}c_{3(ik)}$ とす
る。 (図 1の三角形については $\text{。_{}1(ik)}=\text{。_{}1},$ $c2(ik)=\text{。}2,$ $c_{3\langle ik}$ ) $=c_{1}$ となる。) このとき $\varphi_{\alpha,\Delta}(\mathrm{T}_{g,s})$
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は ( $L_{1},$
$\ldots$ , Ld)-空間内で次の $s$ 個の方程式系の軌跡によって表わされる。

(2.3) $k.1 \sum_{=}^{q(1)}.\frac{L_{\mathrm{s}}(1k)}{L_{1(1k)2}L\mathrm{t}1k)}..=\alpha i=1,$

$\ldots,$
$s$ .

$d-s=6g-6+2s=\dim_{\mathrm{R}g}\mathrm{T},s$ であることに注意する。 $\varphi_{\alpha,\Delta}(\mathrm{T}_{g,s})$ 上にある点 $(L_{1}, \ldots, L_{d})$

に対して次に示すの補題から、 もし $c_{i}$ が同–の puncture を結ぶ場合は $\alpha L_{i}>4_{\text{、}}$ ci が異な

る punctures を結ぶ場合は $\alpha L_{i}>2$ であることがわかる。Fuchs 群 $\Gamma$ が signature $(g, s, t)$

をもっとは、 $\Gamma$ の極限集合の最小凸包 (Nielsen Kernel) $I\iota’(\Gamma)$ に対して、 If $(\Gamma)/\Gamma$ が $s$ 個の

punctures と $t$ 個の totally geodesic boundary curve をもつ字数 $g$ の曲面になるときにいう。

2.5. Lemma. $\alpha>0$ を固定し、以下ホロサイクルはすべて各主張で述べられる Fuchs 群に

関して長さ $\alpha$ をもつものとする。 (1) $\Gamma$ を signature $(0,1,2)$ をもつ Fuchs 群とし、 $c$ を $R\mathrm{r}$

上 puncture からそれ自身を結ぶ単純閉測地線とする。。の $\mathrm{H}$ への持ち上げの端点を基とす
るホロサイクル $C_{1},$ $C_{2}$ を取り $L_{\alpha}=L(C_{1}, c_{2})_{\text{、}}2$つの境界曲線に対応する原始的 hyperbolic
元の trace を $t_{1},$ $t_{2}>0$ とおくとき $\alpha L_{\alpha}=t_{1}+t_{2}$ .

(2) $\Gamma$ を signature $(0,2,1)$ をもつ Fuchs 群とし、 $c$ を $R\mathrm{r}$ 上 2つの puncture を結ぶ
単純閉測地線とする。。の $\mathrm{H}$ への持ち上げの端点を基とするホロサイクル $C_{1},$ $C_{2}$ を取り
$L_{\alpha}--L(C_{1}, C_{2})_{\text{、}}$ 境界曲線に対応する原始的 hyperbolic 元の trace を $t>0$ とおくとき
$\alpha L_{\alpha}=\sqrt{t+2}$ .

Proof. (1) については [2, Lemma 44] を見よ。 (2) If $(\Gamma)/\Gamma$ を各 puncture から境界曲線
へおろした測地的垂線で切ることにより、 2つの合同な hyperbolic quadrilateral に分解する。
適当な元で $\Gamma$ の共役をとることにより、hyperbolic quadrilateral は $\infty,0,$ $u+iv,$ $\alpha/2+iw$ に

頂点をもつとしてよい。ただし $0<u<\alpha/2,$ $v,$ $w>0$ はこれから定める数である。 $u+iv$ と

$\alpha/2+iw$ とを通る測地線は。。と $\alpha/2$ を結ぶ測地線に直交するから、それを表わす円 $I\mathrm{f}_{1}$ の

方程式は $(x-\alpha/2)^{2}+y^{2}=w^{2}$ と書ける。他方 $0$ と $u+iv$ を通る測地線を表わす円 $K_{2}$ の方
程式を $(x-b)^{2}+y=b^{2}(0<2b<\alpha/2)$ とおく。 $0$ を基にもつホロサイク)が $ic(\text{。}>0)$ を

通るならば、 このホロサイクルの。。と $0$ を結ぶ測地線と $K_{2}$ の間にある部分の長さが $\alpha/2$

となることより、 $b=c/\alpha$ を得る。 さらにこのとき $L_{\alpha}^{2}=1/c$ .
$a=\alpha/2$ とおく。 $K_{1}\text{と}.I\mathrm{f}_{2}$ が直交することより、 $w^{2}=(a-2)^{2}-b^{2}=a-2.2ab$ . $u+iv$

は $I\mathrm{f}_{1},$ $K_{2}$ 上にあるから

$(u-b)^{2}+v^{2}=b^{2}$ , $(u-a)^{2}+v^{2}=a^{2}-2ab$ .

これから

$u= \frac{ab}{a-b’}$
$v= \frac{b\sqrt{a(a-2b)}}{a-b}$
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$P=u+iv$ と $Q=a+iw$ 間の距離は $K(\Gamma)/\Gamma$ の境界曲線の長さの半分だから

$t=2 \cosh d(P, Q)=\frac{|P-Q|^{2}}{Im(P)Im(Q)}+2=\frac{2a}{b}-2$ .

すなわち $t+2=\alpha^{2}/\text{。}=\alpha^{2}L_{\alpha}^{2}$ .

3. ホロサイクル間の距離
3.1. $F_{g,s}$ の三角形分割 $\Delta=(\text{。_{}1}, \ldots, \text{。_{}d})$ が与えられたとして、Teichm\"uuer 空間 $\mathrm{T}_{g,s}$ を
$\varphi_{\alpha,\Delta}(\mathrm{T}_{g,s})$ と同–視して考える。 $S_{\alpha,\Delta}(R_{*})=L_{1}(\alpha, R_{*})+\cdots+L_{d}(\alpha, R_{*})$ を $\mathrm{T}_{g,s}$ 上の関数と
見たときの最小値および最小値を与える点を求める問題を考える。 $\mathrm{T}_{g,s}$ の具体的表示 (2.3)
があるのでこの問題は条件付き極値問題 (Lagrange の未定乗数法) に帰着できる。以下計算
の具体例をみていこう。

3.2. Once punctured torus Once punctured tori の Teichm\"uller 空間 $\mathrm{T}_{1,1}$ の三角形分
割は、 その同相写像による像を区別しない場合、 -通りしかないことがわかる。 $F_{1,1}$ に指定
された点 $x_{1}\in P$ を基点とする基本群を $\mathrm{Z}\oplus \mathrm{Z}$ と同–視すると、 $(1, 0)$ , $(0,1),$ $(1,1)$ を代表
する単純閉曲線 $\Delta=(\text{。_{}1,2,\mathrm{s}}\text{。。})$ が三角形分割を与える。簡単のため $x=L_{1},$ $y=L_{2},$ $z=L_{3}$

とおくと、 Teichm\"uller 空間 $\mathrm{T}_{1,1}$ は $x^{2}+y^{2}+z^{2}=(\alpha/2)xyz$ で表現される。 $S_{\alpha,\Delta}$ は点
$(6/\alpha, 6/\alpha, 6/\alpha)$ で最小値をもつ。 この点は位数 3の自己等角写像をもつ面である。

3.2. Sphere with four Punctures Teichm\"uller 空間 $\mathrm{T}_{0,4}$ の三角形分割は、その同相写像
による像を区別しない場合、以下の図で示す 6通りがあることがわかる。 (球面から三角形
分割に関係ない–点を除いたものを平面と同–視してある。) 曲線に付した alphabet 文字
が対応する座標も表わすことにする。 したがって面上の自己等角写像 (この場合、位数 2の
involution) で互いに移りあうことによって同じ座標値を与えることがわかるものに対しては
異なる曲線でも同じ文字が付されている。

1.
$\mathrm{T}_{0,4}=\{\frac{a}{bc}+\frac{b}{ca}+\frac{\mathrm{c}}{ab}=\alpha\}$ .
最小値を与える点 $(a, b, c)=$ .

2.
$\mathrm{T}_{0,4}=\{$

$\frac{\mathrm{c}}{ab}+\frac{d}{ab}=\alpha$ ,
$\frac{a}{\mathrm{L}_{\wedge}}+-\wedge+\frac{a}{\mathrm{L}\mathrm{J}}\underline{b}+\frac{b}{-\lrcorner}=\alpha$ .

最小値を与える点 $(a, b, c,d)=( \frac{2\sqrt{2}}{\alpha}, \frac{\mathrm{z}\sqrt{2}}{\alpha}, \frac{4}{\alpha}, \frac{4}{\alpha})$ .
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3.

$\mathrm{T}_{0,4}=\{\frac{}{e\frac{a_{d}b}{\mathrm{c}\mathrm{e}}}+.=\frac{b}{a_{\mathrm{C}}c}+=\alpha+\frac{\frac{b}{\frac{a_{d}d}{aba}}}{b\mathrm{c}}a^{2^{+++\frac{2}{\mathrm{e}}=}}+\frac{\mathrm{e}}{\frac,bd\alpha acd},=\alpha\frac{c}{d\mathrm{e}},\alpha,$ $\}$

最小値を与える点 $(a, b, C, d, e)=( \frac{2\sqrt{2}}{\alpha}, \frac{2\sqrt{2}}{\alpha}, \frac{4}{\alpha}, \frac{4}{\alpha}, \frac{8}{\alpha})$.

4.

To,4 $= \{c=\alpha a,d2=\frac{\perp d\mathrm{e}c}{\mathrm{e}j}+\frac{\perp_{\mathrm{e}}c_{d}}{\mathrm{e}j}++--\frac{2}{c}\alpha,+\frac{\mathrm{e}}{cj}\alpha b2.+\frac{\mathrm{e}}{df}+\frac{2}{d}=\alpha,$ $\}$

最小値を与える点 $(a, b, c, d, e, f)=( \frac{2\sqrt{2}}{\alpha}, \frac{2\sqrt{2}}{\alpha}, \frac{8}{\alpha}, \frac{8}{\alpha}, \frac{4}{\alpha}, \frac{4}{\alpha})$.

5.
$\mathrm{T}_{0,4}=\{$

$\perp d\mathrm{e}+\frac{\mathrm{e}}{df}+\frac{d}{ef}+\frac{2}{d}+\frac{2}{\mathrm{e}}+\frac{2}{j}=\alpha$,
$d=\alpha a^{2},$ $e=\alpha b2,$ $f=\alpha \mathrm{c}^{2}$ .

最小値を与える点 $(a, b, c, d, e, f)=$
6.

To,4 $=\{$

$\frac{\mathrm{e}}{cf}+_{\mathrm{c}e}\perp+\frac{d}{ef}+\frac{2}{\mathrm{c}}=\alpha$

$\frac{c}{\mathrm{e}j}+\frac{\mathrm{e}}{jd}++\frac{2}{d}=\alpha\perp ed$

$c=\alpha a^{2},$ $d=\alpha b^{2}$ .
最小値を与える点 $(a, b, c, d, e, f)=( \frac{2\sqrt{2}}{\alpha}, \frac{2\sqrt{2}}{\alpha}, \frac{8}{\alpha}, \frac{8}{\alpha}, \frac{4}{\alpha}, \frac{4}{\alpha})$.

1と 5において $S_{\alpha,\Delta}$ が最小値をとる Riemann 面は同–であり、 2,3,4,6において $S_{\alpha,\Delta}$ が最

小値をとる Riemann 面は同–である。

231

5 64

$\mathrm{E}^{1}\overline{1}\mathrm{g}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{e}2$
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3.4. Teichm\"uller 空間の点 $R_{*}=(L_{1}, \ldots, L_{d})$ でもし $L\dot{.}=1$ ならば、 $c_{i}$ の端点に付随す
るホロサイクルは $c_{i}(R_{*})$ 上で接していることを意味する。いま signature $(g, s)$ の Fuchs 群

$\Gamma$ に対し、 Par $(\mathrm{r})$ の各点に長さ $\alpha$ のホロサイクルを与える。 ここで $\alpha$ はホロサイクルの
内部の円板が互いに disjoint になるように選ぶがホロサイクルそれ自身は他のホロサイクル
と接していてもよい。 もし二つのホロサイクル $C_{1}$ と $C_{2}$ とが接するならば、それぞれの基
点を結ぶ双曲測地直線は接点を通過する。 このように互いに接するすべてのホロサイクルの
組にそれらの基点を結ぶ双曲測地線を描くと $\Gamma$ の作用で不変な $\mathrm{H}$ の分割ができる。それを
商空間 $R_{\Gamma}$ に射影させると $R_{\Gamma}$ 上に–つの理想胞体分割 (ideal cell decomposition) が定義さ
れる。 $F_{g,s}$ の三角形分割 (より –般に胞体分割) $\Delta$ が与えられたとき、 もし適当な Fuchs 群
と $\alpha>0$ に対して上のように作られた理想胞体分割で $\triangle$ と同相なものが存在するとき $\Delta$ は

(双曲幾阿的に) 実現化可能であるということにしよう。いったい、 どのような三角形分割が
実現化可能だろうか。 (2.3) はそのため必要条件を与えており、すなわちそれは (2.3) のすべ
ての式の左辺が同–数の項をもつことである。 したがって once punctured surface の場合は
$L_{1}=L_{2}=\cdots=L_{d}=1$ とおいて $\alpha$ (すなわち項の個数) を定めれば問題はなさそうである。
puncture が複数個ある場合は、 $\text{どのよう^{な}三角形分割^{が実}現化可能だ_{ろうか}}.$ ? また実現化可
能な三角形分割はどれだけの個数あるかということを問題として残しておく。Euler標数を用
いて実現化可能な三角形分割の各頂点に対し、それを端点に持つ辺がちょうど $12s^{-1}(g-1)+6$

個あることがわかるので、 $s$ は $12(g-1)$ の約数でなければならない。 したがって与えられ
た $g$ に対しては $s$ を不定にしても実現化可能な三角形分割の可能性は有限個しかない。
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