
小林計量の凸性について

小林正史 (Masashi Kobayashi) $*$

$D\subset \mathrm{C}^{m}$ を taut な領域, つまり, 単位円板\Delta $:=\{z\in \mathrm{C}||z|<1\}$ から $D$ への正則写像全

体 $\mathcal{O}(\triangle, D)$ が正規族となるような領域とする. $TD\cong D\cross \mathrm{C}^{m}$ と自然に思う. このどき,
$D$ 上の Kobayashi-Royden計量 [5]

$F_{D}(z;v):= \inf\{t>0|f\in \mathcal{O}(\triangle, D), tf^{J}(\mathrm{O})=v, f(\mathrm{o})=z\}$

は次の性質を満たす.

(i) $F_{D}$ は連続,

(ii) $F_{D}(z;v)=0\Leftrightarrow v=0$ ,

(iii) 任意の $\lambda\in \mathrm{C}$ について,

$F_{D}(z;\lambda v)=|\lambda|F_{D}(\mathcal{Z};v)$ .

後に例をあげるが $F_{D}(z;\cdot)$ は凸 (i.e. $F_{D}(z;\cdot)$ がノルム) とは限らないことに注意する.

$F_{D}$ を用いて $D$ 上の Kobayashi距離 $d_{D}$ を次のように定義する.

$d_{D}(z, w):= \inf_{c}\int 2F_{D}(c(t), C(\prime t))dt$ .

ここで, $c$ は 2と $w$ を結ぶ $D$ 内の曲線を動くとする.

S. Kobayashi は [3] で $F_{D}$ が凸とは限らないことを克服するために $F_{D}$ の再双対であ

る Kobayashi-Busemann 計量 $\hat{F}_{D}$ を導入した. $\hat{F}_{D}$ は上の 3つの性質を満たす. さらに,
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$\hat{F}_{D}(z;\cdot)$ は凸であり

$d_{D}(z, w)= \inf_{c}\int 2\hat{F}_{D}(C(t), c(t))Jdt$

が成り立つ.

元来 $d_{D}$ は次のように定義されていた.[2] $P$ を $\triangle$ 上の Poincar\’e距離とする. $D\mathrm{x}D$ 上

の Lempert 関数 $d_{D}^{*}$ を

$d_{D}^{*}(z, w)$ $:= \inf\{p(a, b)|f\in \mathcal{O}(\triangle, D), z=f(a), w=f(b)\}$

と定義する. これは–般には $D$ 上の距離ではない. そこで

$d_{D}(z, w):= \lim_{larrow\infty}d_{D}^{(\iota)}(\mathcal{Z}, w)$

とする. ここで

$d_{D}^{(l)}(z, w):= \inf\{\sum_{j=1}d_{D}^{*}(_{Z_{l}}l, z_{l+}1)|Z=z_{1}, Z_{2,\ldots l,\iota 1}, Zz+=w\in D\}$

とした.

$d_{D}$ は $F_{D}$ または $\hat{F}_{D}$ の積分形でかけるわけだが, ここでは次のような問題を考える.

問題 1 $d_{D}$ の方向微分は存在するのか ? また存在するとしたら $F_{D}\text{または}\hat{F}_{D}$ のどちら

になるのか ? つまり

$\lim_{z,warrow z\mathrm{o}}$

$\frac{d_{D}(_{Z,w})}{||z-w||}=F_{D}(z_{\mathit{0}};v)$ または $\hat{F}_{D}(z_{\mathit{0};)}v$

$z\neq w$

$\frac{z-w}{||z-w||}arrow v$

が成り立つのか ?

問題 2 $F_{D}$ が凸になる必要十分条件は何か ?

まず $F_{D}(zo;\cdot)$ が凸でない例をあげておく T. J. Barth は [1] で $D\subset \mathrm{C}^{m}$ が擬凸 Balanced

領域 (i.e. 任意の $\lambda\in\triangle$ について $\lambda D\subset D$ が成り立つ) のとき, $F_{D}(0;\cdot)=\rho(\cdot)$ である

ことを示した. ここで, $\rho(\cdot)$ は $D$ の Minkowski 関数である. したがって, 例えば

$D:=\{(z1, Z2)\in \mathrm{C}2||z_{1}|<1, |z_{2}|<1, |z_{1^{Z_{2}|}}<1/2\}$
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のとき, $F_{D}(0;\cdot)$ は凸でないことがわかる.

これらの問題に関連して M. Y. Pang は [4] で

$\lim$ $\frac{d_{D}^{*}(Z,w)}{||z-w||}=\hat{F}_{D}(z_{0};v)$

$z\neq w$

$\frac{z-w}{||z-w\mathrm{I}1}arrow v$

であることと, $z_{0}$ が Kobayashi simple (i.e. $z_{0}$ の開近傍 $U$ があって,任意の $z\in U$ に対

して $d_{D}(z_{\mathit{0}}, \mathcal{Z})=d_{D}(z_{\mathit{0}}, Z)$ が成り立つ) ならば $F_{D}(z_{\mathit{0}};\cdot)$ が凸であることの 2つを示した.

また $F_{D}(z_{\mathit{0};\cdot)}$ が凸であるならば $z_{0}$ が Kobayashi simple か ? ということを問題提起して

いる.

問題の答えとして次を得た.

定理 $D\subset \mathrm{C}^{m}$ を taut 領域とし, $z_{0}\in D$ とする.

(i) $l\geq 2m$ ならばすべての $v\in \mathrm{C}^{m}$ に対して

$\lim_{z,warrow z0}$

$\frac{d_{D}^{(l)}(_{Z},w)}{||z-w||}=\hat{F}_{D}(z\mathrm{o};v)$

$z\neq w$

$\frac{z-w}{||z-w||}arrow v$

が成り立つ.

(ii) すべての $v\in \mathrm{C}^{m}$ に対して

$\lim_{z,warrow z\mathrm{o}}$

$\frac{d_{D}(z,w)}{||z-w||}=\hat{F}_{D}(z_{0};v)$

$z\neq w$

$\frac{z-w}{||z-w|\mathrm{I}}arrow v$

つまり, $d_{D}$ の方向微分は存在して $\hat{F}_{D}$ になるということである. この定理から, $F_{D}(Z_{\mathit{0};}\cdot)$

が凸となる必要十分条件を得た.

系 次の 2周頃は同値.

(i) $F_{D}(z_{0}; \cdot)$ は凸.

(ii)
,

$\lim_{z_{\mathcal{Z}}warrow z0}\neq w\frac{d_{D}(\mathcal{Z},w)}{d_{D}^{(1)}(_{\mathcal{Z}},w)}=1$
.

M. Y. Pang の結果と定理から系が成り立つことは明らかであろう. またこの系は z。が

Kobayashi simple なら $F_{D}(z_{\mathit{0}};\cdot)$ が凸, の別証明になっていることを注意しておく.
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