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1 導入

以下では、次の非線形クライン. ゴルドン方程式の解の最大存在時間について考える。

(1. 1) $(\partial_{t}^{2}-\triangle+1)u=F(u.uu’’)’,$ , $t$. $>0,$ $x\in \mathrm{R}^{n}$

(1.2) $u(\mathrm{O}, x)=\hat{\mathrm{c}}u_{0}(X),$ $\partial_{t}u(\mathrm{O}, X)=\circ u_{1}’(x),$ $x\in \mathrm{R}^{n}$ .

ここで、 1嫁よ正のパラメータ、 $F$ は $u$ 自身およびその 1階の導関数 ( $n’$ で表す). 2階の導関数 ( $u”$ で表す) に
依る $C^{\infty}$ 級関数で、ある整数 $P\geq 2$ に対し

(1.3) $F(u, u’..u”)=O(|u|^{p}+|u’|^{p}+|u’’.|tJ)$ near $(\tau\iota\eta u^{\prime J\prime}. u)=(\mathrm{O}.0.0)$

を満たすものとする。 (1.3) より、 (1.1) は自明な解 $u\equiv 0$ をもつ。
現在までに、空間 $n$ 次元, 非線形次数 $P$ の非線形クライン・ゴルドン方程式の初期値問題の解の大域存在や

最大存在時間の評価に関して、多くの結果が得られている。 $n$ が大きいほどクライン・ゴルドン方程式の基本
解は速く減衰するので、十分小さい初期値から始まる解を考える限り、直観的には、 $n$ と $P$ が大きいほど解の
大域存在を示し易いと考えられる。 $p=2$ の場合、 まず $n\geq 5$ に対して十分小さい $=$’に対する大域存在が示さ
れ $[8],[13]_{\text{、}}$ その後 $n=3,4$ に対しても同様の結果が示された $[\overline{(}].[14]\circ$ $n=l.\underline{?}$ に対しては、解の最大存在時
間の下からの評価 .

$\lim_{\inarrow 0}\in T_{\xi}2=$ oo $(n=1)$

$\varliminf_{\in 0}.-\sim’\log T\epsilon=\infty$
$(n=\underline{?})$

が $\mathrm{H}_{\ddot{\mathrm{O}}\mathrm{r}\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{a}}11\mathrm{d}e\mathrm{r}$ によって示され、 同時に次の 2つの予想がたてられていた $[5]_{0}$

(H1) $\varliminf_{\Xi}\inf_{0}\in^{2}\log T\epsilon>0$ $(n=1)$

(H2) 十分小さい\dashv こ対し、 大域解が存在する。 $(n=2)$

これらのうち (H2) は肯定的に解決されている $[11],[12]$ $\langle$

$(\mathrm{H}2)$ の部分的解決は、 $[4],[9],[15]$ などでも行なわれ
ている) 。 $n=1$ に対しては、 あまり結果が得られていないが、 $P\geq 4$ ならば十分小さい $\epsilon$ に対して大域存
在が示されている [8],|13]。また、 $p=3$ の場合、 $F$ が $u,$ $1\iota’.y’’$ のある特殊な 3次多項式の線形結合のときに
は、 十分小さい $\vee \mathrm{c}$ に対して大域存在が示されている $[6],[10]$。
ここでは、空間 1次元で 2次の非線形項をもつ半線形クライン・ゴルドン方程式の解の最大存在時間の下か

らの評価を研究する。 まず初めに、 いくつかの記号を与えておく。

記号
$\partial_{t}=\partial/\partial_{f}$ , $\partial_{x}=\partial/\partial_{x}$ . $L=x\partial_{\mathrm{f}}+t\partial_{x}$ ,

$\partial=(\partial_{t}, \partial_{x})$
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とおき、 $\Gamma=(\Gamma_{j})^{3}j=1=(\partial_{t}, \partial_{x}.L)$ でポワンカレ群の生成元を表す。多重指数 $\cap=(\alpha_{1}.\bigcap_{2}..r\mathrm{y}_{3}..)$ に対して
$\Gamma^{\alpha}=\mathrm{r}_{1}^{\alpha_{1}}\mathrm{r}_{2}\alpha 2\Gamma_{3^{3}}^{\alpha}$ とおく。 $1\leq P\leq\infty$ に対して $L^{p}$ で $\mathrm{R}$ 上の通常の $L^{p}$ 空間を表す。 $\mathrm{R}$ 上の重み付きソボレ

フ空間 $H^{m,s}$ を次のように定義する。

$H^{m,s}=\mathrm{t}\mathrm{t}’\in L2:\langle_{l}.\cdot\rangle^{S}\omega\uparrow\iota"\in mL^{2}\}$ .
ここで、 $\ \cdot=(1-\partial_{x}^{2})^{1/2}$ . $\langle x\rangle=(1+x^{2})^{1/2}(x\in \mathrm{R})$ とおいた。 また、 この空間のノルムは

$||\mathrm{c}’||_{H^{m}}.\cdot$. $=||\langle x\rangle^{sr\prime l}\ \cdot\uparrow’||/,\underline{‘)}$

とする。 $f\in S(\mathrm{R})$ および $K\in S’(\mathrm{R}\cross \mathrm{R})$ に対し、 フーリエ変換を

$\hat{f}(p)=\int e^{-ixp}f(x)dx$ ,

$\hat{\mathrm{A}^{-}}(p, q)=\int\int e^{-i\mathrm{t}}Iyp+\approx q)’(1y$ . $\approx)dyd\approx$

で定義する ( $S$ はシュワルツの急減少関数の空間を表す) 。
$k\in \mathrm{N}$ に対して、次のようなノルムを用意する。

$||u(t)||$ $=$ $||u(t, \cdot)||_{L^{2}}$ ,

$|u(t)|_{\infty}$ $=$ $||u(t, \cdot)||_{L}\infty$ ,

$||u(t)||_{k}$ $=$
$\sum_{|\alpha|\leq k}||\mathrm{r}^{\alpha}u(t)||$

.

$||u(t)||k,\omega^{-}1$ $=$
$\sum_{|\alpha|\leq k}||\omega^{-1}\mathrm{r}\alpha(ut)||$

,

$|u(t)|_{k}$ $=$
$\sum_{|\alpha|\leq k}.|\Gamma^{\alpha}u(t)|_{\infty}$

,

$||u||_{k},\tau$ $=$
$\sup_{t\in[0,T^{1}\lrcorner}||u(t)||_{k}.$

,

$|u|_{k,T}$ $=$
$t \in[0,T],x\in\sup \mathrm{R}(1+t+|x|)^{1}/2\sum|\Gamma^{\alpha}u.(t..\mathrm{t}\cdot)||\alpha|\leq k$

’

$|||u||_{k},\tau$ $=$ $|u|_{k},\tau+||u||k+6,\tau+||\partial u||k+6,T$ .

$(\partial_{tx}\text{、}\partial, L)$ は次のような交換関係をもつリー環を生成することに注意する。

(1.4) $[L, \partial_{t}]=-\partial_{x}$ , $[L, \partial_{x}]=-\partial_{t}$ , $[\partial_{\iota,\partial_{x}}]=0$ .

以下においては、評価式において必要な定数をいつでも同じ C. で表すが、 これは、 式ごとに変わり得る定数で
ある。

以上の準備のもと、主定理を述べる。

主定理 $F$ は $u,$ $u_{t},$ $u_{x}$ のみに依るとし、 また

$F(u, u_{t\cdot x}u)=O(|u|^{2}+|u_{t}|^{2}+|u_{x}|^{2})$ near $(u, u_{t}, u_{x})=(0.0.())$

を満たすとする。 もし、 あるゐ $\geq 11$ に対して、 $u_{0}.\in H^{k7,k+6}+,$ $\dagger l\mathrm{l}\in H^{k+6,k}+6$ ならば、 $(1.1)-(1.2)$ の局所
解 $u$ に対して最大存在時間箕を

$T_{\mathcal{E}}= \sup\{\tau>0;||u.|||\mathrm{A}:.\tau<\infty\}$,

で定義すると、 この異について次の評価が成り立つ。
3つの正定数 $\in_{0}.A,$ $B$ が存在して

(1.5) $T$. $>A\exp(B\mathit{6}-2)$ for $0<\vee\sigma\leq’-.0$
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ここで、定数 $\mathrm{c}_{0}’,$ $A,$ $B$ は $k,$ $||u\mathit{0}||_{H}k+7k+6,$ $||u_{1}||_{H^{k+6.k+}}6$ のみによって決まる。

注意 (i) 実際には、初期値 $u(\mathrm{O}.x)$ と $\partial_{t}u(\mathrm{o}\eta x)$ は、 同じオーダーで $0$ に近付く必要はない。上記定理の証明
には\tau 以下の仮定で十分である。

$||u(0, x)||_{H^{k+}}7.k+6+||\partial_{t}u(0, x)||_{H^{k+}}6,k+6\leq\in$ .

(ii) 上記定理は、 H\"ormander 予想 (H1) を、 半線形の場合につき肯定的に解決するものである。 しかし、 この

定理の証明の手法は、準線形の場合に対しては適用できそうでない。
(iii) Yordanov [16] の最近の結果によると、 2次の非線形項 $F=u_{t}^{2}u_{x}+ou^{3}.+bu^{2}(a. b\in \mathrm{R})$ および初期値

$u_{0}$ . $u_{1}\in C_{0}^{\infty}(\mathrm{R})$ に対し、 もし $\mathit{1}_{\mathrm{R}}^{(\partial_{x}}u_{0}$ ) $u_{1}dX>0$ ならば、 $(1.1)-(1.2)$ の解は、有限時間内に必ず爆発し、

さらに解の最大存在時間について上からの評価 : 正定数 A. $B$ が存在して牲 $\leq A\exp(B=’-2)_{\text{、}}$ が成り立つ。
従って、下からの評価 (1.5) は、 一般に最良である。

2 変換の存在と変換の正則性

この章では、 Shatah [14] の方法に従い、 2次の非線形項 $F$ を 3次の非線形項に変える変換を得る。変換が得
られた後、 $(1.1)-(1.2)$ の解のアプリオリ評価の確立に必要な、変換の正則性を示す。
まず、 変換を得る。 2次の非線形項は、次の形をしているものとする。

$(\underline{?}.1)$ $F(n. u_{\mathrm{f}}.u_{x})=a_{1}.u^{2}+2\mathit{0}_{2}.\mathrm{t}\mathfrak{l}\mathit{1}x+(l_{3}.u^{\mathit{2}}x+\underline{?}b_{1}uu_{t}+2b_{2f}u_{T}u+c_{\rceil}u_{(}^{2}$

新しい未知関数 $\uparrow$ ) $(t.X)$ を次のように定義する。

(2.2) $v=u+[u, B1\mathrm{J}, u]$ 十 $[u, B_{12}. u\mathrm{f}]+[u_{f}.B_{21}. u]+[ut, B22\cdot ut]$ ,

ここで、 各 $B_{ij}$ は超関数 (distribution) とし、 2次形式 $[\cdot. B_{ij}. \cdot]$ は次のように定義する。

(2.3) $[f, B_{ij\cdot g}](X)= \iint f(y)B_{i}j(X-y, X-\approx)g(\approx)dyd\approx$

簡単な計算により、次を得る。

(2.4) $v_{x}$ $=$ $u_{x}+[u.B_{11}, u_{x}]+[u_{x}, B_{1\mathrm{l}}, u]+[\mathrm{t}\iota, B_{12,tx}u]+[n_{x}, B_{12}. u_{t}]$

$+[u_{t}, B_{21}, u_{x}]+[u_{tx}, B_{2}1\cdot u]+[u_{f}, B_{22}. u_{tx}]+[u_{tx}.B_{22}. u_{t}]$ .
(2.5) $\iota_{t}$’ $=$ $u_{f}+[u.B_{11}. u_{t}]+[u,.B_{11}, u]+[u_{t}.B_{1}2\cdot u.\mathrm{f}]+[u_{f}.B_{12}. -\ ’ u]$2

$+[u_{t}, B_{21}, ut]+[-\dot{\mu}2u, B_{21}. u_{t}]+[u_{t}.B_{22}.-\dot{\mu}u]2.+[-\omega^{2}u.B22\cdot u_{f}]$

$+[u, B_{12}, F]+[F, B_{21}, u]+[ut, B_{22}, F]+[F, B_{22}, u_{t}]$,

(2.6) $(\partial_{f}^{2}-\partial^{2}x+1)\iota)$ $=$ $F(u., u_{t,x}u)+[u, -(2\partial_{\mathrm{l}}\partial_{2}+1)B_{11}+2(\partial_{1}^{2}-1)(\partial_{2}2-1)B22\cdot u]$

$+[u$ . $-(2\partial_{1}\partial_{2}+1)B_{12}+\underline{?}(\partial_{1}^{2}-1)B21, u_{t}]$

$+[u_{t}$ . $-(2\partial_{1}\partial_{2}+1)B_{21}+2(\partial_{2}^{2}-1)B_{12}. u]$

$+[u_{t}, -(2\partial_{12}\partial+1)B_{22}+2B_{\mathrm{i}1}. u_{t}]+R$.
ただし、 $\partial_{1}B_{ij}=\partial_{y}B_{ij}(y, \approx)$ . $\partial_{2}B_{ij}=\partial_{\approx}B_{ij(}y$. $\approx$ ) とおいた。 また、 $R=R(ll. u’. u”. u_{ff})$ は、 3次以上の
項で次の形をもつ。

(2.7) $R$ $=$ $[u.B_{\rceil \mathrm{l}}.F]+[F.B_{1\rceil}. n]+[u_{f}.B_{21}.F]+[F.B_{12}.1/_{f}]+\mathrm{r}t.B_{\iota 2}.\partial_{F},]+$ [ $\partial_{t}$ F. $B_{21}$ . $u$ ]
$+[u_{1}, B_{22}.\partial,F]+$ [ $\partial$,F. $B_{22}$ . $u_{f}$ ] $+\underline{?}[u_{f}.B_{1}2, F]+2[F.B_{\mathit{2}1\cdot i}n]$

$+2[-\omega^{2}u.B_{2}2\cdot F]+2[F.B_{22}.-\omega^{2}u]+2[F.B_{22}.F]$.
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さてここで、 (2.6) の右辺で $R$ を除いた部分の和が $0$ となるように $B_{ij}$ を選び、 (2.6) の 2次の項を消す。
フーリエ変換をとることにより、 次を得る。

(2.8) $\hat{B}_{11}(p, q)$ $=$ $\frac{1}{det}\{-2(a_{3}+c_{1})p^{2}q^{2}+2i.a_{2}pq(p+q)+(2a_{1}+a_{3})pq$

$-2c_{1}(p^{2}+q^{2})-ia_{2(}p+q\mathrm{I}-(a1+2c_{1})\}$ .

(2.9). $\hat{B}_{12}(p, q)$ $=$ $\frac{1}{det}\{4ib_{2p^{2}q}+2b_{1}p(p+q)-ib_{2}(p-2q)+b_{1}\}\eta$

(2.10) $\hat{B}_{21}(p, q)$ $=$ $\hat{B}_{12}(q,p)$ ,

(211) $\hat{B}_{22}(p.q)$ $=$ $\frac{1}{det}\{2(a_{3}+c_{1})pq-\underline{?}ia2(p+q)-(\underline{?}a_{1}+c_{1})\}$,

ここで、 $det=4(p^{2}+pq+q^{2})+3$ とおいた。
以上により、変換 $(2.2),(2.8)-(2.11)$ により定義された新しい未知関数 $\iota$ ’は、形式的には 3次の非線形項を

もつ次の方程式を満たす。
$(-,.12)$ $(\partial^{2}-t\partial^{2}x+1)\iota’=R(u, u’, \cdot u’’., u_{t\{})$

(2.12) を標準形 (normal form) と呼ぶ。

次に、上で得られた変換の正則性に関するいくつかの命題と補題を与える (初めの 2つの命題の証明に関し

ては、 [11] を参照せよ) 。

命題 21 $K\in L^{1}(\mathrm{R}\mathrm{x}\mathrm{R})$ とする。 このとき、

$||[f.K, g]||_{L}\Gamma\leq||K||L^{1}(\mathrm{R}\cross \mathrm{R})||f||L^{p}||g||L^{q}$

が成り立つ。 ここで、 $r^{-1}=p^{-1}+q^{-1}.1\leq p.q$ . $r\leq$ Xo

命題 22 任意の多重指数 $\alpha$ に対し、次が成立する。

$\Gamma^{\alpha}[f, K,.g]=$

.
$| \beta|+|\gamma|\leq|\alpha\sum_{1}$

$C_{\beta.\prime,m,n}^{\alpha_{\wedge}}$ [ $\Gamma^{\beta}f,$ $y^{m}$ \sim -Kn. $\mathrm{r}^{\gamma}g$ ]

$0\leq m\leq|\beta|,0\leq n\leq|\gamma|$

ここで、 $C_{\beta,\gamma.m}^{\alpha}.n$ は多重指数 $\alpha,$ $\beta,$
$\gamma$ と非負整数 $m$ . $n$ に依る定数である。

次の補題は、 $u$ の減衰評価を標準形 (2.12) から得るときに重要となるものである。

補題 21 $a,$ $b=0,1$ とし、 $m,$ $n$ は、任意の非負整数とする。このとき、各 Bりに対して次が成立する。

$(1+y^{2})^{a}(1+\approx)2b\omega_{y}-2-\omega_{\approx}y.B_{i}2m_{\sim^{n}}j(y, z)\in L^{1}(\mathrm{R}\cross \mathrm{R})$.

戸戸 まず、 $I\mathrm{i}^{\prime-2-}=\omega\omega yyz^{2}zB_{i}jmn(y, \approx)$ に対し、 $\hat{\mathrm{A}^{\vee}}\in W^{8,2}(\mathrm{R}\cross \mathrm{R})$ を示す。 これが示せると、

$(1+y^{2})^{a+}1(1+ \approx)2b+1K(y, \approx)=\frac{1}{(2\pi)^{2}}\int\int e^{ip+\approx}((yq)1-\partial^{2})^{a}p(+11-\partial^{2})^{b}q\hat{\mathrm{A}}+1’(p.q)dpdq$ .

から $(1+y^{2})^{a+1}(1+\approx^{2})^{b+1}K(y. z)\in L^{2}(\mathrm{R}\cross \mathrm{R})$ がいえる。従って、 $(1+y^{2})^{a}(1+\approx^{2})^{b}K\in L^{1}(\mathrm{R}\cross \mathrm{R})$

が成立する。 $\blacksquare$

次の補題は、 $u$ のエネルギー評価を標準形 (2.12) から得るときに必要となるものである。 $u$ のエネルギー
評価の導出に直接利用されるのは、 すぐ後の命題であるが、その命題の証明は、 この補題に依っている ([1] の
Proposition 4.1, [2] の Theorem 5を参照) 。
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補題 22 積分核 $K$ が、 次を満たしているとする : $(i.j)=(0,0)$ . $(0.1)$ . $(1.0)$ に対して正定数 Cりが存在
して、

(2.13) $|\partial_{p}^{i}\partial_{q}^{j}\hat{\mathrm{A}}-(p, q)|\leq C_{ij}(p^{2}+q^{2})^{-\mathrm{t}}i+j)/2$

が成り立つ。
このとき、次の (H\"older 型) 不等式が成り立つ。

$||[f, \mathrm{A}^{-}, g]||_{L^{r}}\leq C_{p.q}||f||_{Lp}||g||L^{q}$

ただし、 $r^{-1}=p^{-1}+q^{-1},p,$ $q>1,$ $r<\infty_{\text{、}}$ また $C_{p.q}$ は $f.g$ には依らない定数。

$u$. のエネルギー評価を標準形 (2.12) から得る際には、次の補題の不等式が重要な役割を果たす。

命題 23 $k$ を 4以上の整数とする。 このとき $f.g\in S(\mathrm{R})$ に対して、次の不等式が成り立つ。

$||[f, B_{11}, g]||_{k}$ $\leq$ $c$. $(||f||_{k}|g|_{[} \frac{k}{2}$

] $+|f|[ \frac{k}{2}]||g||k)$

$||[f, B_{12}, g11|k \leq c.(||f||k|g|[\frac{k}{2}]|+f|_{[\frac{k}{2}}]||g||k,\omega-1)$

$||[f,$ $B_{21}.g1||_{k}$ $\leq$ $c$. $(||f||_{k,\omega}-1|g|_{[\frac{k}{2}]}+|f|[ \frac{k}{2}]||g||k)$

$||[f, B_{22}, g]||_{k}$ $\leq$ $c$. $(||f||_{k}, \omega-1|g|[\frac{k}{2}]|+f|_{[]}\frac{k}{2}||g||_{k,\omega}-1)$

ここで、 $[s]$ は $s$ を超えない最大の整数を表す。また、不等式に現れる定数 $C$ は、 みおよび $B_{ij}$ によって決
まり、 $f.g$ には依らない。

略証

$[f, K, g](x)$ $=$ $\iint e^{ix(+)}\hat{\mathrm{A}}^{r}pq(p, q)\hat{f}(p)\hat{g}(q)d.pdq$

$\overline{\partial_{x}f}(p)$
$=$ $i.p\hat{f}(p)$

に注意しながら、命題 22. 補題 22を使う。例えば $\hat{\mathrm{A}}’=\frac{p^{2}q^{2}}{det}$ とおくと、 これは (2.13) を満たさない。 しか

し、 (2.13) を満たす $\hat{\mathrm{A}’}_{ij}=\frac{p^{i}q^{j}}{det}$ $(i+j=2)$ を使って、

(2.14) $[\Gamma^{\beta}f, K.\Gamma^{\gamma}g]$ $=$ $-[\partial_{x}^{2}\mathrm{r}^{\beta}f.\mathrm{A}_{02\cdot q}’\mathrm{r}\gamma.]$

$=$ $-[\partial_{x}\Gamma^{\beta}f,$ $K_{11,g]}\partial_{x}\Gamma^{\gamma}$

$=$ $-[\Gamma^{\beta 2}f, \mathrm{A}^{-}20, \partial_{x}\Gamma^{\gamma}g]$ ,

と書き換えられることなどを利用すれば、

$||[f, \mathrm{A}^{-}, g]||k\leq C$. $(||f||k|g|[ \frac{k}{2}]+|f|_{[]}\frac{k}{2}||g||k)$

を示すことができる。
各 Bりに対する不等式の証明はもう少し複雑であるが、だいたい上のような方法で行なわれる。 $\blacksquare$

次の命題を与えて、 この章を締めくくる。

命題 24 $f.g\in S(\mathrm{R})$ に対して、次の不等式が成立する。

$(\underline{?}.15)$ $||\partial_{x}f||_{k,\omega^{-1}}$ $\leq$ $C’||f||_{k}$ .
(2.16) $||fg||_{k}$ $\leq$ $C$. $(||f||_{k}|g|[ \frac{k}{2}]+|f|_{[\tau^{]}}k||g||k)$ ,

$(2.1\overline{\prime})$ $||fg||_{k},\omega-1$ $\leq$ $C(||f||_{k,\omega}-1|g|[ \frac{k}{2}]+1+|f|_{[\frac{k}{2}]+1}||g||k,\omega^{-\iota})$ ,

(2.18) $|fg|_{k}$ $\leq$ $C|f|_{k}|g|_{k}$ .

ここで、 各定数は $k$ のみによって決まり、 $f.g$ には依らない。
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略証 交換関係 (14) から導かれる等式
$\Gamma^{\alpha}\partial_{x}=\partial_{x}\Gamma^{a}+\sum_{|_{l}’|\leq|\alpha|}c_{i}.|,’\alpha\Gamma\beta$

と、 積の微分法 $\Gamma^{\alpha}(fg)=$

$\sum$ $C_{\beta.\gamma}^{\alpha}\mathrm{r}\beta f\Gamma^{-}jg_{\text{、}}$ および、次の関係式
$|_{j}i|+$化 $|\leq|\circ|$

$|| \omega^{-1}(fg)||=||fg||_{H^{-}}1=||\varphi||_{H}\iota\sup_{\varphi\in H^{1}}=1(fg.\varphi)$

$(fg.\varphi)=(f, g\varphi)\leq||f||_{H}-\iota||g(\cap|r|_{H^{1}}\leq||f||_{H^{-}}1||g||_{W}1,\infty||\varphi||_{H^{\iota}}$

(従って、 $||\omega^{-1}(fg)||\leq||\omega^{-1}f||\cdot||g||_{W^{1}}.\infty$ ) を利用する。積の微分法の式では、右辺の積において $\cup‘\alpha 2$ より

階数の大きい微分をもつのは、いつでも $\Gamma^{\beta}f$ と $\Gamma^{\gamma}.q$ のどちらか–方のみであることに注意する。 $\blacksquare$

3 主定理の証明

この章では、 主定理の証明を行なう。証明は、局所解の存在定理と解のアプリオリ評価を組み合わせて行なわ
れる。以下では、証明を 4つの段階に分ける。
第 1段. 局所解の存在

命題 31 方程式 (1.1) において、非線形項は $u$ . $u_{t}.$ . $u_{x}$. のみの関数とする。 このとき、初期値 $u_{0}\in H^{2}(\mathrm{R})$ . $u_{\mathrm{l}}\in$

$H^{1}(\mathrm{R})$ と正定数 $.-\vee\wedge$ に対して、 時間 $T>0$ と $0<t<T$ における方程式 $(\mathit{1}.\mathit{1})-(\mathit{1}.\iota A)$ (ただし $n=1$ ) の–意
解 $u$ が存在する。 さらに、 この解 $u$. は次を満たす。

$u\in\cap C^{1j}j=02([0, \tau];H2-j)$

ここで、 $T$ は $||u_{0}||_{H^{2}},$ $||u_{1}||_{H^{1\in}}$, のみによって決まる。 また、 $u_{0}\in H^{m,m-1},$ $u_{1}.\in H^{\gamma\gamma l-}1,m-1(m\geq\underline{?})$ の場
合には、 この解 $u$ はさらに次を満たす : 任意の多重指数 $\alpha(|a|\leq m-1)$ に対して

(3.1) $\Gamma^{\alpha}u,$ $\partial_{t}\Gamma^{\alpha}u.,$ $\partial_{x}\Gamma^{\alpha}u\in C$. $(1^{\mathrm{o}},$ $T$] $;L^{2})$

この補題の証明は、縮小写像の原理を使った標準的な方法でなされる ( $[8],[13]$ などを参照) 。

第 2段. 減衰評価
ここでは、方程式 $(1.1)-(1.2)$ の解のアプリオリ減衰評価を与える。 Georgiev [3] による次の評価を利用す

る。

補題 31 $u(t, x)$ を、 次の非斉次線形クライン. ゴルドン方程式の解とする。

$(\partial_{l}^{2}-\partial^{2}x+1)u=f(t, x)$ , $t>0$ . $x\in \mathrm{R}$

このとき、以下の評価が成り立つ。

$(1+t+|X|)^{\frac{1}{2}}|u(t, x)|$ $\leq$
$C \sum_{j=0|\alpha|}^{\infty}\sum.\sup_{t)}\varphi j(\mathcal{B})||(1+S+|y|)\mathrm{r}^{\alpha}f\leq 3S\in(0,(s.y)||L2(\mathrm{R}_{y})$

$+C$. $\sum_{1j=0\mathrm{Q}|}^{\infty}\sum||(1+|y|)\frac{1}{2}\varphi_{j}(|y|)\Gamma\alpha u(\mathrm{o}, y)||\leq 4L2’\backslash \mathrm{R}_{y^{)}}$

ここで、 $\{\varphi_{j}\}_{j0}^{\infty}=$

’ は 1の Littlewood-Paley 分解、すなわち次の性質を満たす関数の族である。

$\sum_{j=0}^{\infty}\varphi_{j}(s)=1,$ $s\geq 0;\varphi_{j}\in C_{0}^{\infty}(\mathrm{R}),$ $\varphi_{j}\geq 0$ for all $j\geq 0$ ;

$\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}\varphi_{j}=[\underline{?}j-1,2j+1]$ for $j\geq 1$ . $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}\varphi_{0^{\cap}}[\mathrm{o}.\infty)=1().2]$
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この補題に、前章の命題 2122および補題 2.1を組み合わせることで、次の減衰評価を得る。

補題 32 時間 $[0.T](T>0)$ において方程式 ( $\mathit{1}.\mathit{1}l-(\mathit{1}.\mathit{2})$ の解 $v$ が存在すると仮定する。 このとき、解 $1l$ は

次の評価を満たす。
十分小さい $\epsilon$ に対して

$|u|_{k.T}\leq C’[\in+|||u|||_{k}2,+T\log(2+\tau)(|||u|||3|k,T+||u|||4)k,\tau]$

ここで、 $C^{t}$ は $k,$ $||u_{0}||_{H}k+7.k+6$ . $||u_{1}||_{H^{k+6,k+}}6$ のみによって決まる定数である。

証明 まず初めに (2.12) から $l^{1}$. の評価式を作る。次の交換関係に注意する。

$[\partial_{\mathrm{f}}^{2}-\partial x2+1, \Gamma]=0$

方程式 (2.12) に補題 31を適用して、次を得る。

(3.2) $(1+t+|X|) \frac{1}{2}|\mathrm{r}^{\alpha}u(t, x)|$
$\leq$

$C \sum_{j=0|\lambda|}^{\infty}\sum\sup_{)0,\dagger}\varphi_{j(S})||(1+\mathit{8}+|y|)\Gamma^{\alpha}+\lambda R\leq 3s\in((s.y)||L2\mathrm{t}\mathrm{R}_{y})$

$+C \sum_{j=0m}\sum_{=0}||(1+|y|)^{\frac{1}{2}}\Psi\wedge(j|y|)\partial m_{\Gamma^{\alpha}}(0\iota)y\infty 4x’)||L^{2}\{$

$+C$. $\sum\infty\sum||(1+|y|)\frac{3}{2}\varphi j(|y|)\Gamma^{\mathrm{Q}+\lambda}\partial_{t^{[(}},0.y)||_{L^{2}}\mathrm{t}\mathrm{R}_{y})$.
$j=0|\lambda|\leq.3$

ここで、 $u(0, \cdot)\in H^{k+7,k6}+$ . $\partial_{t}u(0, \cdot)\in H^{k+6,k6}+$ ならば、 $(\underline{?}.2),(?$-:5 $)$、命題 21. 22. 補題 2.1を使って、 十
分小さい $\epsilon$ に対して

$\infty$ 4

(3.3)
$\sum_{j=0}\sum_{m=0}||(1+|y|)\frac{1}{2}(\varphi j|y|)\partial_{x}m_{\Gamma 1}a(f0.y)||L^{2}(\mathrm{R}_{y^{)}}$

$+ \sum_{j=0\lambda|}^{\infty}\sum_{|\leq 3}||(1+|y|)\frac{3}{2}(|y|)\Gamma\alpha+\lambda\partial_{t}v(0, y)\varphi_{j}||L2(\mathrm{R}_{y})\leq C_{arrow}^{c}$, $|a|\leq k$

が成り立つことが示される。
次に (3.2) 右辺で $R$ を含む項を評価する。 ここでは、 (2.7) 右辺の第 11項のみを評価する (他の項も同様

に評価できる) 。命題 22により、

(3.4) $||(1+s+|_{X}|)\mathrm{r}^{\alpha}+\lambda[-\omega u., B_{2}2F2,]||$

$\leq$ $C$
$| \beta|+|\gamma|\leq|\sum_{\lambda\alpha+|}$

$||(1+S+|X|)[\Gamma^{1}’(-\omega 2u), yB22m_{\approx}y.\mathrm{r}\gamma\cdot F]||$

$0\leq m\leq|\beta|,0\leq n\leq|\gamma|$

$\leq$ $C$
$| \beta|+|\gamma|\leq|\sum_{\lambda\alpha+|}$

$||(1+s+|X|)$ [ $\omega^{2}\Gamma\beta(-\omega u)2.rnnB_{22}\omega_{y}^{-2,-2}\omega_{\wedge}- y\approx.$ &
$\cdot$ \Gamma 2\mbox{\boldmath $\gamma$}F]||

$0\leq m\leq|\beta|,0\leq n\leq|\gamma|$

が成り立つ。 $t>0$ に対して不等式

(3.5) $1+s+|X|\leq C\{$
$(1+s+|_{\sim}^{-}|)(1+|X-\approx|^{2})$

$(1+S+|y|) \frac{1}{2}(1+S+|\approx|)\frac{1}{2}(1+|X-y|2)(1+|J^{\cdot}-\approx|^{2})$ .

が成り立つことに注意する。 (3.4). 命題 21. 補題 2.1から

(3.6) $||(1+s+|_{X}|\mathrm{I}\mathrm{r}^{\alpha}+\lambda[-\omega^{1}2B22, Fu,]||$
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$\leq$ $C$. $\sum$ $|(1+s+|I|) \frac{1}{2}\omega 2\Gamma\partial(-\omega 2)|_{\infty}||(1+s+|\tau|)\frac{1}{2}1\iota.\omega\Gamma 2\gamma F||$

$|\beta|+|\gamma\gamma|\leq k+3$

$0\leq|\mathcal{B}|\leq$ 「 $\frac{k}{2}$ ] $+1$ .

$+C,+| \gamma|\leq k\neq 3\sum_{|_{\wedge}’|}||\omega^{2}\Gamma^{\beta}(-\mathrm{A}’ u2)||\cdot|(1+s+|x|)_{\dot{\Psi}\Gamma}\mathit{2}\gamma F|_{\infty}$

$0\leq$ 化 $| \leq[\frac{k}{2}\rceil+2$

$\leq$ $C|u|^{2}[ \frac{k}{2}]+5,T(||u||k+6,\tau+||\partial u||k+6,T)$

$\leq$ $C||u|||_{k}^{3},T$ for $0\leq s\leq T,$ $|\alpha|\leq k$

を得る。同様にして、次が成り立つ。

(3.7) $||(1+s+|x|)\Gamma^{\alpha+}\lambda 1^{F},$ $B_{22},$ $F]||$ $\leq$ $C^{t}|u|^{3}[ \frac{k}{2}]+5,T(||u||k+6,T+||\partial u||k+6.\tau)$

$\leq$ $C.|||u|||_{k}^{4},T$ for $0\leq s\leq T_{:}|\alpha|\leq k$

$T>0$ に対して、 ある正定数 $C$ が存在して

$j= \sum_{0s}^{\mathrm{x}}\sup(\eta jr(s)\in \mathrm{t}0,\tau)\leq C$

’ $\log(2+T)$

であることから、 これと不等式 $(3.2).(3.3),$ $(3.6),(3.7)$ を合わせて、次の不等式を得る。

(3.8) $(1+t+|x|)^{\frac{1}{2}}|\Gamma^{\alpha}v(t, X)|\leq C[\in+\log(2+T)(|||u|||_{k\tau}3..+|||u||^{4..)}kT]$ for $0\leq s\leq T,$ $|\alpha|\leq k$

次に、変換の定義式 (2.2) を通して (3.8) から 1/ の評価式をを得る。 ここでは、 (2.2) 右辺の最後の項のみ
を評価する (他の項も同様に評価できる) 。命題 2.122. 補題 21およびソボレフの不等式より、

(3.9) $(1+t+|x|)^{\frac{1}{2}}|\Gamma^{\alpha}[\partial_{t}u.B22\cdot\partial tu]|$

$\leq$ $C$
$| \beta|+|_{l}\sum_{-|\leq k}$

$|(1+t+|X|) \frac{1}{2}[_{\ } \cdot 2\mathrm{r}\beta\partial_{\dagger}u.\omega^{-}\omega--y\sim-,\partial_{t}uy2-2m\mathrm{n}_{B_{22}.\omega^{2}\Gamma^{\gamma}}]|\infty$

$0\leq m\leq|\mathcal{B}|,0\leq n\leq|\gamma|$

$\leq$

$C \sum_{|\mathcal{B}|\leq[\frac{k}{2}]}|(1+t+|X|)\frac{1}{2}\omega^{2}\Gamma\beta\partial_{t}u|_{\infty}\cross\sum_{|\gamma|\leq k}|\omega^{2}\Gamma^{\gamma}\partial tu|_{\infty}$

$\leq$

$C|u|_{[\frac{k}{2}}]+3, \tau\cross\sum_{|\gamma|\leq k}||\omega^{2\gamma}\Gamma\partial\iota u||H1$

$\leq$ $c_{|u|_{[}}^{t} \frac{k}{2}]+3.T||u||_{k}+4,\tau$ , for $0\leq t\leq T$ . $|\alpha|\leq k$ ,

と評価できる。 ここでも (3.5) を使った。
以上により、 $(2.2),(3.8),(3.9)$ を合わせることで必要な $u$ の減衰評価を得る。 $\blacksquare$

第 3段. エネルギー評価
次に、 $(1.1)-(1.2)$ の解に対するアプリオリエネルギー評価を与える。

補題 33 時間 $1^{\mathrm{o}},$ $\tau$] $(\tau>0)$ において方程式 $(\mathit{1}.\mathit{1})-(\mathit{1}.\mathit{2})$ の解 $n$ が存在すると仮定する。 このとき、解 $n$ は

次の評価を満たす。
十分小さい $\epsilon$. に対して

$||u(t)||k+6+||\partial u(t)||k+6\leq C[\mathrm{c}’+|||u|1_{k}^{2}.\tau+|||u|||^{3}k.T+\log(1+T)(|||u|||_{k.\tau}3+|||u|||_{\mathrm{t}}4..)T]$ . $t\in[0.T]$

ここで、 C’ は $k,$ $||u_{0}||_{H}k+7k+6$ . $||u_{1}||_{H^{k+6k+}}6$ のみによって決まる定数である。
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証明 減衰評価を得たときと同様に、 まず $?$ ’を評価する。
(2.2) から、不等式

(3.10) $||v(t)||_{k}+6+|| \partial v(t)||_{k}+6\leq C(||v(0)||_{k+6}+||\partial v(0)||_{k+}6+\int_{0}^{t}||R(s)||k+6ds)$

を得る。
初めに、 $||R||_{k+6}$ を評価する。等式

$\partial_{t}F$ $=$ $-2b_{1}u-22b2u\partial xu+2(a_{1}.-c_{1})u\partial_{t}u+2a1\partial_{t}u\partial xu+2b_{1}(\partial_{t}u)^{2}$

$+2b_{1}u\partial_{x}^{2}u+2a_{2}.u\partial_{tx}2u+2a_{3}\partial_{x}u\partial^{2}ulx+2b_{2}\partial,u\partial_{tx}^{2}u+2b_{2}\partial_{x}u\partial_{x}^{2}u$

$+2c_{1}\partial tu\partial_{x}^{2}u+2b_{1}uF+2b_{2}\partial_{x}uF+2c_{1}\partial_{f}uF$

および (2.1) に $(2.16)-(2.18)$ を適用して次の不等式を得る。

$||F(t)||_{k}+6$ $\leq$ $c$. $(||u(t)||_{k6}++|| \partial u(t)||k+6)|u(t)|[\frac{k}{2}]+4$

$|F(.t.)|_{m}$ $\leq$ $C|u(r)|_{\Pi}2+1$

$||\partial_{t}F(t)||k+6,\omega^{-1}$ $\leq$ $C(||u(t)||_{k+6}+|| \partial u(t)||_{k6}+)(|u(t)|_{[]6^{+}}\frac{k}{2}+|u(t)|^{2)}[\frac{k}{2}]+4$

$|\partial_{t}F(r_{\text{ノ}})|_{m}$ $\leq$ $C(|u(t)|_{m}^{2}+2+|u(t)|3)m+1$

これらの不等式と $\langle$ 2.15), 命題 23を使って (2.7) の全ての項の評価ができる。例えば、次のようである。

(3.11) $||[\omega^{2}u, B_{22}, F](t)||_{k}+6$ $\leq$ $C(||( \omega^{2}u)(t)||k+6,\omega-1|F(t)|_{[}\frac{k}{2}]+3+|(\omega u)2(t)|_{[\frac{k}{2}}]+3||F(t)||_{k+6},\omega-\iota)$

$\leq$ $c(||u(t)||_{k+6}+|| \partial u(t)||k+6)|u(t)|_{[]+5}^{2}\frac{k}{2}$

(3.12) $||[\partial_{f}u, B_{22,t}\partial F](t)||_{k}+6$ $\leq$ $C(|| \partial_{t}u(t)||_{k}+6,\omega^{-1}|\partial_{t}F(t)|_{[\frac{k}{2}}]+3+|\partial_{\ell}u(t)|[\frac{k}{2}]+3||\partial tF(t)||k+6,\omega-1)$

$\leq$ $C(||u(t)||_{k}+6+|| \partial u(f\mathrm{I}||k+6)(|u(t)|^{2}[\frac{k}{2}]+6+|u(t)|^{3}[\frac{k}{2}]+4)$

(3.13) $||[F, B22, F](t)||_{k+}6$ $\leq$ $C||F(t)||k+6.\omega-1|F(t)|_{[\frac{k}{2}}]+3$

$\leq$ $c(||u(t)||_{k+6}+|| \partial?l(t)||k+6)|u(t)|[3\frac{k}{2}]+4$

,
(2.7) の右辺の他の項も、 同様に評価できる。

さて、 $t\in[0, T]$ に対しては、次の関係が成り立つ。

$\sup_{x\in \mathrm{R}}|\Gamma^{\alpha}u(t, x)|$

$\leq$ $\sup_{x\in \mathrm{R}}(\frac{1+t+|X|}{1+t})^{\frac{1}{2}}|\Gamma^{\alpha}u(t, x)|$

$=$ $\frac{1}{1}\sup(1+t$. $+|x|)^{\frac{1}{2}}|\Gamma\alpha(t.xu\cdot)|$

$(1+t)\overline{2}x\in \mathrm{R}$

$\leq$
$\frac{1}{1}$

$\sup$ $(1+t+|T|) \frac{1}{2}|\mathrm{r}^{\alpha}u.(t, X)|$

$(1+t)\overline{2}x\in \mathrm{R}.t\in[0,\tau]$

これより、任意の整数 $m$ に対して

(3.14) $|u(t)|_{m} \leq\frac{1}{(1+\dagger)^{\frac{1}{2}}}|?/.|m.\tau$ for $t\in[0.T]$

を得る。不等式 $(3.11)-(3.14)$ から次の評価が導かれる。

$||R(t)||_{k+}6$ $\leq$ $\frac{C}{1+t}(||u||k+6,\tau+||\partial u||_{k6}+,\tau)(|u|_{[}2+\frac{k}{2}]+6,\tau|u|_{[}^{3)}\frac{k}{2}]+4.\tau$

$\leq$ $\frac{C’}{1+\mathrm{f}}(|||u.|||_{k,\tau}3+|||u.|||_{\lambda\cdot,\tau)}^{4}$ for $t\in[0, T]$
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従って、 これを積分して

(3.15) $/0T||R(t)||_{k}+6dt\leq C\log(1+T)(|||u|||^{3}k.T+|||u|||^{\mathrm{t}}\llcorner)k.T$ .

を得る。
次に $||n||h\cdot+6$ と $||v||k+6$ の関係を確かめる。等式 $(2.2),(2.4).(2.5)$ に命題 23,24を適用して、次の関係を

得る : $t\in[0.T|$ に対して、

(3.16) $||v(t)||_{k+\}+||\partial 1;(t)||_{k}+6$ $\leq$ $||u(t)||_{k6}++||\partial u(t)||k+6$

$+C(||u(t)||_{k+6}+|| \partial u(t)||k+6)(|\iota\iota(t)|[\frac{k}{2}]+2^{+}|u(t)|^{2)}[\frac{k}{2}]+1$

$(3.1_{\overline{l}})$ $||u(t)||_{k6}++||\partial u(t)||_{k+}6$ $\leq$ $||v(t)||_{k+6}+||\partial \mathrm{t}’(t)||_{k+}6$

$+C’(||u(t)||_{k+6}+|| \partial u(t)||_{k6}+)(|u.(t)|[\frac{k}{2}]+2^{+1u}(t)|_{[_{T}^{k}]1}2+)$

$\leq$ $||\tau’(t.)||_{k+6}+||\partial 1’(t)||_{k+6}+c(|||u|||_{\iota\cdot.T^{+}}^{2}|||u|||_{\mathrm{A}r)}3..\cdot$

(3.16) より、十分小さい $\epsilon$ に対して

(3.18) $||\mathrm{t}’(\mathrm{o})||_{k+6}+||\partial \mathfrak{l}’(0)||_{k}+6\leq C\vee=$

が成り立つことがわかる。
以上で得られた不等式 (3.10). (3.15), (3.17). (3.18) を合わせると、必要な if のエネルギー評価式が得られ

る。 $\blacksquare$

第 4段. 主定理の証明の完成
補題 32と 3.3より、 $[0, T]$ において解が存在する限り

(3.19) $|||u1|_{k,T}\leq C[\overline{\mathrm{c}}+\#|u|||2+k,T|||u|||3\mathrm{l}\mathrm{o}(k,\tau+\mathrm{g}2+^{\tau)}(|||u|||3+k.T|||\iota l.|||4)k.T]$

が十分小さい $\epsilon$ に対して成り立つ ( $0<\in\leq\epsilon_{1}$ に対して成り立つとしよう) 。

ここからは、 $C$ で (3.19) の定数を表し、 $A,$ $B$ は

(3.20) $A>2C$ , $B< \frac{A-2C}{2A^{3}C}$

を満たす正定数とする。ここで、 窄を次のように定義する。

$T_{\in}^{*}= \sup\{T\in(0.T_{\epsilon});|||u|||_{k},\tau\leq\lrcorner 4\in\}$

明らかに、 $\tau_{\in}*\leq$ 牲が成り立つ。
さて、次のように仮定する。

(3.21) $\in^{2}\log(2+T_{\epsilon}^{*})\leq B$

このとき、 $(3.1).(3.19)$ から $T\in[0, T_{\in}^{*})$ に対して

(3.22) $|||u|||k,T$ $\leq$ $C,$ $[\in+A^{2}\in^{2}+A^{3_{C}3}.-.+\log(2+T)(A^{3_{=}3}.+A^{4_{c}4}\vee)]$

$\leq$ $C[1+A^{2}(1+A\in)_{\sim}\sigma+A^{3}B(1+A\in)]-\vee$’

が成立することがわかる。 $A,$ $B$ の条件 (3.20) と不等式 (3.22) からは、次の結果が従ろ : 任意の $T\in[0$ . $\tau_{=}^{*}..$ )

に対し、

$\epsilon<\min\{1,$ $\frac{A-2\wedge 4^{3}BC.-2C}{2A^{2}(A+A^{2}BC’+c_{)-}\backslash \sim\wedge 1}\}=:arrow 2c$

,
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の仮定のもと

$|||u||_{k.T}< \frac{1}{2}A=$’

が成り立つ。 しかしこのとき、 $\tau_{\underline{c}}*$ の定義から $\tau_{\underline{r}}*=$ T— である。 この結果と命題 31から、解 $1/(t)$ は時刻
$t=T$. を超えて存在することになるが、 これは箕の定義に反する。従って (3.21) は否定され、

$T_{\mathcal{E}} \geq\tau_{\in}*>\exp(B=’-2)-2\geq\frac{1}{2}\exp(B_{\sim}r^{-2})$

が $=’ \leq \mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{n}\{(\frac{B}{\log 4})^{\frac{1}{2}}.\llcorner\}c_{2}=:C.0$ に対して成り立つことが証明された。 これで、 主定理の証明が完成した。 $\blacksquare$
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