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\S 1 IntroductIon
$k$を有理数体 $\mathrm{Q}$ 上の有限次拡大体、 $P$ を素数、Kを kの $\mathbb{Z}_{p^{-}}$

拡大とする。砺を $K/k\text{の}n$ 番目の中間体、A,を砺のイデァ

ル類群の $P$-part とする。 $A_{n}$の位数に関して、次の定理が知ら

れている。

定理 (岩澤 [I2]). $\lambda=\lambda_{p}(K/k),$ $\mu=\mu_{p}(K/k)(\text{いずれも}$ $\mathit{0}$ 以

上の整数), $l\ovalbox{\tt\small REJECT}=$ \nu p(K/k)(整数) の 3つの不変量が存在して、

十分大きな $n$ に対し

$\# A_{n}=p^{\lambda++}n\mu P^{n}\nu$

が成立する。
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最も基本的な Zp拡大として、円分 Zp-拡大た。。がある。簡

単のため、 $\lambda_{p}(k)=\lambda_{p}(k_{\infty}/\text{た})_{\text{、}}\mu_{p}(\text{た})=\mu_{p}(\text{た}\infty/k)=0$ と書

くことにする。この時、全ての $(k, p)$ の組に対して、\mu p(た) $=0$

となることが予想されている。実際、 kが $\mathrm{Q}$ 上アーベル拡大

であるときには、この予想は Ferrero氏-Washington氏によっ

て証明されている $([\mathrm{F}\mathrm{W}])$
。

方、 \mbox{\boldmath $\lambda$}-不変量に関しては、次の予想がある。

GREENBERG 予想 ($p$ , た). kが総実であるとき、全ての素数 $P$

に対し、 $\lambda_{p}(\text{た})=0$ であろう。

この予想は、 1973年 $[\mathrm{I}2_{\mathrm{P}^{316}},.]$ において岩澤氏により問題

として挙げられ、更に、Greenberg氏 [Gr] や Candiotti 氏 [C]

らにより、各 $k^{\wedge},$

$P$ に対する予想の (必要) 十分条件が与えら

れ、実際に予想が成立する自明でない例が示された。 さらに

その後、福田氏、小松氏、和田氏、 田谷氏らがこの予想の明

確な判定条件を与え、それを用いて判別式の “小さい”多くの

実 2次体 kで\mbox{\boldmath $\lambda$}3 (た) $=0$ であることを確かめられていた。 しか

し、 これらの判定法は砺の単数群 $E_{n}$の言葉で記述されてい

て、高次の単数群を必要とする場合は、計算上困難であった。

例えば、 $k=\mathrm{Q}(\sqrt{254})_{\text{、}}\mathrm{Q}(\sqrt{473})$ では、少なくとも $E_{5}(!)$ の

データが必要 (福田氏による) であり、予想の成立が確かめら

れていなかった。

小論では、ある種の $\mathrm{Q}$ 上の実アーベル体に対する予想の必
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要十分条件を、円単数、 $P$ 進 $L$ 関数、更にある条件を満たす

素数達を用いて、簡明な形で与える。この条件は、各ん, $p$ に

対する予想が成立するかどうかを確かめる上でも有効である。

実際、 この判定条件を用いて、先に述べた 2つの例を含め、

実 2次体ん $=\mathrm{Q}(\sqrt{m})_{\text{、}}1<m<10^{4}$ に対して、 $\lambda_{3}$ (た) $=0$ を

全て確かめることができた。

なおほぼ同時期に、Kraft 氏-Schoof氏 [KS] $\text{、}$ 栗原氏 [K]

らにより、同様に有効な判定条件が独立に与えられ、それを

用いて\mbox{\boldmath $\lambda$}p(k) $=0$ となる新しい例が得られている。

\S 2定理
k/Q:実アーベル体、p:奇素数、 $k_{n}$ : k\infty /kの $n$ 番目の中間体、

$A_{n}$ : $k_{n}$のイデアル類群の $\mathrm{P}^{-}\mathrm{P}^{\mathrm{a}\mathrm{r}}\mathrm{t}_{\text{、}}$
$\mathrm{A}_{\infty}$ =limAn(射影極限はノ

ルム写像による) とする。以下、技術的な理由 (有理整数内の

計算で済ませられる) により、次の仮定をする。

(仮定) $\triangle=\mathrm{G}\mathrm{a}1(k/\mathrm{Q})$ の exponent は $p-1$ を割る。

$p$ と $k$に対する Greenberg 予想を\Delta 分解により精密に調べるこ

とにする。$\chi$を\Delta の 1次の指標とすると、仮定から $P$重体 Qp-図

と見なすことができる。そこで\mbox{\boldmath $\chi$}の巾等元を $e_{\chi}\in \mathbb{Z}_{P}[\triangle]$ とし、

$A_{\infty}(\chi)=e_{\chi}A\infty$とおく。$f_{\chi}$ を\mbox{\boldmath $\chi$}の conductor $\text{、}q=l_{C.m(f_{x}}.,P$)

$\mu_{P}$を 1の $P$ 乗根のなす群とし、 $\gamma 0$ を Gal(k\infty (\mu p)/k(\mu p)) の位

相生成元で、任意の 1の $p^{n}$ 乗根\mbox{\boldmath $\zeta$} に対し\mbox{\boldmath $\zeta$}\mbox{\boldmath $\gamma$}O $=(^{1+q}$ となるも
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のとする。 $A_{\infty}(\chi)\otimes \mathrm{Q}_{p}$は、 Qp上有限次線形空間になること

が知られている。そこで char $A_{\infty}(\chi)$ により、 $A_{\infty}(\chi)\otimes \mathrm{Q}_{p}$に

おける $T=\gamma_{0^{-}}\cdot 1$ の作用に対する特性多項式を表し、 $\lambda_{\chi}$を

char $A_{\infty}(\chi)$ の次数とする。 $(p, \chi)$ に対する Greenberg 予想と

は、 Ferrero-Washington の定理から次を意味する。

Greenberg 予想 $(p, \chi)\lambda_{\chi}=0$ 即ち、 char $A_{\infty}(\chi)=1$
。

この予想を次の 3つの場合に分けて考える。 (A) $\chi(p)\neq 1$

かっ\mbox{\boldmath $\chi$}-l\mbox{\boldmath $\omega$}(p) $\neq 1\text{、}$ (B) $\chi^{-1}\omega(p)=1\text{、}(\mathrm{C})\chi(p)=1$ 。この

場合分けは、それぞれ局所単数群の構造が異なっていること

による。

$\lambda_{\chi\text{、}}$ char $A_{\infty}(\chi)$ には、Mazur氏-Wiles 氏 [MW] により証

明された岩澤主予想から得られる上界が存在する。以下、その

上界を説明する。 $g_{\chi}(T)$ を $p$ 進 $L$ 関数 $L_{p}(s, \chi)$ に対応する形

式的巾級数 $(g_{\chi}((1+q)^{1-s}-1)=L_{P}(s, \chi))$ とする。Ferrero-

Washington の定理と $p$進Weierstrass 準備定理から\g\mbox{\boldmath $\chi$}(T) $=$

$P_{\chi}(T)u_{\chi}(\tau)(P_{\chi}(\tau)$ :distinguished polynomial, $u_{x}(\tau):\mathbb{Z}[p[\tau]]$

の単数) と–意的に書ける。 (B) の場合、 $L_{p}(s, \chi)$ は自明な零

点を持つため、T–qは $P_{\chi}(T)$ を割る。そこで、 $(\mathrm{A})(\mathrm{C})$ の場

合、 $\tilde{P}_{\chi}(T)=P_{\chi}(\tau)\text{、}$ (B) の場合、 $\tilde{P}_{\chi}(T)=P_{\chi}(T)/(\tau-q)$

とおく。Mazur-Wiles の定理 (と因子 $T-q$回関する議論 $((\mathrm{B})$

の場合)) から、次の上界が得られる。

(上界) $\lambda_{\chi}\leq\deg\tilde{P}_{\chi}(\tau)$ , char $A_{\infty}(\chi)|\tilde{P}_{\chi}(T)$
。

81



ここで、 $\tilde{P}_{\chi}(T)=\prod_{i=1}^{r}P_{i()}Te_{i}(e_{i}\geq 1)$ と素因子分解し、各

$i_{\text{、}}n$ に対して、 自然数 $a_{i,n\text{、}}$ 多項式 $\mathrm{Y}_{i,n}(T)\in \mathbb{Z}[T]\text{、}$ 円単

数 $c_{i,n}$を以下のように定義する。 ( $k_{n},$ $p$ に対する Leopoldt 予

想が成立することから、 $a_{i,n}<\infty$ となる $([\mathrm{B}])$ 。)

定義 1. $\omega_{n}(T)=(1+T)^{p^{n}}-1,$ $\nu_{n}=\omega_{n}/\omega_{0}$とおく。

$p^{a_{i,n}}=\{$

$\mathbb{Z}_{p}[[T]]/(\omega_{n}, P_{i})\text{の}\mathrm{e}xp_{\mathrm{o}\mathrm{n}}\mathrm{e}\mathrm{n}i\cdots(A)(B)$

$\mathbb{Z}_{p}[[T]]/(\nu_{n}, P_{i})\text{の}$ exponenf $\cdots\cdot\cdot(C)_{0}$

$P_{i}(\tau)\mathrm{Y}i,n(\tau)\equiv p^{a}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d}i,n\{$

$\omega_{n}\cdots(A)(B)$

$\nu_{n}\cdots\cdot\cdot(C)$
。

定義 2. $\mathrm{e}_{i,n}\in \mathbb{Z}[\triangle]s.t$ . $\mathrm{e}_{i,n}\equiv e_{x^{\mathrm{m}\mathrm{o}}}\mathrm{d}p^{ai,n}$ かつ係数和が零。

$f_{n}$ : knの conductor $\text{、}\zeta_{fn}$ : 1の原始 fn乗根、 $t:p$ 上の $k$の素

イデアルによる剰余体の位数とおく。

$c_{i,n}=N_{\mathbb{Q}}(\mu f_{n})/k_{n}(1-\zeta fn)(t-1)\mathrm{e}_{i,n}\circ$

定理. 記号および設定は、以上の通りとする。

$P_{i}(T)$ \dagger char $A_{\infty}(\chi)\Leftrightarrow$ $(c_{i,n})^{Y_{i},(\tau}n)\not\in(\text{た_{}n})^{\cross p}a_{i,n}$

$\exists n\geq 0_{0}$

特に全ての $i$ で右辺が成立すれば、 $\lambda_{\chi}=0$ である。

系.

$P_{i}(T)$ {char $A_{\infty}(\chi)\Leftrightarrow(c_{i,n})\gamma_{i,n}(T)$ mod $L\not\in(\mathbb{Z}/l\mathbb{Z})\cross pa_{i,n}$

$\exists n\geq 0$
。
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$L$ は $\mathrm{Q}(\mu_{f_{n}})$ の 1次の素イデアル、 $l=L\cap \mathrm{Q}$
。

注意. $(\mathrm{A})(\mathrm{B})$ の場合、 $n=0$ では定理の右辺は $v_{p}(\# A0(x))<$

$v_{p}(P_{i}(0))$ と同値である。 (C) の場合、 $n=0$ では定理の右辺

は成立しない。

定理、系の右辺をそれぞれ

$(\mathrm{H}_{i,n})$ $(c_{i,n})^{Y_{i,n}(T)}\not\in(k_{n}^{\wedge^{\cross}})^{p^{a}}:,n$ ,

$(\mathrm{H}_{i,n},\iota)$

$(c_{i,n})^{Y_{i,n}(T)}$ mod ,$\mathrm{C}\not\in((\mathbb{Z}/\iota \mathbb{Z})^{\cross})^{p^{a_{i,n}}}$ for some $L|l$

とおく。 $(\mathrm{H}_{i,n})$ が成立するとき、 $(\mathrm{H}_{i,n+1})$ も成立することが

示される。

円単数 $c_{i,n}$ , 多項式 $\mathrm{Y}_{i,n}(T)$ , 自然数砺, $n$は、実際に計算可能

な明確な元であることに注意する。そのため系の右辺は、素

数 $l$ ( $\mathrm{f}n$を法として 1と合同) と有限体 $\mathrm{F}_{l}$の原始根を求めるこ

とにより各 $l$ごとに整数計算でその正否を確かめられる有効な

判定条件となっている。

\S 3数値例
定理 (または系) の判定条件を用いて、$P=3$ 、実 2次体

$k=\mathrm{Q}(\sqrt{m})$ ( $1<m<10^{4}\text{、}$ m:square-free) の Greenberg 予
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想を調べた。個数は、それぞれ $(\mathrm{A})3041(\mathrm{B})762(\mathrm{C})2279$ で

ある。

実 2次体んに対して、それぞれ次のような手順で予想の成

立を確かめた。 $(\mathrm{A})(\mathrm{B})$ の場合、 まず $n=o$ 、各 $i$ に対して、

注意で述べた $v_{p}(\# A_{0}(x))<v_{p}(P_{i}(0))$ が成立するかどうかを

調べる。ある $i$ で成立しなかった場合、あるいは (C) の場合、

$n=1$ で $l\equiv 1$ mod $\mathit{1}.c.m.(P^{a}nfi,,)n$ となる最初の 7個の素数

lのいずれかで\S 2の (Hi, $n,\mathrm{l}$ ) が成立するかどうかを調べる。成

立しなかった場合、 さらに $n=2$ 、残った $i$ で. . . と続けて

いく。

この手順によって全ての $i$ について定理 (または系) の右辺の

成立が確認される最小の $n$ を $n_{0}=n_{0}(k)$ とする。 $(\mathrm{A})(\mathrm{B})(\mathrm{C})$

それぞれの場合に、 $n_{0}=0,1,2,3,\cdots$となる体の $m$ の

$\text{値を_{}\tilde{P}_{x}}(\tau)$ が既約であるか可約であるかに分けて表にまとめ

た。 ただし、 $(\mathrm{A})(\mathrm{B})(\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{P}\cdot (\mathrm{C}))$ の場合、 $\tilde{P}_{\chi}(T)$ が既約かつ

$no=\mathit{0}(\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{p}. 1)$ となるものについては、個数を#の後に記し

ている。また、 $(\lambda^{*})$ は $\deg\tilde{P}_{x}(\tau)$ を表している。
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Table Al: Irreducible case.

Table A2: Reducible case.
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Table Bl: Irreducible case.

Table B2: Reducible case.
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Table Cl: Irreducible case.

Table C2: Reducible case.
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\S 4定理の説明
簡単のため、 (A) の場合に限って説明する。 k\infty 。の最大 p-

分岐アーベル $P$-拡大を $M$とすると、岩澤主予想によって、

$G\mathrm{a}1(M/k_{\infty})$ の\mbox{\boldmath $\chi$}-part の特性多項式は $P_{\chi}(T)$ となる。ここで、

類体論から、この拡大における惰性群の合成と ($p$ 上の素点の

局所単数群)/(単数群の閉包) の構造が結び付けられる。–方、

岩澤 $([\mathrm{I}1])_{\text{、}}$ . $G\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{d}([\mathrm{G}\mathrm{i}])$ によって、(局所単数群)/(円単数群)

の $\mathbb{Z}_{P}[[\mathrm{G}\mathrm{a}1(k\infty/k)]]-$ 加群の構造が岩澤多項式を用いて表され

ている。この結果を用いて、円単数 $c_{i,n}$と多項式鞍 n(T) によ

り、 (局所単数群)/(単数群) の $\chi$-part の特性多項式が $P_{i}(T)^{e_{i}}$

できっかり割れる条件を表したの力柄 2の $(\mathrm{H}_{i,n})$ たちである。

なお系は、 Chebotarev の密度定理を用いて得られる。

$(\mathrm{B})(\mathrm{C})$ の場合にも同様な方針で、判定条件を得ることがで

きる。
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