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1. はじめに

数理計画法では、数理計画問題が与えられたとき、 これに付随する問題として双対問題
がよく知られているが、本論文では、与えられた問題の目的関数と制約関数を交換し、そ
して minimize (inaximize) を maximize (minimize) で置き換えた問題を考察する。このよ

うな問題は逆問題とよばれ、Cassidy, Field, and Sutherland [1] によって、 これら 2つの問

題の最適解と最適値の関係が示された。その後、Mangasarian [4] は、線形ベクトル値最小
化問題に対し、逆問題を定義し、 2つの問題が共通のパレート最適解をもつための条件を
求めた。
このような逆問題は、経済分析において双対アプローチとよばれている。例えば、家計

は与えられた予算制約の下で、 自己の効用が最大となるように消費計画を決定すると仮定
されている (効用最大化問題)。これに対して、双対アプローチでは、家計は、一定水準以
上の効用を保証する消費計画の中で支出額が最も少ないものを選択すると仮定されている
(費用最小化問題)。 この場合、効用最大化問題の最適解は費用最小化問題の最適解である
ことが–般に知られている。
本論文の目的は、 ある与えられた非線形のベクトル値最小化問題に対し、逆問題である
ベクトル値最大化問題を定義し、 これら 2つの問題の (弱) パレート解集合と (弱) パレー

ト最適値写像の間に成立する関係を調べることである。 さらに、 これらの問題に共通する
シンメトリックラグランジュ関数とその鞍点を定義し、鞍点の存在性とこれらの問題の最
適解および最適値写像との関係を考察する。

2. 問題の定式化と基本的結果

ここでは、以下の分析に用いられる記号、定義および基本的な結果を与える。
$R^{7?}$ を $ll$ 次元ユークリッド空間とし、 $x\equiv(x_{1}, x_{2,n}\ldots, X)T\in R^{n}$ とする。 ただし、 $x_{i}\in$

$R,$ $i$. $=1,2,$ $\cdots,$
$\uparrow \mathit{1}$ であり、 $T$ はベクトルの転置を表す。 $R^{n}$ の非負象限を $R_{+}^{71}\overline{=}\{x\in$

$R\}’|.’\iota_{\mathrm{i}}’.\geqq 0,$ $i=1,\mathit{2},$ $\cdots,$
$\uparrow?,\}$ によって表す。任意のベクトル $x,$ $y\in R^{n}$ に対し、 内積を

$\langle$ X, $y\rangle$ $\equiv\sum_{i=1}^{n}x_{i}y_{j}$ によって表す。 $x,$ $y\in R’$? に対し、

$.\gamma j\leqq y$ iff $x_{i}\leqq 1/i,$ $i,$ $=1,2,$ $\cdots,$ $n$

$x\leq y$ iff $x_{i}\leqq y_{i},$ $i=1,\mathit{2},$ $\cdots,$ $\uparrow\iota,$ $x\neq y$

$\backslash ’\iota\cdot$. $<y$ iff $x_{i}.<?/i,$ $i=1,\mathit{2},$ $\cdots,$ $n$

とかく。
空でない部分集合 $S\subseteq R^{n}$ に対し、 $S^{*}\equiv\{y\in R^{n}|\langle x, y\rangle\leqq 0, \forall_{\backslash }x\in S\}$ を $S$ の極錐と

いう。定義から明らかなように、極錐は空でない閉凸錐である。
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$S\subseteq R^{71}$ を空でない任意の部分集合とし、 $x^{o}\in S$ とする。ベクトル $d\in R^{n}$ はゼロに収
束する正の実数列 $\{t_{\iota},\}$ および $d$ に収束する点列 $\{d^{n}\}$ が存在し、すべての自然数 $ll$ に対.
し、 $x^{o}+t_{n}.d^{7?}\in S$ が成立するとき、 $S$ の $x^{o}$ における接ベクトルといわれる。 $S$ の $x^{O}$ に

おける接ベクトルの全体からなる集合を接錐といい、 $T(S;X^{O})$ とかく。 $S$ の $x^{o}\in S$ にお

ける接錐の極馬 $T(S;x^{O})^{*}$ を $S$ の $x^{o}$ における normal cone といい、 $\Lambda^{T}(S;x^{O})$ かく。
$f$ : $R^{l?}arrow R$ を $x^{O}\in R^{7?}$ において連続微分可能な実数値関数とする。このとき、 $f$ の $x^{O}$

における勾配ベクトルを $\nabla f(x^{o})$ によって表す。 ただし、 $\nabla f(x^{o})$ は横ベクトルとする。

.. ベクトル値関数 $f\equiv(f1, f_{2}, \cdots, f_{\ell})$ : $R^{l}’arrow R^{\ell}$ は、各成分五: $R^{n}arrow R$ が凸関数 (凹関
数) であるとき、 凸関数 (曲関数) であるといわれる。

$c\iota\in R^{\ell}$ および $b\in R^{\mathit{7}?\mathrm{t}}$ をある与えられたパラメータとし、 $Q_{0}\subseteq R^{n}$ を空でない任意の
凸集合とし、 $f_{i}$ : $R^{?l}arrow R,$ $i,$ $=1,\mathit{2},$ $\cdots,$

$l$ を連続微分可能な凸関数とし、 $jC_{j}$ : $R^{n}arrow R,$ $j=$
$1$ , 2, $\cdots,$ $?7l$ を連続微分可能な凹関数とする。 このとき、 つぎのベクトル値最適化問題を考
えよう。

$(\mathrm{P}_{1})$ $|\mathrm{s}\iota\iota 1\mathrm{J}\mathrm{j}\mathrm{e}\mathrm{C}\iota 11\mathrm{i}_{1}1\mathrm{i}\mathrm{n}1.\mathrm{i}\mathrm{z}\mathrm{t}\mathrm{t}\mathrm{e}_{\mathrm{O}}$ $.f(x).\equiv(,f_{1}(\backslash \mathrm{q}_{J}x^{\backslash }\in Q(g\cdot b)’\equiv),fQ\mathrm{o}2(X)\cap.\{_{l\prime}’\backslash \cdot,\cdot\in. ,R^{\eta}’|f_{\ell(X)}g)^{T}j(_{X})\geqq b_{j}, j=1,2, \cdots, \prime n\}$

$(\mathrm{P}_{2})$ $|\mathrm{s}\mathrm{u}1\supset \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}\mathrm{i}_{1}\iota \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{z}\mathrm{j}\mathrm{e}\mathrm{c}\cdot \mathrm{t}\mathrm{t}\mathrm{e}_{\mathrm{O}}x\in QjC(X)\equiv(cJ.1((f,c\iota)’\equiv 1),cj‘ \mathit{2}(_{X),\cdots,(}Q\mathrm{o}\cap\{X\in R^{7}\mathrm{t}|fJ\zeta_{\eta}\iota \mathrm{t}\prime c))(x)\leqq Cl\}\tau$

ベクトル値最大化問題 (P2) は、 $(\mathrm{P}_{1})$ の逆問題とよばれる。このとき、問題 $(\mathrm{P}_{1})$ は (P2)
の逆問題である。
問題 $(\mathrm{P}_{1})$ および (P2) に対し、最適解を以下のように定義する。

定義 2.1. $x^{O}\in Q(g;b)$ は $f(x)\leq f(x^{o})$ を満たす $x\in Q(cj;b)$ が存在しないとき、問題
$(\mathrm{P}_{1})$ めパレート最小解といわれる。$X^{O}\in Q(f;c\iota)$ は $g(x^{O})\leq g(x)$ を満たす $x\in Q(f;a)$ が

存在しないとき、問題 (P2) のパレート最大解といわれる。

定義 2.2. $x^{o}\in Q(g;b)$ は $f(x)<f(x^{o})$ を満たす $x\in Q(g;b)$ が存在しないとき、問題
$(\mathrm{P}_{1})$ の弱パレート最小解といわれる。 $x^{O}\in Q(f;c\iota)$ は $g(X^{o})<g(x)$ を満たす $X\in Q(f;a)$

が存在しないとき、問題 (P2) の弱パレート最大解といわれる。

問題 $(\mathrm{P}_{1})$ および (P2) に対し、

$\Phi(b)$ $\equiv$ { $f(x)\in R^{\ell}|x\in Q(g;b)$ は問題 $(\mathrm{P}_{1})$ のパレート最小解}
$\Phi^{\iota \mathrm{t})}(b)\equiv$ { $f(x)\in R^{\ell}|x\in Q(g;b)$ は問題 $(\mathrm{P}_{1})$ の弱パレート最小解}
$\Psi(a)$ $\equiv$ { $g(x)\in R^{n\mathrm{t}}|x\in Q(f;c\iota,)$ は問題 (P2) のパレート最大解}
$\Psi^{w}(a)\equiv$ { $g(x)\in R^{n\nu}|x\in Q(f;a)$ は問題 (P2) の弱パレート最大解}

とおき、 それぞれ、パレート最小値写像、弱パレート最小値写像、パレート最大値写像お
よび ‘o弱レート最大値写像とよぶ。
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$X^{O}\in Q(g;b)$ を任意にとろう。 このとき、

$J(x^{o})\equiv\{i\in\{1,2, \cdots, m\}|g_{j}(X^{o})=b_{j}\}$

とおく。 同様に、 $x^{o}\in Q(g;b)$ に対し、

$I(x^{o})\equiv\{i\in\{1,\mathit{2}, \cdots, \ell\}|f_{i}(x^{o})=a_{i}.\}$

とおく。
問題 $(\mathrm{P}_{1})$ および (P2) に対し、以下の補題が成立する。各補題の証明については、 前田

[3] を参照されたい。

補題 2.1. $x^{o}\in Q(g;b)$ が問題 $(\mathrm{P}_{1})$ の弱パレート最小解であれば、

$\nabla f(X^{o})d<0$ (1)
$\langle\nabla g_{j}(_{X}o), d\rangle>0$ , $j\in J(X^{O})$ (2)

を満たす $d\in T(Q\mathrm{o};x^{o})$ は存在しない。ただし、 $\nabla f(X^{O})$ は第 $i$ 行が $\nabla f_{i}(x^{o})$ である $l$ 行
$?l$ 列行列である。

補題 22. $x^{O}\in Q(g;b)$ が問題 $(\mathrm{P}_{1})$ の弱パレート最小解であれば、

$. \langle\sum_{i=1}\lambda i\nabla f.i(_{X).\sum_{j=}^{m}..(}.\cdot.O^{\cdot}-p.1l\iota j\nabla_{\mathit{9}}j.X^{\mathit{0}}), d\rangle\geqq 0$ , $\forall d\in\Lambda^{T}(Q;x^{O})$ (3)

$l^{\mathrm{t}_{j}(g}j(_{X}o\mathrm{I}-bj)=0$ , $j=1,\mathit{2},$ $\cdots,$
$7\gamma l$ (4)

$\lambda\equiv(\lambda_{1,2}\lambda, \cdots, \lambda p)^{T}\geqq 0$ , $\mu\equiv(\mu_{1}, \mu_{2\mu}, \cdots,m)^{T}\geqq 0$ (5)

を満たす同時にはゼロではないベクトル $\lambda\in R^{\ell},$ $\ell\iota\in R^{m}$ が存在する。

補題 23. $x^{o}\in Q(g;b)$ を問題 $(\mathrm{P}_{1})$ の実行可能解とし、 $\{d\in R^{n}|\langle\nabla_{Jj}c(X^{o}), d\rangle>0,$ $j\in$

$J(X^{O})\}\cap T(Q_{0}; x)\mathit{0}\neq\emptyset$ が満たされているものとする。このとき、 $X^{O}$ が問題 $(\mathrm{P}_{1})$ の弱パ
レート最小解であるための必要十分条件は、 (3), (4) および

$\lambda\equiv(\lambda_{1}, \lambda_{2}, \cdots, \lambda_{\ell})^{T}\geq 0$, $\mu\equiv(\ell l_{1\mu 2},,$ $\cdot$ . . , $l^{\iota_{m})^{T}}\geqq 0$ (6)

を満たす $\lambda\in R^{\ell},$ $l^{l}\cdot\in R^{n\iota}$ が存在することである。

補題 24. $x^{O}\in Q(g;b)$ を問題 $(\mathrm{P}_{1})$ の実行可能解とし、各 $i=1,2,$ $\cdots,$
$l$ に対し、

$\langle\nabla f_{k}.(x)O, d^{\mathrm{i}}\rangle<0$ , $k=1,\mathit{2},$ $\cdots,$
$\ell,$ $k\neq i$ (7)

$\langle\nabla g_{j}(x)\mathit{0}, d^{i}\rangle>0$ , $j\in J(_{X^{o}})$ (8)

を満たす $d^{\mathrm{i}}\in T(Q_{0}; X^{o})$ が存在するものとする。 このとき、 $\iota \mathrm{t}^{\backslash }.O$ が問題 $(\mathrm{P}_{1}.)$ のパレ一 $\text{ト}.\cdot$ 最

小解であるための必要十分条件は、

$\langle\sum_{i=1}\lambda_{i}\nabla f\ell.i(X)O-j\sum_{=1}ml\iota j\nabla g_{j()}x^{O}, d\rangle\geqq 0$ , $\forall d\in N(Q_{0;x^{o}})$ $(- 9)$

$\mu_{j}(gj(_{X^{O}})-b_{j})=0$ , $j=1,\mathit{2},$ $\cdots,$ $m$ (10)
$\lambda\equiv(\lambda_{1}, \lambda_{2,\ell}\ldots, \lambda)^{\tau}>0$ , $\mu\equiv(\mu_{1}, \mu_{2,\cdots,\mu}m)^{T}\geqq 0$ (11)

を満たす $\lambda\in R^{\ell},$ $l^{l}\in R^{m}$ が存在することである。

135



補題 25. $x^{o}\in Q(f;a)$ が問題 (P2) の弱パレート最大解であれば、

$\langle\nabla f_{?}\cdot(x^{O}), d\rangle<0$ , $i\in I(x^{o})$ (12)

$\nabla g(x^{O})d>0$ (13)

を満たす $d\in T(Q_{0;}x)O$ は存在しない。

補題 26. $x^{O}\in Q(f;a)$ が問題 (P2) の弱パレ一ト最大解であれば、

ぐ

$\langle\sum_{=j1}\lambda_{i}\nabla f_{\}}(x)O-\sum_{=j1}\ell l_{j}\nabla CJj(X^{O}), d\rangle\geqq 0$
, $\forall d\in N(Q0;x^{o})$ (14)

$\lambda_{i}(fi(x^{O})-ai)=0.$,
$i,$ $=1,2,$ $\cdots,$

$\ell$ (15)
$\lambda\equiv(\lambda_{1}, \lambda_{2,\ell}\ldots, \lambda)^{\tau}\geqq 0$ , { $l,$ $\equiv(_{l^{\iota}}1, l\iota_{2,\ell}. ., ,l_{m})^{\tau}\geqq 0$ (16)

を満たす同時にはゼロではないベクトル $\lambda\in R^{p},$ $\ell_{l\in}R\eta \mathit{1}$ が存在する。

補題 27. $x^{O}\in Q(f;a)$ を問題 (P2) の実行可能解とし、 $\{d\in R^{n}|\langle\nabla f_{i}(x^{o}), d\rangle<0,$ $i\in$

$I(x^{o})\}\mathrm{n}\tau(Q_{0}; x^{o})\neq\emptyset$ が満たされているものとする。 このとき、 $x^{O}$ が問題 (P2) の弱パ
レート最大解であるための必要十分条件は、

$\langle\sum_{\mathrm{i}=1}\lambda i\nabla f\ell\dot{|}(_{X^{o}})-\sum_{j=1}l\iota_{j}\nabla gj(_{X^{o}})m, d\rangle\geqq 0$ , $\forall d\in\Lambda^{T}(Q_{0;}x^{o})$ (17)

$\lambda_{i}(f_{i}(x^{O})-c\iota_{j})=0$ , $i=1,\mathit{2},$ $\cdots,$
$l$ (18)

$\lambda\equiv(\lambda_{1}, \lambda_{2,\ell}\ldots, \lambda)^{\tau}\geqq 0$ , $\ell_{l\equiv}(\ell l_{1}, \{\iota_{2}, \cdot . . , \mu_{n?})^{T}\geq 0$ (19)

を満たす $\lambda\in R^{\ell},$ $\ell\iota\in R^{7?1}$ が存在することである。

3. 主要な結果

ここでは、 問題 $(\mathrm{P}_{1})$ および (P2) の間に成立する関係を与えよう。

定理 31. $x^{O}\in Q(g;b)$ を問題 $(\mathrm{P}_{1})$ の弱パレート最小解とする。このとき、 $\nabla f(x^{O})_{\mathrm{C}}\overline{l}<0$

を満たす $c\overline{l}\in T(Q_{0;x^{o}}.)$ が存在すれば、 $x^{O}$ は $a\equiv f(X^{o})$ に対する問題 (P2) の弱パレート
最大解である。すなわち、 $f(X^{O})\in\Phi^{w}(b)$ であれば、 $g(x^{o})\in\Psi^{w}(f(x^{O}))$ である。

証明 $jC(X)\circ\not\in\Psi^{w}(f(x^{O}))$ と仮定しよう。このとき、 $f(\overline{x})\leqq f(x^{o}),$ $g(\overline{x})>g(.x^{o})$ を満た
す溶 $\in Q_{0}$ が存在する。仮定から、 $f$ は凸関数であり、 $g$ は凹関数なので、

$\nabla f(x^{O})(.\overline{X\backslash }-x^{o})\leqq f(\overline{x})-f(X^{o})\leqq 0$ (20)

$\nabla g(x^{O})(\mathrm{t}\overline{\gamma’.}-X^{o})\geqq g(.\overline{t.})-\mathit{9}(_{X^{o}})>0$ (21)
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が成立する。 さらに、 $Q\mathrm{o}$ は凸集合なので、 $\overline{x}-x^{O}\in T(Q_{0;}x)O$ である。 $d\equiv\overline{x}-X^{O}$ とおこ

う。 このとき、十分小さな実数 $t>0$ に対し、

$\nabla f(x^{O})(d+t\overline{d})<0$ (22)
$\nabla g(x)O(d+t,c\overline{l})>0$ (23)
$d+t,c\overline{l}\in T(Q_{0;x^{o}})$ (24)

が成立するが、 これは $x^{o}$ が問題 $(\mathrm{P}_{1})$ の弱パレート最小解であることに反する。 手

玉 3.1. 定理 3.1において、 $g(x^{o})>b$ は成立しない。 したがって、 $J(x^{O})\neq\emptyset$ である。

定理 3.1 において、 $f(x^{o})\in\Phi^{w}(b)$ であれば、 $f(X^{o})\in\Phi^{w}(g(X^{o}))$ である。 したがって、
$f(x^{o})\in\Phi^{w}(\Psi^{\mathrm{u}})(f(X)O)),$ $jC(x^{o})\in\Psi^{w}(\Phi^{w}(jC(x)O))$ が成立する。ただし、 $\Phi^{w}(\Psi^{w}(f(x^{O})))\equiv$

$\bigcup_{\simeq\in\Psi^{\mathrm{u}}’(f}(x^{\circ}))\Phi^{\iota v}(\approx)$ である。特に、 $g(x^{o})=b$ であれば、 $b\in\Psi^{\iota v}(\Phi^{w}(b))$ である。

定理 32. $x^{O}\in Q\text{げ}$ ; $a$ ) を問題 (P2) の弱パレート最大解とする。このとき、 $\nabla_{jC}(X)oC\overline{\iota}>0$

を満たす $c\overline{l}\in T(Q_{0;}x)O$ が存在すれば、 $X^{O}$ は $b\equiv_{jC(X^{o}}$ ) に対する問題 $(\mathrm{P}_{1})$ の弱パレート最
小解である。すなわち、 $g(X^{o})\in\Psi^{\iota v}(a)$ であれば、 $f(X^{o})\in\Phi^{w}(g(X^{o}))$ が成立する。

注 32. 定理 32において、 $f(X^{o})<a$ は成立しない。 したがって、 $I(x^{o})\neq\emptyset$ である。

定理 32において、 $jC(X^{o})\in\Psi^{w}(a)$ であれば、 $g(X^{o})\in\Psi^{w}(f(x^{o}))$ である。 したがって、
$f(x^{o})\in\Phi^{\iota v}(\Psi^{\mathrm{t}v}(f(x\mathrm{I}O)), jC(X^{o})\in\Psi^{w}(\Phi^{w}(g(X^{o})))$ が成立する。特に、 $f(x^{o})=a$ であれば、
$a\in\Phi^{w}(\Psi^{w}(a))$ である。

定理 33. $x^{O}\in Q(g;b)\cap Q(f;a)$ において、

$\nabla f(_{X^{O}})d^{1}<0$ (25)
$\nabla g(x^{O})d^{2}>0$ (26)

を満たす $d^{1},$ $d^{2}\in T(Q_{0;x^{o}})$ が存在するものとする。 $x^{O}$ が問題 $(\mathrm{P}_{1})$ の弱パレート最小解
ならば、 $x^{O}$ は $c\iota\equiv f(x^{o})$ に対する問題 (P2) の弱パレート最大解である。逆に、 $X^{O}$ が問

題 (P2) の弱パレート最大解ならば、 $x^{O}$ は $b\equiv g(X^{o})$ に対する問題 $(\mathrm{P}_{1})$ の弱パレート最小
解である。すなわち、 $f(x^{o})\in\Phi^{w}(g(x^{\mathit{0}}))$ であるための必要十分条件は $g(x^{o})\in\Psi^{w}(f(x^{O}))$

が成立することである。

定理 3.1, 3.2および 3.3から、問題 $(\mathrm{P}_{1})$ , (P2) において、 $f(x^{o})\in\Phi^{w}(g(x^{O}))$ であるた

めの必要十分条件は $jC(X)O\in\Psi^{w}(f(X^{o}))$ が成立することである。

定理 34. $x^{O}\in Q(g;b)\cap Q(f;a)$ において、定理 33の仮定はすべて満たされているもの
とする。 さらに、 $f(x^{1})\leqq a,$ $g(x^{1})=b$ および $f(x^{2})=a,$ $g(x^{2})\geqq b$ を満たす $x^{1},$ $x^{2}\in Q\mathrm{o}$

が存在するものとする。このとき、 $a\in\Phi^{w}(b)$ であるための必要十分条件は $b\in\Psi^{w}(a)$ が

成立することである。
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証明 $a\in\Phi^{\iota v}(b)$ とする。このとき、 $x^{O},$ $x^{1}$ は問題 $(\mathrm{P}_{1})$ の弱パレート最小解である。ゆえ
に定理 33から、 $g(x^{o})\in\Psi^{w}(f(x^{O}))$ が成立する。 さらに、 このとき $jC(X^{o})\in\Psi^{w}(a)$ が成立

する。実際、 $g(.\overline{\mathrm{z}^{\backslash }\backslash _{\prime}})>g(x^{o}),$ $f(\overline{x})\leqq a$ を満たす $\overline{x}\in Q_{0}$ が存在すると仮定しよう。任意の実数
$\lambda\in(0,1)$ に対し、 $x^{\lambda}\equiv\lambda\overline{x}^{\mathrm{I}}+(1-\lambda)X^{o}$ とおくと、 $x^{\lambda},\in Q\mathrm{o},$ $g\langle x^{\wedge})>g(X^{O})\geqq b,$ $f(x^{\lambda})\leqq a$

である。ゆえに、 $x^{\lambda}$ は問題 $(\mathrm{P}_{1})$ の弱バレ一 }$\backslash$ 最小解である。 さらに、 $f$ は連続微分可能
なので、十分小さな $\lambda>0$ に対し、 $\nabla f(x^{\lambda})d^{1}<0,$ $d^{1}\in T(Q_{0;}X\lambda)$ が成立するが、 これは

$x^{\lambda}$ が問題 $(\mathrm{P}_{1})$ の弱パレート最小解であることに反する。
$b\not\in\Psi^{w}(cl)$ であれば、 $g\text{屋}$ ) $>b,$ $f(\hat{x})\leqq a$ を満たす $\hat{x}\in Q_{0}$ が存在する。このとき、任意
の実数 $\lambda\in(0,1)$ に対し、 $x^{\lambda}\equiv\lambda\hat{x}+(1-\lambda)X^{o}$ とおくと、 $x^{\lambda}$ は問題 $(\mathrm{P}_{1})$ の弱パレート最
小解であり、かつ十分小さな実数 $\lambda>0$ に対し、 $\nabla f(x^{\lambda})d^{1}<0,$ $d^{1}\in T(Q_{0};x^{\lambda})$ が成立す

るが、 これは $x^{\lambda}$ が問題 $(\mathrm{P}_{1})$ の弱パレート最小解であることに反する。ゆえに、 $b\in\Psi^{w}(a)$

が成立する。
逆の証明についても同様である。 $\square$

定理 35. 問題 $(\mathrm{P}_{1})$ および (P2) において、 $f_{i}$ : $R^{\eta}arrow R,$ $i=1,\mathit{2},$ $\cdots,$
$l$ は狭義凸関数で

あり、 $jC_{j}$ : $R^{l1}arrow R,$ $j=1,2,$ $\cdots,$
$\uparrow n$ は狭義凹関数であるとする。このとき、

$a\in\Phi^{w}(b)\Leftrightarrow b\in\Psi^{w}(a)$

であるための必要十分条件は $f(x^{*})=a,$ $g(x^{*})=b$ を満たす $x^{*}\in Q\mathrm{o}$ が存在することで
ある。

証明 必要性 : $a\in\Phi^{\tilde{w}}(b)$ であれば、 $f(x^{*})=a,$ $g(x^{*})\geqq b$ を満たす $x^{*}\in Q_{0}$ が存在す
る。 このとき、 $x^{*}$ は問題 (P2) の実行可能解である。 $g(x^{*})\neq b$ と仮定しよう。 $b\in\Psi^{w}(c\iota)$

なので、 $jC(\backslash \overline{\mathrm{t}\prime’})=b,$ $f(\overline{x})\leqq a$ を満たす $\backslash \overline{\tau}\in Q_{0}$ が存在する。仮定から、 $f_{i},$ $i$. $=1,2,$ $\cdots,$
$\ell$

は狭義凸関数であり、 $g_{j},.j=1,\mathit{2},$ $\cdots,$ $??l$ は狭義母関数なので、任意の実数 $\lambda\in(0,1)$ に

対し、

$f(\lambda x^{*}+(1-\lambda)\mathrm{t}\overline{T^{\backslash }})<\lambda f(X*)+(1-\lambda)f(\overline{X})\leqq a$

$g(\lambda x^{*}+(1-\lambda)\backslash \overline{X})>\lambda g(X^{*})+(1-\lambda)g(_{\overline{\mathit{2}’}}..)\geq b$

が成立する。他方、 $Q\mathrm{o}$ は凸集合なので、 $\lambda x^{*}+(1-\lambda)\overline{x}\in Q\mathrm{o}$ であるが、 これは $x^{*}$ が問

題 $(\mathrm{P}_{1})$ の弱パレート最小解であることに反する。 ゆえに、 $g(x^{*})=b$ である。

十分性 : $f(x^{*})=a,$ $g(x^{*})=b$ を満たす $x^{*}\in Q_{0}$ が存在すると仮定する。
$c\iota\in\Phi^{w}(b)$ であれば、 このとき、 $x^{*}$ は問題 $(\mathrm{P}_{1})$ の弱パ $\text{レート最小解である_{。}}$ .

$\text{さ}$ て
$\text{、}$

$b\not\in\Psi^{u}’(a)$ と仮定しよう。このとき、 $g(\overline{x})>b,$ $f(\overline{x})\leqq a$ を満たす $\overline{x}\in Q\mathrm{o}$ が存在する。仮
定から、 $f_{i},$ $i=1,2,$ $\cdots,$

$\ell$ は狭義凸関数であり、 $g_{j},$ $j=1,\mathit{2},$ $\cdots,$ $m$ は狭義凹関数なので、
任意の $\lambda\in(0,1)$ に対し、

$f(\lambda x^{*}+(1-\lambda)\overline{x})<\lambda f(X^{*})+(1-\lambda)f.(\overline{x})\leqq c\iota$

$g(\lambda x^{*}+(1-\lambda)\overline{x})>\lambda g(x^{*})+(1-\lambda)\mathit{9}(\overline{x})>b$
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が成立する。他方、 $Q_{0}$ は凸集合なので、 $\lambda x^{*}+(1-\lambda)_{\overline{X}}\in Q\mathrm{o}$ であるが、 これはかが問

題 $(\mathrm{P}_{1})$ の弱パレート最小解であることに反する。ゆえに、 $b\in\Psi^{w(}.a$ )
$\backslash$

である。

逆の証明についても同様である。 $\square$

定理 35から、つぎの系がえられる。

系 31. 問題 $(\mathrm{P}_{1})$ および (P2) において、定理 35の仮定はすべて満たされているもの
とする。 さらに、 $f(x^{*})=a,$ $g(x^{*})=b$ を満たす $x^{*}\in R^{n}$ が存在するものとする。 このと

き、 $a\in\Phi^{\iota\iota}’(\Psi^{\mathrm{t}v}(c\iota)),$ $b\in\Psi^{w}(\Phi^{w}(b))$ が成立する。

同様にして、つぎの定理がえられる。

定理 36. 問題 $(\mathrm{P}_{1})$ および (P2) において、少なくともひとつの $f_{i}$ : $R^{n}arrow R,$ $i=$

$1,2,$ $\cdots$ , (は狭義凸関数であり、かつ少なくともひとつの $g_{j}$ : $R^{n}arrow R,$ $i=1,\mathit{2},$ $\cdots,$ $m$ は

狭義凹関数であるとする。このとき、

$a\in\Phi(b)\Leftrightarrow b\in\Psi(c\iota)$

であるための必要十分条件は

$f(x^{*})=C\iota,$ $g(_{X^{*}})=b$

を満たす $x^{*}\in Q_{0}$ が存在することである。

系 32. 問題 $(\mathrm{P}_{1})$ および (P2) において、定理 36の仮定はすべて満たされているもの
とする。 さらに、 $f(x^{*})=c\iota,$ $g(x^{*})=b$ を満たす $x^{*}\in R^{n}$ が存在するものとする。 このと

き、 $c\iota\in\Phi(\Psi(a)),$ $b\in\Psi(\Phi(b))$ が成立する。

4. 鞍点問題と逆問題

問題 $(\mathrm{P}_{1})$ および (P2) に関連して、シンメトリックラグランジュ関数 (symmetric Lagrangiall
function) $L:R^{\ell}\cross Q_{0}\mathrm{x}R^{m}arrow R\mathrm{g}$

$L( \lambda, x, \mu)\equiv\sum_{i=1}^{c}\lambda i(fi(X)-ai)-\sum llj(jm=1gj(X)-bj)$ (27)

によって定義しよう。

定義 4.1. $(\lambda^{o}, x^{o}, \ell l^{O})\in R_{+}^{\ell}\cross Q_{0}\cross R_{+}^{m}$ は、

$L(\lambda,$ $x^{O},$ $\ell^{(,)}\leqq L(\lambda \mathit{0}, X, ll^{O})O\leqq L(\lambda \mathit{0},\mu x,)\mathit{0},$ $\forall x\in Q\mathrm{o},$ $\lambda\in R_{+}^{\ell},$ $\mu\in R_{+}^{m}$ (28)

が成立するとき、 $L$ の鞍点といわれる。

定理 4.1. $(\lambda^{O}, x^{oO}, \ell l,)\in R_{+}^{\ell}\cross Q_{0}\cross R_{+}^{n\mathit{1}}$ がシンメトリックラグランジュ関数 $L$ の鞍点で

あれば、
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(i) $f(X^{o})\leqq C\iota,$ $g(x^{o})\geqq b$

(ii) $\lambda_{i}^{o}(f_{i}(x^{O})-aj)=0$ , $i=1,\mathit{2},$ $\cdots,$
$l$

(iii) $\{\iota_{j}^{o}(gj(x^{O},)-bj)=0,$ $j=1,\mathit{2},$ $\cdots,$
$\uparrow 7\nu$

(iv) $L(\lambda^{oo}, X, l\iota^{o})=0$

が成立する。

証明 $(\lambda^{o}, x^{o}, \mu^{o})$ を $L$ の鞍点とする。(28) に $\lambda=\lambda^{O},$ $l^{\iota=\mu^{o}}+e^{j},$ $j=1,\mathit{2},$ $\cdots,$ $m$ を代
入すると、 $jC_{j}(x^{o})-bj\geqq 0,$ $j=1,2,$ $\cdots,$

$n\mathrm{t}$ がえられる。だだし、 $e^{j}\in R^{m}$ は第 $j$ 成分が 1
であり、その他の成分がすべてゼロであるベクトルである。再び、(28) に $\lambda=\lambda^{O},$ $\mu=0$ を

代入すると、 $\sum_{j1}^{7}1?(=l^{\iota_{j}^{O}}g_{j}(x^{O})-bj)\leqq 0$ がえられる。 $\mu_{j}^{o}\geqq 0,$ $g_{j}(x^{O})-b_{j}\geqq 0$ なので、 このと

き、 $l^{l_{j}^{o}}(g_{j}(X^{o})-bj)=0,$ $i=1,2,$ $\cdots,$ $m$ である。同様にして、 $f(X^{O})\leqq a,$ $\lambda_{i}^{o}(f_{i}(x^{O})-ai)=$

$0,$ $i,$ $=1,2,$ $\cdots,$
$\ell$ であることが示される。 (iv) が成立することは、 (ii), (iii) から明らかで

ある。 $\square$

定理 42. $(\lambda^{oo}, x, l^{l^{O}})\in R_{+}^{p}\cross Q_{0}\mathrm{x}R_{+}^{n?}$ をシンメトリックラグランジュ関数 $L$ の鞍点と
する。 $\lambda^{o}\geq 0,$ {$l^{o}\geq 0$ であれば、 $X^{O}$ は問題 $(\mathrm{P}_{1})$ の弱パレート最小解であり、 (P2) の弱パ
レート最大解である。すなわち、 $f(x^{o})\in\Phi^{w}(b),$ $g(x)\mathit{0}\in\Psi^{w}(c\iota)$ である。

証明 $(\lambda^{oo}, x, l^{l^{O}})$ が $L$ の鞍点であれば、定理 4.1の (i) から、 $x^{O}$ は問題 $(\mathrm{P}_{1})$ , (P2) の
実行可能解である。 さらに (iii) から、任意の $x\in Q(g;b)$ に対し、

$\sum_{i=1}^{p}\lambda^{o}.ifi(X^{O})\leqq.\sum_{1=1}\ell\lambda_{ifi(X)-\sum_{=1}(x)b_{j}}\mathit{0}\cdot jm\mu_{j}^{O}(g_{j}-)\leqq\sum_{i=1}^{\ell}\lambda_{if_{\dot{\tau}}}O(_{X)}$

が成立する。 $\lambda^{o}\geq 0$ なので、 このとき、 $f(x)<f(X^{O})$ を満たす $x\in Q(gi^{b)}$ は存在しない。
ゆえに、 $?j^{O}$ は問題 $(\mathrm{P}_{1})$ の弱パレート最小解である。
同様に、任意の $x\in Q(f;c\iota)$ に対し、

$- \sum_{j=1}^{m}ll^{o}gjj(x)\mathit{0}\leqq\sum_{\mathrm{i}=1}\ell\lambda_{i}^{o}.(f_{i}(x)-c\iota_{i})-\sum_{j=}m1l^{\iota_{j}}OjC_{j}(_{X)\leqq\sum_{=}}-j1n\mathit{1}\ell\iota cjjj(o)x$

が成立する。 $l^{l^{O}}\geq 0$ なので、 $g(x)>g(x)O$ を満たす $x\in Q(f;Cl\mathrm{I}$ は存在しない。 ゆえに、
$x^{o}$ は問題 (P2) の弱パレート最大解である。 $\square$

定理 42において、 $f(\overline{x})=a,$ $jC(\overline{X})\geqq b$ を満たす $\overline{x}\in Q_{0}$ が存在すれば、 $c\iota\in\Phi^{w}(b)$

であり、 $f(\mathrm{t}?^{\wedge}’.)\leqq c\iota$ , $j(\text{子})=b$ を満たす $\hat{x}\in Q\mathrm{o}$ が存在すれば、 $b\in\Psi^{w}(a)$ である。特に、
$\lambda^{o}>0,$ $l^{l^{O}}>0$ であれば、 $f(x^{o})=a,$ $g(X^{o})=b$ である。 ゆえに、 $a\in\Phi^{w}(b),$ $b\in\Psi^{w}(a)$

が成立する。

定理 43. $(\lambda^{O}, x^{O}, \mu^{o})\in R_{+}^{\ell}\mathrm{x}Q\mathrm{o}\mathrm{x}R_{+}^{m}$ をシンメトリックラグランジュ関数 $L$ の鞍点と

する。 $\lambda^{o}>0,$ $l^{l^{O}}>0$ であれば、 $X^{O}$ は問題 $(\mathrm{P}_{1})$ のバレ一ト最小解であり、 $(\mathrm{P}_{2})$ のパレー

ト最大解である。すなわち、 $f(x^{o})\in\Phi(b),$ $g(_{\backslash }\gamma j^{o})\in\Psi(a)$ である。
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証明 $(\lambda^{O}, x^{O}, l^{l^{O}})$ が $L$ の鞍点であれば、定理 4.1の (i) から、 $x^{O}$ は問題 $(\mathrm{P}_{1}),$ $(\mathrm{P}_{2})$ の

実行可能解である。仮定から、 $\lambda^{o}>0,$ $\mu^{o}>0$ なので、 $f(x^{o})=a,$ $g(x^{o})=b$ である。

さて鞍点の定義から、任意の $x\in Q(g;b)$ に対し、

$.. \sum_{j=1}^{p}\lambda_{i}^{o}f.i(x^{O})\leqq\sum_{1j=}^{p}\lambda^{O}fii(x)-j\sum_{=1}\mu^{O}j(gm(jx)-b_{j})\leqq\sum_{i=1}^{\ell}\lambda_{i}^{o}fi(_{X})$

が成立する。 $\lambda^{o}>0$ なので、 このとき、 $f(x)\leq f(x^{o})$ を満たす $x\in Q(g;b)$ は存在しない。

ゆえに、 $x^{O}$ は問題 $(\mathrm{P}_{1})$ のバレ一 }, 最小解である。
同様に、任意の x\in Qげ ; $a$ ) に対し、

$- \sum\mu_{jj}^{o_{Jj}}C(x)\mathit{0}\leqq\sum\lambda^{O}(ifi(_{X))-}-a_{i}n1\ell m\prime n\sum\mu^{O}gj(X)\leqq-\sum\mu_{j}^{o}$. $gj(_{X})$

$j=1$ $\mathrm{i}=1$ $j=1$ $j=1$

が成立する。 {$l^{o},>0$ なので、 $g(x)\geq g(X^{O})$ を満たす $x\in Q(f;a)$ は存在しない。ゆえに、
$x^{O}$ は問題 (P2) のパレート最大解である。 $\square$

系 41. $(\lambda^{O}, x^{O}, \iota\iota^{o})\in R_{+}^{\ell}xQ0\cross R_{+}^{\eta?}$ をシンメトリックラグランジュ関数 $L$ の鞍点とす

る。 $\lambda^{o}>0,$ $\ell\iota^{o}>0$ であれば、 $b\in\Psi(\Phi(b)),$ $c\iota\in\Phi(\Psi(a))$ が成立する。

定理 44. $x^{o}\in Q(g;b)$ を問題 $(\mathrm{P}_{1})$ の弱パレート最小解とし、$f(x^{o})=a$ とする。さらに、

$\nabla f(X^{O})d^{1}<0,$ $d^{1}\in T(Q_{0;x^{o}}.)$ および $\nabla_{jC}(X^{o})\zeta l^{2}>0,$ $d^{2}\in T(Q_{0;x^{o}})$ を満たす $d^{1},$ $d^{2}\in R^{n}$

が存在するものとする。 このとき、 ある $\lambda^{o}\geq 0,$ $\lambda^{o}\in R^{\ell},$ $\mu^{o}\geq 0,$ $\mu^{o}\in R^{m}$ が存在し、
$(\lambda^{O}, .?^{O}\backslash ., l^{l^{O}}\cdot)$ は $L$ の鞍点となる。

証明 $x^{O}$ が問題 $(\mathrm{P}_{1})$ の弱パレート最小解であれば、

$\langle\sum_{i=1}’\lambda \mathrm{i}O\nabla\ell f_{\mathrm{i}}(X^{O})-\sum_{j=1}^{m}\iota l^{o}\nabla gj(X^{O})j’ d\rangle\geqq 0$ , $\forall d\in\Lambda^{T}(Q_{0;}x^{o})$ (29)

$l^{l}j(\zeta Jj(_{X^{o}})-bj)=0$ , $j=1,2,$ $\cdots,$
$\uparrow\gamma l$ (30)

$\lambda^{o}\equiv(\lambda_{1}O, \lambda^{o}.2, \cdots,)^{\tau}\lambda_{\ell}^{o}\geq 0$ , $\mu^{O}\equiv(l^{\iota}1’\iota\iota^{o}2, \cdots, \mu^{O}\mathit{0}7n)T\geq 0$ (31)

を満たす $\lambda^{o}\in R^{p},$ $l^{l^{O}}\in R^{???}$ が存在する。 $\Sigma_{i=1i}\ell\lambda^{O}fi-\Sigma_{j.j}^{m}=1l^{l}g_{j}o$ : $R^{n}arrow R$ は凸関数なの

で、 $x^{o}$ は $\Sigma_{i=1}^{p}\lambda oifi-\Sigma_{j1\{\iota_{j}g_{j}}^{?}’?=.\mathit{0}$ の最小解である。 ゆえに、

$L(\lambda^{o}, X^{o}, \{l)\circ\leqq L(\lambda O, X, l^{\iota^{O}})$ , $\forall x\in Q_{0}$

が成立する。 さらに仮定から、 $f(x^{o})=c\iota$ なので、

$L(\lambda, x^{O}, \ell\iota)\leqq L(\lambda^{o}, X^{o}, \mu^{o})$ , $\forall\lambda\in R_{+}^{\ell},$ $\forall_{l^{l\in R^{\gamma\gamma}}}+\iota$

が成立する。ゆえに、 $(\lambda^{O}, x^{O}, \mu^{o})$ は $L$ の鞍点である。 $\square$
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定理 45. $x^{o}\in Q(g;b)\cap Q(f;a)$ を問題 $(\mathrm{P}_{1})$ のパレート最小解とし、 $f(x^{O})=a$ とす
る。 さらに、各 $i=1,\mathit{2},$ $\cdots$ , 目こ対し、

$\langle\nabla f_{k}.(X^{o}), d\mathrm{i}\rangle<0,$ $i=1,\mathit{2},$ $\cdot\cdot$

$, $\ell,$ $k\neq i$ , (32)
$\langle\nabla g_{j}(x^{o}), c\iota^{i}\rangle>0,$ $j\in J(_{X^{o}})$ (33)

を満たす $d^{i}\in T(Q\mathrm{o};x^{o},)$ が存在するものとする。 このとき、 ある $\lambda^{o}>0,$ $\lambda^{o}\in R^{\ell},$ $\ell\iota^{O}\geq$

$0,$ $l^{l^{O}}\in R^{7?l}$ が存在し、 $(\lambda^{O}, x^{O}, ll^{O})$ は $L$ の鞍点となる。さらに、各 $j=1,\mathit{2},$ $\cdots,$ $7n$ に対し、

$\langle\nabla f_{i}(X^{O}), Cl^{j}\rangle<0,$ $i=1,2,$ $\cdots,$
$\ell$ (34)

$\langle\nabla g_{l}’(x^{o}), C\iota^{j}\rangle>0,$ $h=1,\mathit{2},$ $\cdots,$ $m,$ $h\neq j$ (35)

を満たす $d^{j}\in T(Q_{0;x^{o}})$ が存在すれば、 $\ell\iota^{O}>0$ である。

証明 $x^{O}$ が問題 $(\mathrm{P}_{1})$ のパレート最小解であれば、 このとき、
$p$

$\langle\sum_{i=1}\lambda^{o}i\nabla f_{\mathrm{i}}(_{X}o)-\sum_{j=1}l\iota_{j}\nabla Odgj(_{X^{O}}),\rangle\geqq 0$
, $\forall d\in N(Q_{0;x^{o}})$ (36)

$\mu_{j}^{O}(g_{j}(X^{O})-bj)=0,$ $j=1,\mathit{2},$ $\cdots$ , $n\tau$ (37)
$\lambda^{o}\equiv(\lambda_{1}^{O}, \lambda_{\mathit{2}}^{O}, \cdots, \lambda_{\ell}^{o})T>0$, $l^{\iota^{O}\equiv}(l\mathrm{t}_{1}^{OO}, \mu 2 , \cdots, \mu_{n}^{O}\mathit{1})^{\tau}\geq 0$ (38)

を満たす $\lambda^{o}\in R^{p},$ $\ell\iota^{o}\in R^{m}$ が存在する。 $\Sigma_{i=1}\ell\lambda_{i}^{o}fi-\Sigma_{j=1}^{m}l\iota_{j}^{O}g_{j}$ : $R^{n}arrow R$ は凸関数なの
で、 $x^{O}$ は $\Sigma i=1\lambda\ell \mathrm{i}Of_{j}-\sum j=1\ell ljmogj$ の最小解である。ゆえに、

$L(\lambda^{o}, X\ell\iota^{O})\circ,\leqq L(\lambda O, X, \iota l^{o},)$ , $\forall_{\backslash }x\in Q_{0}$

が成立する。 さらに仮定から、 $f(x^{o})=a$ なので、

$L(\lambda, x^{O}, \mu)\leqq L(\lambda^{o}, x^{o}, ll^{O})$ , $\forall\lambda\in R_{+}^{\ell}$ , $\forall_{l}\iota\in R_{+}^{m}$

が成立する。ゆえに、 $(\lambda^{O}, x^{O}, \mu^{o})$ は $L$ の鞍点である。 $\square$

5. 線形のケース

つぎの線形ベクトル値最適化問題を考えよう。

$(\mathrm{L}\mathrm{P}_{1})$ $|\mathrm{S}\iota 111\mathrm{i}_{1}\mathrm{t}1\supset \mathrm{j}1\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{e}(|\mathrm{n}.\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{t}\mathrm{Z}\mathrm{z}\mathrm{e}_{\mathrm{O}}x.\in QCx(A;b\mathrm{I}\equiv \mathrm{f}X\in Rn|Ax\geqq b\}$

$(\mathrm{L}\mathrm{P}_{2})$ $|\mathrm{s}\iota\iota\iota\supset \mathrm{l}\mathrm{l}1\mathrm{a}\mathrm{X}\mathrm{j}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{z}\mathrm{e}x\in Q(C_{/;}a)Ax\equiv\{x\in R^{n}|Cx\leqq a\}$

$(\mathrm{L}\mathrm{P}_{3})$ $|\mathrm{S}\mathrm{t}1\mathrm{m}\mathrm{i}_{\mathrm{I}}1\mathrm{i}\iota \mathrm{J}\mathrm{j}\mathrm{e}111.\mathrm{i}\mathrm{z}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{t}\mathrm{O}x\in Q(A;b)Dx\mathrm{n}Q(c, ; a)$

ただし、 $C\in R^{\ell \mathrm{X}l\iota},$ $A\in R^{m\cross n},$ $D^{T}\equiv(C^{T}, -A\tau),$ $a\in R^{p},$ $b\in R^{m}$ である。
問題 $(\mathrm{L}\mathrm{P}_{1}),$ $(\mathrm{L}\mathrm{P}_{2})$ および $(\mathrm{L}\mathrm{P}_{3})$ の間には、 つぎの関係が成立する。
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定理 5.1. $x^{O}\in Q(A;b)\cap Q(C$. ; $a)$ が問題 $(\mathrm{L}\mathrm{P}_{1})$ のパレート最小解であり、かつ $(\mathrm{L}\mathrm{P}_{2})$

のパレート最大解であれば、 $x^{O}$ は問題 $(\mathrm{L}\mathrm{P}_{\mathrm{s}})$ のパレート最小解である。逆に、 $x^{O}$ が問題

$(\mathrm{L}\mathrm{P}_{3}.)$ のパレート最小解であり、 $C,$ $x^{o}=c\iota,$ $Ax^{o}=b$ であれば、 $x^{O}$ は問題 $(\mathrm{L}\mathrm{P}_{1})$ のパレー

ト最小解であり、 かつ $(\mathrm{L}\mathrm{P}_{2})$ のパレート最大解である。

証明 $x^{O}$ が問題 $(\mathrm{L}\mathrm{P}_{1})$ のパレート最小解であり、 かつ問題 $(\mathrm{L}\mathrm{P}_{2})$ のパレート最大解で

あるとしよう。 $x^{O}$ が問題 $(\mathrm{L}\mathrm{P}_{3})$ のパレート最小解でなければ、 $D_{\backslash }\overline{x}\leq Dx^{o}$ を満たす $\overline{x}\in R^{n}$

が存在する。 このとき、 $C_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}\overline{x}\leq C_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}x^{O}$ あるいは $-A\overline{x}\leq-Ax^{O}$ のいずれかが成立するが、 こ

れは $x^{O}$ が問題 $(\mathrm{L}\mathrm{P}_{1})$ のパレート最小解であり、かつ問題 $(\mathrm{L}\mathrm{P}_{2})$ のパレート最大解である

ことに反する。. .

逆に、 $x^{O}$ を問題 $(\mathrm{L}\mathrm{P}_{3})$ のパレート最小解とし、 $C,x^{O}=a,$ $Ax^{o}=b$ とする。 $x^{O}$ が問題

$(\mathrm{L}\mathrm{P}_{1})$ のパレート最小解でなければ、 $C.\overline{x}\leq C\prime x^{O},$ $A\overline{x}\geqq b=Ax^{o}$ を満たす諺 $\in R^{n}$ が存在

するが、 これは $x^{o}$ が問題 $(\mathrm{L}\mathrm{P}_{3}.)$ のパレート最小解であることに反する。同様にして、 $x^{O}$

が商題 $(\mathrm{L}\mathrm{P}_{2})$ のパレート最大解であることが示される。 $\square$

定理 3.1, 32と同様にして、以下の定理がえられる。

定理 52. $x^{o}\in Q(A;b)$ を問題 $(\mathrm{L}\mathrm{P}_{1})$ のパレート最小解とする。このとき、 $Cd\leq 0$ を満

たす $d\in R^{\mathit{1}}$’ が存在すれば、 $x^{O}$ は $c\iota\equiv c\ovalbox{\tt\small REJECT} x^{O}$ に対する問題 $(\mathrm{L}\mathrm{P}_{2})$ のパレート最大解である。

定理 53. $x^{o}\in Q(A;b)$ を問題 $(\mathrm{L}.\mathrm{P}_{2})$ のパレート最大解とする。このとき、 $Ad\geq 0$ を満

たす $d\in R^{n}$ が存在すれば、 $x^{O}$ は $b\equiv Ax^{o}$ に対する問題 $(\mathrm{L}\mathrm{P}_{1})$ のパレート最小解である。

定理 54. $x^{O}\in Q(A;b)\cap Q(C$.; $a)$ が問題 $(\mathrm{L}\mathrm{P}_{3})$ のパレート最小解であれば、

$\lambda^{T}c-l\iota A\tau=0$ (39)

$\lambda\equiv(\lambda_{1}, \lambda_{2}, \cdots, \lambda l)^{T}>0,$ $\ell\iota\equiv(\ell l1, \mu 2, \cdots, \mu_{m})^{\tau}>0$ (40)

を満たす $\lambda\in R^{C},$ $l^{l}\in R^{m}$ が存在する。

証明 $?j^{O}$ が問題 $(\mathrm{L}\mathrm{P}_{3}.)$ のパレート最小解であれば、 $Dd\leq 0$ を満たす $d\in R^{n}$ は存在

しない。 このとき、 Gale の二者択–の定理から $(\lambda^{T}, l^{l^{T}})D=\lambda^{T}C-\ell^{\iota^{\tau}A}=0$ を満たす

$\lambda>0,$ $\lambda\in R^{p},$ $\mu>0,$ $\mu\in R^{n?}$ が存在する。 $\square$

定理 55. $x^{o}\in R^{??}$ を問題 $(\mathrm{L}\mathrm{P}_{3})$ の実行可能解とする。 (39), (40) を満たす $\lambda\in R^{\ell},$ $\mu\in$

$R^{m}$ が存在すれば、 $x^{o}$ は問題 $(\mathrm{L}\mathrm{P}_{3}.)$ のパレート最小解である。

証明 $x^{o}$ を問題 $(\mathrm{L}\mathrm{P}_{3}.)$ の実行可能解とし、 $\lambda>0,$ $\mu>0$ を (39) および (40) を満たす

任意のベクトルとする。 $D\overline{x}\leq Dx^{o}$ を満たす露 $\in Q(A;b)\cap Q(C\cdot Cl)\rangle$ が存在すると仮定し

よう。 このとき、

$0=$ ( $\lambda^{T}$ C. $-l^{\iota^{T}A}$ ) $\backslash \overline{\mathrm{t}\prime’}<$ ( $\lambda^{\tau}$ C. $-l\iota$ )$\tau_{A}-X^{O}-\mathrm{o}$

が成立するが、 これは矛盾である。 $\square$
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定理 56. $x^{O}\in R^{n}$ を問題 $(\mathrm{L}\mathrm{P}_{3})$ の実行可能解とする。

$\lambda^{T}$ C. $-\ell\iota A\tau=0$ (41)
$\lambda^{\tau_{a-l^{\mathrm{t}}}\tau}b=0$ (42)
$\lambda\equiv(\lambda_{1}, \lambda_{2}, \cdots, \lambda\ell)^{T}>0,$ $\mu\equiv(\mu 1, \mu 2, \cdot . . , \mu_{m})^{T}>0$ (43)

を満たす $\lambda\in R^{\ell},$ $\mu\in R^{m}$ が存在すれば、 $X^{O}$ は問題 $(\mathrm{L}\mathrm{P}_{1})$ のパレート最小解であり、問題
$(\mathrm{L}\mathrm{P}_{2})$ のパレート最大解である。

証明 定理 5.1, 55から、 $Ax^{o}=b,$ $C?\mathrm{j}^{O}=a$ が成立することを示せば十分である。 $.x^{O}$

を問題 $(\mathrm{L}\mathrm{P}_{3})$ の実行可能解とし、 $\lambda\in R^{p},$ $\mu\in R^{n\iota}$ を (41), (42) および (43) を満たす任意
のベクトルとする。 このとき、 $Ax^{o}\geqq b,$ $Cx^{o}\leqq c\iota$ なので、

$0\geqq\lambda^{T}$ (C. $x^{o}-c\iota$ ) $-l^{\iota^{\tau_{()}}}A_{X^{o}b}-=(\lambda^{\tau_{C-}\tau_{A}}\mu)x-\mathrm{O}(\lambda^{T}a-\mu^{\tau}b)=0$

である。 $\lambda>0,$ $\mu>0$ なので、 $Ax^{o}=b,$ $Cx^{o}=a$ である。 $\square$
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