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1 Introduction
Index が 4以下の AFD $\mathrm{I}1_{1}$ subfactor は, Jones, Ocneanu, Popa, 河東,

泉らの研究により, (拡張)Dynkin ” 形をもちいた完全分類がなされている.
方 index が 4を越える既約な finite depth の AFD $11_{1}$ subfactor につい
ては、量子群や有限群から構成されるものや, Goodman-de la Harpe-Jones
subfactor $([\mathrm{G}\mathrm{H}\mathrm{J}|)$ は以前から知られていたが, それらの index は離散的で
あり, 隙間の値が index として実現されるのかどうかという問題が注目され
てきた. 1991年, Haagerup は index が 3+ 而未満の場合について,
subfactor の principal graph として実現される可能性のあるグラフ 4種類の
リストを与えた $([\mathrm{H}])$ . 彼は初め、それらは全て実現される, と予想した. そ
の時点では, そのうち $n$ によって parametrize されるシリ一ス “物 ([$\mathrm{H}|$ の p.36
(2) のグラフ) の $n=3$ の場合について, 彼自身による証明が与えられてい
たが, それ以降 5年間, それ以外の候補についての実現は全く不明であった.
1996年, Bisch によって、 リストのうちの別のシリーズ物 ([H] の (4) の
グラフ) は実現されないことが簡単な fusion rule により証明されてしまい
$([\mathrm{B}])$ , また例外型とよばれるグラフ (3) (下 $\backslash \backslash \mathit{4}$ , Figure 1), シリーズ (2) の
$n=7$ の場合については, 池田による connection の flatness の数値的近似計
算によって,「ほぼ確実」に実現することがわかった. $([1\mathrm{k}])$

この講演では, 上記の例外型グラフ ([H] の (2) のグラフ) が, index $(5+$

$\sqrt{17})/2$ の既約な AFD $11_{1}$ subfactor の principal graph として実現されるこ
との証明の概略を紹介する. この subfactor は量子群などからは構成できな
い, 今のところ最も不可思議な subfactor である. この証明は筆者と Haagerup
先生 1 との共同研究によるものであり, 共著論文 [AH] として近日中に発表
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$\text{される}\neq_{\mathrm{E}}’T^{\backslash }\backslash \text{ある}$ .

Figure 1: Haagerup $\#_{\sim}^{}\text{よる}$ ク $\text{フ}-$ フ $\text{の^{}\mathrm{J}}$) スト $\text{の}(3)$

$\mathcal{G}$

2 Haagerup $\}_{-}^{-}$ A $\xi$ Main Lemma

Figure 1 $p\backslash \text{ら}$ Jt6 four graphs $\text{の上の}$ biunitary connection $\alpha$ ea Haagerup $t\sim$

$\text{よ}\gamma_{)}-l^{\backslash }\underline{\mathrm{g}}\backslash \mathfrak{X}\iota_{\sim \mathrm{T}}^{}\backslash \emptyset \text{られ^{}-}c\vee \mathrm{y}\text{る}$ . $([\mathrm{I}\mathrm{k}], [\mathrm{A}\mathrm{H}])arrow\vee$ \emptyset ク\check $\text{フ}-$ フ $\mathrm{L}\backslash \not\equiv \text{の}$ Perron-Frobenius
$\mathrm{B}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}_{\mathrm{L}}\#\mathrm{f}\beta=\sqrt{(5+\sqrt{17})/2}T^{\backslash }\backslash b\text{るの}T\backslash \backslash ,$ $\alpha \text{を}\mathrm{t}_{)}\text{ち}\backslash f_{\overline{\mathrm{c}}}$ string algebra con-

struction $l_{\sim}^{\wedge}\text{よ}*\supset-C$ index $(5+\sqrt{17})/2\text{を}?^{\pm}\mathrm{v}\supset$ AFD $\mathrm{I}\mathrm{I}_{1}$ subfactor $p\grave{\grave{\backslash }}\mathrm{a}\mathrm{e}\text{し^{}\backslash }\text{る}$ .
$\ll^{-}\{--\mathrm{c}^{\backslash }\vee \mathrm{p}\backslash -7\ovalbox{\tt\small REJECT}\iota_{\sim}\prime s\text{るの}\#\mathrm{f},$ $\ll^{-\sigma}2$ subfactor (7) (dual) principal graph $\theta^{\backslash }\backslash ^{\backslash }\ovalbox{\tt\small REJECT} f_{\overline{\sim}}\llcorner$,

$-\tau \mathrm{E}\sigma^{\backslash }$ Figure 1 $\iota^{}arrow t\gamma \text{るの}\delta\backslash \text{と^{}\backslash ^{\backslash }}’\backslash$) $t^{1^{-}}C^{\backslash \mathrm{a}\mathrm{e}\text{る}}\backslash$ . Haagerup $l\mathrm{f},$ $arrow \text{の}\vee$ ク* $\text{フ}-$ フ $\text{の}\wedge^{\mathrm{o}}7$

$fi\grave{\grave{\backslash }}$ (dual) principal graph $-C^{\backslash }\mathrm{a}\text{ると}\mathfrak{R}_{\hat{\mathrm{E}}}\text{し}\gamma_{\vee}.\downarrow_{\ovalbox{\tt\small REJECT} \text{ロ}^{}\mathrm{B}}\Delta\sim \text{の},$ $4\mathrm{i}\text{の}x\text{の}$ ク $\text{フ}-$ フ $\text{の}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}^{\iota 5}’\backslash \backslash$

$\iota_{\sim}\mathrm{x}\backslash 1r\Gamma_{\mathrm{L}}^{\backslash _{\iota}}\text{する}$ bimodule (1) $5\mathfrak{F}\mathrm{r}+\backslash \text{を}\overline{\overline{-}}\mathrm{m}\mathrm{p}\sim\backslash ^{\backslash }\text{る^{}>}arrow k\iota^{}\sim \text{よ}\cdot\supset-C,$
$’ \lambda\backslash \text{の}\ovalbox{\tt\small REJECT}^{\mathrm{B}}\ovalbox{\tt\small REJECT} k’\langle\frac{\mathrm{B}}{\urcorner r}\gamma\sim\sim$ .

Lemma 1 (U. Haagerup) $N\text{と}M\text{を}II_{1fr_{y}}aCtoxk\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}^{tx}$ N-M bimodule
$\text{と}9^{-}\text{る}.\check{-}\sigma)\text{と}\mathrm{g},$ $b\mathrm{L},E\mathrm{w}\backslash t\sim\Pi_{\Rightarrow}\overline{\mathfrak{o}}\neq \mathrm{f}|\iota-C\backslash \backslash ft\iota^{\mathrm{y}}’\Phi \mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\gamma \mathrm{f}$ N-N bimodules $\mathrm{Y}_{f}Z-C^{\backslash \backslash }$

$N\mathrm{Y}\otimes_{N}x_{M}\cong_{N}z\otimes NX_{M}$ ,

$\text{と}\gamma_{J}\text{る}X\vee^{\backslash })\prime \mathrm{f}\not\in)\text{の}\emptyset^{\grave{\grave{\backslash }}}\# T\pm 2^{-}\text{れ}l\mathrm{f}\backslash ,$ $X\text{の}$ principal graph $l\mathrm{f}$ Figure 1 $\sigma$) $\mathcal{G}t_{\sim}^{}$

$\gamma_{\mathrm{f}}\text{る}$ .

33



$\check{-}\check{-}\vee C^{\backslash }\backslash ,$ $X\text{の}$ principal graph $k$ ta, $MU$) $\beta(X)\iotaarrow \mathrm{k}^{\mathrm{Y}}lf\text{る}N\geq\sigma)$ higher
relative commutant $p\backslash \text{ら}\not\subset\iota\backslash ^{\backslash },\text{る}$ principal graph $k_{l\cdot\backslash }\mathrm{g}_{\backslash }\Re \mathrm{g}-\text{る}.\check{-}*\llcorner$ ea $\Pi\overline{-}\mathrm{F}$ ec
$NXM\text{の}$ B\mbox{\boldmath $\lambda$}l‘T-‘\nearrow ‘ノ $[]\triangleright\ovalbox{\tt\small REJECT}_{l_{\sim}\text{よる}}$ fusion $k-\overline{\overline{\mathrm{p}}}-\mathrm{a}\mathrm{J}^{\prime \mathrm{g}-\text{る}\not\in}\underline{\mathrm{t}}\backslash \backslash$)

$\text{のと}\gamma_{\mathrm{f}\text{る}}$ . $\mathrm{a}\mathrm{e}*\sigma$) $\pi \text{り^{}\gamma_{-}}\vee$

$1\prime 1\text{の}$ es connection $\alpha i^{1}\text{ら}\not\subset 1^{\backslash },\backslash \text{る}$ subfactor $N\subset M\text{の}$ principal graph, $0\text{ま}$

$\text{り}NM_{M}\text{の}$ principal graph $-C^{\backslash }\backslash h\text{る}\delta\backslash \text{ら},$ $-\llcorner \text{の}$ Lemma $\sigma)_{N}X_{M}larrow$ ea $NMM$

$\emptyset^{\grave{\grave{1}}}X\overline{\backslash }\mathrm{f}’\Gamma\llcorner^{\backslash }\backslash \text{する}\mathrm{t}_{)}\text{の}k\not\equiv \mathrm{X}^{\vee}-\text{られる}$ . $\ll^{-}\mathcal{X}\llcorner- C^{\backslash }\backslash \iota \mathrm{f}\mathrm{Y},$
$Z \iota_{\sim\#}\mathrm{f}\int\overline{\beta}\mathrm{J}p\grave{\grave{\backslash }}\mathrm{x}\backslash \mathrm{j}.\iota\Gamma_{\mathrm{L}^{\backslash }}^{\backslash }\text{する}\sigma$) $\gamma_{\grave{\vee}}\mathrm{c}6\vee?\backslash \backslash t\backslash$ .

Figure 1 $\text{の}\mathcal{G}\theta^{\backslash }\backslash N\backslash \subset M\text{の}$ principal graph $\vee C^{\backslash }\backslash h\text{ると}\prime$}$\mathrm{B}_{\backslash }\wedge \text{し}\mathrm{t}\backslash \sim j\Xi T\mathrm{T},\S_{\backslash l}\int.5t\backslash \backslash \sim\lambda\mathrm{f}\mathrm{t}$

$\Gamma_{\llcorner^{\backslash }},\backslash \text{する}$ bimodule $\text{の}5\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{t}^{\tau}’+\backslash \text{の}-\backslash \lrcorner-\beta \text{ロ}\cdot \text{を}h\tau$a $\mathrm{c}\mathrm{k}\vee^{\backslash }?$ .

$arrow\check{arrow}C^{\backslash }\vee-\backslash ,$ $1=NN_{N},$ $X=NM_{M},$ $S$ ef index 1 $-C^{\backslash }S\otimes S=1\text{と^{}f}‘ \mathrm{r}\text{る}$
$\ddagger\vee^{\backslash }$?

$N-N$ bimodule $\gamma_{\mathrm{c}}^{\backslash }\vee^{\backslash }\phi\backslash \backslash ^{\backslash },$
$\mathrm{j}\mathrm{E}$ffilf $\mathcal{T}\backslash \mathrm{B}fl- \mathrm{c}\backslash \backslash \mathrm{a}\mathrm{e}\text{る}$ . B\mbox{\boldmath $\lambda$}l‘T-‘\nearrow ‘ノ $[]\triangleright\ovalbox{\tt\small REJECT}^{\text{の_{}\overline{\overline{\mathrm{p}}}}^{--}}\mathrm{E}^{\not\subset\supset}\tau l\mathrm{f}\leq\langle \mathrm{B}\text{の}$

を $\#^{\nearrow\backslash }\Phi 1arrow 7_{\overline{\sim}}$ . $\text{ま}f_{\mathrm{c}}^{\vee},$ $\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}_{l}^{\iota 5_{\backslash }\overline{b},\overline{h}}.\backslash l\sim\lambda\backslash 1’\Gamma^{\backslash }\llcorner\backslash \text{する}$ bimodule $\emptyset^{\backslash }\backslash ^{\backslash }E1t_{\sim^{\mathrm{c}}}\mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}$

$-C^{\backslash \backslash }b\text{る_{}\check{-}}\text{と},$ $b,$ $\overline{b},$ $h,\overline{h}\iota_{\sim}^{arrow}\lambda\backslash \mathrm{j}r\Gamma^{\backslash }\llcorner\backslash \mathrm{g}-\text{る}$ bimodule $\text{の}$ index $p^{\backslash ^{\backslash }}\backslash \wedge-\Xi \mathrm{i}\mathrm{c}^{k}\hat{\doteqdot}^{\wedge}\mathrm{L},|,\mathrm{c}$

$arrow 9^{-}l\backslash \underline{\mathrm{B}_{\backslash }}\text{る}$ . $(^{\vee}arrow \text{れ}\not\in \mathrm{f},\check{-}\text{の}$ク* $\text{フ}-$ フ $\text{の}$ Perron-Frobenius $\overline{\mathrm{r}}^{\succ_{\mathrm{A}}}$クト $[]\nu_{\text{の}}g_{\iota 5t^{\mathrm{r}}},.\backslash \backslash \sim \mathrm{k}\mathrm{Y}$

$\# f\text{る}\langle \mathrm{B}\llcorner\emptyset\backslash *C\backslash ^{\backslash }\wedge-\not\cong \text{し}\mathrm{v}\backslash \delta\backslash \text{ら}T^{\backslash }\backslash h\text{る}.)$

$\mathrm{T},\S_{\backslash l}t.5\backslash \backslash gl_{\sim}’\lambda\backslash 1\mathrm{J}\Gamma_{\mathrm{L}}\backslash 2^{-}\backslash \text{る}$ bimodule $\iota_{\sim}_{\backslash }/^{\backslash }\grave{\neq}\Xi \text{しよ}\vee^{\backslash }2$ . $\mathrm{c}arrow l\vee\vee \mathrm{f}\mathrm{T},\S_{\backslash d}\iota 5h\iota\backslash \backslash ’\overline{h}\ll^{-}\mathcal{X}\llcorner\ll\underline{\backslash }\backslash \text{れ}l^{arrow}\sim$

$\lambda\backslash 1/\Gamma \mathrm{L}^{\backslash }\backslash \text{す_{る}}$ bimodule $t\sim X\text{を}\overline{\tau}^{\backslash }J\backslash \text{ノ}j\triangleright\ovalbox{\tt\small REJECT} 1\vee f\sim-i$)
$\text{の}\delta\backslash ^{\backslash }\backslash 7\backslash \mathrm{j}i\Gamma_{\mathrm{L}}\backslash g^{-}\backslash \text{る}$ . $\text{よ}\cdot\supset \mathrm{C}\sim,$ $\mathrm{b}\mathrm{b}$

$\approx.\sigma)\sigma^{\backslash -}\text{フ}$ フ $\theta^{\backslash ^{\backslash ^{\backslash }}*}\mathrm{g}\cdot\iota_{-}^{-}N\subset M\emptyset$ principal graph $T\hslash*\iota|\mathrm{f}^{\backslash }$ , bimodule $\sigma$)

$6 \neq 5\int\#_{\backslash \overline{\tau}}\mathrm{t}(\#)\theta^{\backslash ^{*}}\text{成}[]_{l}\backslash \perp"\cdot\supset T\mathrm{b}^{\backslash }\xi\iota \mathrm{f}\mathrm{y}\backslash \tau^{\backslash }\backslash \mathrm{a}\text{る}.\check{\mathrm{c}}^{\vee}-- C^{\backslash }\backslash \#\sigma)7\Phi_{k}^{\mathrm{B}}\S\simeq$を X $\langle$ $h^{-}Cb\text{る}$ と,
$\mathrm{Y}rightarrow S(X\overline{X}-1)S,$ $zrightarrow(X\overline{X}-1)skX\backslash 1’\Gamma^{\backslash }\mathrm{L}\backslash \mathrm{L},T1’\backslash \text{るの}T\backslash \backslash \iota \mathrm{f}\gamma_{X\iota\prime 1}\delta\backslash k\backslash \vee\grave{)}x\neg\Leftarrow$

$p\backslash \text{し}\backslash ^{\backslash }\tau\langle \text{る}$ . $\mathrm{A}_{0\text{の}}\urcorner$ -T $1\text{る_{}\overline{\mathrm{p}}}---\mathrm{i}\mathrm{E}\mathrm{B}fl\iota\sim\#\mathrm{f}\mathrm{g}\llcorner 5\not\equiv-.\supset t^{1}bfI\backslash \text{の}f\sim p^{\backslash ^{\backslash }}\sim\backslash \backslash \backslash$,
$\text{実}\#\mathrm{f}$ index $(5+\sqrt{17})/2$ を $\mathrm{t}_{)}\mathrm{o}\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}ft$ AFD $\mathrm{I}1_{1}$ subfactor (/) principal graph
es, $arrow\vee$ \emptyset ク* $\text{フ}-$ フ $\phi\backslash \mathrm{D}\mathrm{y}\mathrm{n}\mathrm{k}\mathrm{i}\mathrm{n}i^{\backslash }\backslash \chi\pi’\text{ノ}\nearrow \text{の}A\infty\iota,p_{1}f_{\mathrm{c}}\mathrm{r}\vee\backslash \veearrow \text{と}p\backslash \backslash \backslash$Haagerup $\iota_{\sim}\text{よ}\cdot\supset-\mathrm{C}_{\overline{\mathrm{p}}}^{-}--\mathrm{i}\mathrm{E}$

Hfl $\text{さ}\lambda’\iota^{\sim}\mathrm{c}\vee\backslash \text{る}\sigma$ ) $T^{\backslash }\backslash ,$
$A_{\infty}-C^{\backslash \backslash }\prime_{t}\vee 1^{\vee}arrow \text{とを}--_{\grave{\mathrm{x}}}-\iota\overline{\Pi}\mathrm{f}\backslash \check{-}\text{の}$ ク Y $\text{フ}-$ フ $\delta\searrow\backslash ^{\backslash }$ principal graph $\text{で}\backslash$

あ $\text{る}\check{-}\text{と}p_{\grave{\grave{\mathrm{Y}}}^{--}}\overline{\mathrm{p}}\mathrm{i}- \mathrm{E}\mathrm{B}fl\tau^{\backslash \Supset \text{る}}\backslash \sigma$) $\tau\backslash \backslash \mathrm{a}\text{る}\delta^{\backslash }\backslash \backslash ,$ $-\llcorner \text{の}$ bimodule $\text{の}\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{t}’+_{\backslash }\tau \mathrm{X}t[\mathrm{f}p_{\text{フ}^{}\vee-}$ フ $\delta^{\backslash }\backslash ^{\backslash }4^{\backslash }\mathrm{J}\mathbb{R}$

$\mathrm{L},\vee \mathrm{C}\backslash \text{る_{}arrow}\vee$ と $\text{をあら}b\text{し^{}-}\tau \mathrm{k}\backslash \text{り}$ , $A_{\infty}T^{\backslash \prime_{\mathrm{f}^{1}\check{\mathrm{c}}}}\backslash$ とを,—J‘\Psi ^g-6 $\mathrm{t}_{)}\text{の}T\backslash$ あ $\text{ると},\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\llcorner^{\backslash }\backslash$

$\grave{\mathrm{x}}_{-}\text{る}$ .
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3Biunitary connection $h^{5}\grave{\mathrm{b}}\mathrm{t}\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT} 8$ Pt5 bimod-
ule

$-\vee\check{arrow}-\sigma^{\backslash }\backslash ,$
$\mathrm{A}\urcorner \text{ま}- C^{\backslash \backslash }\text{の}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}^{-}\overline{\overline{\mathrm{p}}}\mathfrak{M}\emptyset^{\backslash }- \mathrm{A}\backslash ^{\backslash }$ , Figure 1 (7) $\mathcal{G}\delta^{\backslash }\backslash ^{\backslash }$ principal graph $-C^{\backslash }b^{\text{る_{}\mathrm{c}}}\vee$ と $k$

$4R_{\hat{\mathrm{E}}}\text{し}f^{\sim}\sim-\llcorner-C^{\backslash }\backslash \text{の}\not\in)\text{の^{}-}\mathrm{c}\backslash h\cdot\supset C\vee$, bimodule $\not\in$

) , $X$ ea $NMM$ を $\mathrm{X}\backslash 1’\Gamma^{\backslash }\llcorner\backslash \text{さ}\cdot\not\in\tau \mathrm{k}^{\backslash }$

$\langle$ $\iota_{\sim}\text{し}T\not\in)$ , $Sl \sim l\mathrm{f}\frac{\mathrm{B}}{\prime\backslash }\varpi n_{\backslash }$ ec と “ $\grave{7}1^{l\backslash }\grave{2}$ bimodule $k*\backslash 11\Gamma_{\mathrm{L}^{\backslash }}\backslash \text{さ}-\mathfrak{x}r_{\sim}arrow \text{ら}1’\backslash \iota\prime 1\text{の}\delta 1$

$b\delta^{1}\text{ら^{}f}\mathrm{f}^{}\backslash \text{し},$ $\mathrm{f}R$ MC $\gamma_{\mathrm{f}l_{\sim}\delta^{1_{\frac{\mathrm{B}}{\prime\backslash }\varpi}}}\mathfrak{X}\backslash fX$ bimodule $\text{を}\not\equiv\searrow \mathrm{x}f^{-\text{と}}arrow \text{し^{}-}T\not\in$) , $\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathfrak{F}\mathrm{t}7^{\wedge}+_{\backslash }x\mathrm{X}$

$S(X\overline{X}-1)Sx\cong(X\overline{X}-1)Sx$ を—\beta -iEBfg-6 $\mathfrak{F}^{\supset}\text{り}\hslash$ ea $b\delta^{1}\text{ら^{}f_{X}\backslash \text{の^{}-}C}\backslash \backslash ,$ $\mathbb{E}\vee\supset$

$Tl_{arrow}\ovalbox{\tt\small REJECT}\grave{\eta}$ . $\not\in^{-}\check{\mathrm{c}}^{-}C\backslash \backslash$ , Ocneanu $\text{の}$ open string bimodule $\text{と}\mathrm{v}\backslash \vee^{\backslash }J\not\in_{)}\text{のを}\yen \mathrm{x}^{\searrow}-x$ \‘o.
$\check{-}\mathcal{X}\llcorner l\mathrm{f}$ , biunitary connection $\delta^{\mathrm{Y}}\text{ら}$ bimodule $k7\mathrm{g}\text{成}g- \text{る}X\backslash \grave{(}\ovalbox{\tt\small REJECT}\tau\backslash \backslash b\text{る}.\check{rightarrow}\text{れ}$

$-C^{\backslash }\backslash ,$ $2\supset \text{の}$ connection $\delta^{1}\text{ら}\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{g}\text{成し}\gammaarrow\sim$ bimodule $f_{\sim}^{-}\text{ちの_{}\llcorner}\mathrm{g}\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{D}$ , B7j‘\tau -‘$\sqrt$ ‘ノ $[]\triangleright\not\in$

es, $\mathrm{t}_{)}\text{との}$ connection $\text{の}\lceil\ovalbox{\tt\small REJECT}\coprod\rfloor$ , $\lceil \mathrm{F}_{\mathrm{E}}\rfloor\delta\searrow \text{ら_{}(^{\mathrm{B}}}\prime \text{ら}\yen\gamma_{\llcorner}\text{る}$ . $-\vee-\vee T^{\backslash }\backslash$ , connection $\alpha$ ,
$\beta \text{の}\ovalbox{\tt\small REJECT}\square$ , FR es,

$( \alpha+\beta)(^{mn}\frac{k}{\downarrow\frac{1}{l}})=$ $\{$

$\alpha(m_{\frac{}{l}}^{\frac{k}{||}}n)$ , if both $m,$ $n$ are edges appearing in $\alpha$ ,

$\beta(m^{\frac{k}{\downarrow\lrcorner l}}n)$ , if both $m,$ $n$ are edges appearing in $\beta$ ,

$0$ , otherwise.

$(\alpha\beta)(n_{\frac{}{m}}^{\frac{k}{||}}o)=$ $\sum_{l}\alpha(^{n_{1}^{\frac{k}{\frac{1}{l}\downarrow}}}o1)\beta(n2\frac{l}{\downarrow\frac{1}{m}}o_{2)}$ ,

$T^{\backslash \backslash } \doteqdot\grave{\mathrm{x}}_{-\text{られ}},.\frac{\mathrm{B}}{\prime\backslash }ffi\mathrm{F}\backslash \mathrm{J}tarrow\sim---+\overline{\mathrm{p}}\ovalbox{\tt\small REJECT}_{T}\backslash \backslash \doteqdot \text{る}$ . $f_{arrow}^{\vee}\gamma^{\backslash }\sim^{\grave{\mathrm{r}}}\text{し}\check{\mathrm{c}}\check{-}\tau^{\backslash }n_{1},$

$n_{2}$ es, $l\backslash \underline{\Phi}\mathrm{f}\mathrm{f}_{\square }n_{1}\cdot n_{2}p\searrow\backslash ^{\backslash }$

$n$ CC $f_{j}\text{る}X’$)$\gamma_{p_{\mathrm{J}^{\backslash }}\underline{\Pi}}\backslash -,$

$\mathit{0}_{1},$
$o_{2}\mathrm{t}_{)}\Pi\overline{\mathfrak{o}}\Re’\tau_{b^{\text{る}}^{}\backslash }$ . (flOMC ffl $T\langle \text{る}\beta\#\mathrm{f}\mathrm{e}_{\Xi_{\backslash }},\text{の}X^{\text{の}}$

$\text{と_{}i\mathrm{E}}’\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\delta^{\backslash \text{ち}p)}}\backslash ^{\backslash }\backslash ’\backslash ^{\backslash \backslash }$ . $\mathrm{i}\mathrm{E}\ovalbox{\tt\small REJECT} t_{\sim}arrow\#\mathrm{f}$ , [AH], [S] $k_{\vee\prime*}^{*\mathrm{B}^{\prod_{\prod_{\backslash }}}}//\backslash \cdot$ ) Bimodule (7) contragradient
map es connection $\text{の}$ renormalization $T^{\backslash \backslash }\doteqdot\searrow \mathrm{x}\text{ら}n,$ $\ovalbox{\tt\small REJECT}^{\sqrt}\phi^{\prime|4\#\mathrm{f}}$ connection $\text{の}$

$(\ovalbox{\tt\small REJECT}\Pi \text{とし}\tau \text{の})i_{\mathrm{J}}^{\backslash }\text{解}\gamma_{\backslash }^{\text{ム}}\mathrm{B}\mathrm{b}\mathrm{b},|\backslash \mathrm{g}\tau\backslash \backslash \doteqdot\grave{\lambda}\text{ら}h\text{る}$ . $\text{さら}\iota_{\sim},$ $\text{実}l\mathrm{f}_{\mathrm{c}}^{\vee}\text{の}$ connection $p\searrow \text{ら}$

bimodule $\sim \text{の}\mathrm{x}\backslash 1-l\Gamma\llcorner\backslash \backslash l\mathrm{f},$ $\mathrm{E}\ovalbox{\tt\small REJECT}\backslash 1\mathrm{C}\backslash \backslash \mathrm{a}\mathrm{e}\text{る_{}arrow k}\vee \mathrm{t}_{)}\text{わ}\delta\searrow \text{る}$ .
$arrow \text{の}\vee*\backslash \mathrm{j}\cdot’\Gamma^{\overline{\backslash }}\llcorner\backslash tarrow\sim \text{よ}\cdot\supset\tau$ , bimodule $NM_{M}=X$ es connection $\alpha(-*\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}$ es $\mathrm{L}^{\backslash ^{\backslash }},\emptyset l_{\sim}^{arrow T^{\backslash }}\backslash$

$T\doteqdot f_{\sim}arrow$ , Figure 1 $\delta^{\backslash }\text{ら^{}f_{\mathrm{f}\text{る}}}$ four graphs $\text{の上}\sigma$) unique $\gamma_{I}$ biunitary connection)
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から構成されることがわかる. 関係式 $(\#)$ の bimodule を connection で書い
てみよう. まず, $X\overline{X}$ は $\alpha\tilde{\alpha}$ と書ける. bimodule $1=_{N}!>_{N}$ は connection

1 $(^{p}r\coprod^{q}s)=\delta_{p,r}\delta_{q_{S}},$ ,

($p,$ $q,$ $r,$ $s$ は, Figure 1 $\mathcal{G}$ の頂慮) 即ち, trivial なうめこみを与える connection
から構成される. すると, $X\overline{X}-1$ に対応する connection $\alpha\tilde{\alpha}-1$ は, $\alpha\tilde{\alpha}$

の gauge choice を適切に選んで, connection 行列の trivial なうめこみに対
応する成分が 1になるようにし, それを差し引くことで得られる. 次に問
題になるのは, $S$ をどうするかであるが, 上の推論のように, $S$ は index 1,

$S\otimes S=1$ となるような bimodule だと思うのが自然なので, そのような $\not\in$

)

ので connection から構成されるものはないか, と考えてみると, 次のよ
$\vee^{\backslash }$

)

な connection が考えられる.

$\sigma(^{p}r\text{口^{}q}s)=\delta_{p,\overline{r}}\delta_{q_{\overline{S}}},$ ,

この connection は, $\mathcal{G}$ の線対称移動によって導かれる $1\mathrm{I}_{1}$ factor の位数 2

の自己同型をあたえるものである. そして, この connection を右 (左) から
かけるという演算は, かけられる方の connection の下 (上) の頂点を $prightarrow\tilde{p}$

のようにつけかえることを意味する. こうして, 正体不明な bimodule の関
係式

$(\#)$ $S(X\overline{X}-1)sx\cong(x\overline{x}-1)SX$

に対して, connection の関係式

$(\#’)$
$\sigma(\alpha\tilde{\alpha}-1)\sigma\alpha\cong?(\alpha\tilde{\alpha}-1)\sigma\alpha$

が得られたわけだが, なんども注意しているようにこれまでの推論によって
$(\#’)$ が成立する根拠が与えられている訳では全くない. しかし, connection
という具体的に計算可能なものによって記述されているので, 我々は $(\#)$ を

証明することができる. 実際, 筆者はこれを証明した.
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Theorem 1 (M. Asaeda) Connection $\alpha$ を, Figure 1のグラフからなる four
graphs, $\sigma$ を上で定義したものとすると, $\sigma(\alpha\tilde{\alpha}-1)\sigma,$ $(\alpha\tilde{\alpha}-1)\sigma$ は, 互い

に同型でない分解不能な connection で, さらに

$(\#’)$ $\sigma(\alpha\tilde{\alpha}-1)\sigma\alpha\cong(\alpha\tilde{\alpha}-1)\sigma\alpha$

が成立する. つまり, グラフ $\mathcal{G}$ は subfactor N\subset Mの principal graph と

して実現される.

証明の概略

まず, 前半のうち, $\sigma(\alpha\tilde{\alpha}-1)\sigma,$ $(\alpha\tilde{\alpha}-1)\sigma$ の分解不能性を示す. これには,
$\alpha\tilde{\alpha}-1$ の分解不能性を示せばいいが, bimodule に言い換えると, $NM\otimes MMN$

が, 1ともうひとつの既約な bimodule に分解されることを言えばよい. そ

れは, End$(_{N}M\otimes_{M}M_{N})$ が $\mathrm{C}$ と全行列環に分解されることと同値である.
$N\subset M\subset M_{1}\subset\cdots$ を basic construction とすると,

End$(_{N}M\otimes MM_{N})\cong N^{;}\mathrm{n}M_{1}$

である. グラフ $\mathcal{G}$ の頂点 $*$ から $d$ まで分岐がないことから,
$String_{*}^{(2})\mathcal{G}=\mathrm{c}\oplus \mathrm{c}$ .

Ocneanu (7) compactness argument $([\mathrm{O}], [\mathrm{E}\mathrm{K}])\text{より}$ ,

$\mathrm{S}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}*\mathcal{G}\supset \mathrm{t}2)N’\cap M_{1}$

なので, End$(_{N}M\otimes_{M}M_{N})=\mathrm{C}\oplus \mathrm{C}$ がわかり, $NM\otimes_{M}M_{N}$ か\searrow 1ともう
ひとつの既約な bimodule に分解されることが言える.

$\sigma(\alpha\tilde{\alpha}-1)\sigma,$ $(\alpha\tilde{\alpha}-1)\sigma$ が互いに同型でないことは, 積の connection の

graph から, 両者の connection 行列のサイズが異なることがわかり, それか
ら両者の同型をあたえる gauge matrix たちがとれないことがわかる.
メインの $(\#)$ の証明は, まず右辺の connection 行列を求めて, それらの

なかで, $\sigma$ の左作用, つまり connection の上側の頂点のとりかえによってう
つりあうもの同士力 “‘ gauge choice でうつりあうことを確認する. 証明は大変
長いのでここでは書かないが, 以下のような計算を 20 $\mathfrak{o}$ \langle らいする. $([\mathrm{A}\mathrm{H}|)$

$e\sim\coprod_{g}=($ $u$
$1$ ) $e\underline{|.}!_{g}-\cdot$

$=$ ( $u$
$1$ ) $\mathrm{x}$
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$\frac{-\sqrt{2}\langle\beta^{2}-2)}{\beta^{2}\sqrt{+4)},\frac{\sqrt{2(\beta^{2}-1)}(\beta^{2}-1)\mathrm{t}^{\beta}4}{\sqrt{\beta}}}\frac{\sqrt{\mathit{1}2\beta^{\frac{2^{+4}4-2}{2_{-1}}}}\frac{-1}{\sqrt{2\beta^{2}}}1}{\sqrt{\beta^{2}-1}}$ $\frac{\beta^{2}\langle\beta^{2}-2)}{(\beta^{2}\frac{-\sqrt{2}(\beta^{2}--1)\sqrt{2(\beta^{4}+4)}2)}{(\beta^{2}\sqrt{\beta^{4}+4}}}\frac{\frac{-1)\beta^{2}-20}{\sqrt{2\beta^{2}-1}\sqrt{\beta^{4}-1}}}{\sqrt{\beta^{4}-1}}$

$\frac{\frac{\sqrt{\beta^{2}(\beta^{2}-2)}}{-2\sqrt{\beta^{2}-2}\sqrt{\beta^{4}+4}}}{\sqrt{\beta^{2}(\beta^{4}+4)},0}\frac{\sqrt{2}}{\beta}0$

$\frac{\sqrt{2}\beta^{2}}{\sqrt{+4)},\frac{(\beta^{2}+1\sqrt{2(\beta^{2}+1)})(\beta^{4}}{}}\frac{\sqrt{\beta^{4}+4}01}{}\frac{2\sqrt{\beta^{2}-1}-1}{\sqrt{\beta^{2}+1}})$ ,

$(u$ $1)$

$=$ ( $\frac{2\beta}{\sqrt{+4)},\frac{(\beta^{2}-1(2\beta^{2}-1))\sqrt{\beta^{2}-1}(\beta^{4}}{\sqrt{\beta^{2}\langle\beta^{4}+4)}0}}\frac{2(\beta^{2}+4)}{\beta^{4}+4}\frac{\beta^{2}}{\beta^{4}+4}$

$\frac{\frac{-\sqrt{\beta^{2}(\beta^{2}-2)}}{\sqrt{\beta^{4}+4}}2\beta}{\sqrt{(2\beta^{2}-1)\mathrm{t}^{\beta^{4}}+4)}}\frac{\sqrt{2}}{0\beta}0$

$\frac{-2}{\sqrt{(\beta^{4}+4)},\frac{(\beta^{2}-1)\beta^{2}\langle\beta^{2}-1)\sqrt{\beta^{2}-1}}{\sqrt{\beta^{24}+4)}\frac{\sqrt{2}(\beta}{\beta}}}\frac{-1}{\beta^{2}-2,0}$

$00$ )$100$

$u$ というのは, 4重辺 $e-5$ に対応する gauge 行列のことである. その

他定義していない記号はあるが, [AH] に全て正しく書いた. 以上のように
定理は証明された.
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