
$\mathrm{p}$ 進 Hodge 理論について

辻雄 (京大数理研) ぐ匿 kPShi $\mathrm{T}\mathrm{s}n_{\mathrm{J}}\mathfrak{l}$ )

発表では前半の 2/3で $P$ 進 Hodge 理論の紹介をしたが, [T4] においてすでに–度簡
単な紹介を書いたので, ここでは後半の 1/3でふれた特異点も許した $P$ 進已上の完備多
様体の $P$ 進\’etale cohomology が常に potentially semi-stable 豪現になるという定理の
証明の概略を報告する. なお $p$ 進 Hodge 理論を概観したい人は [I] を読むとい良い. ま
た crystalline, semi-stable, de Rham 表現について ( $B_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{y}\mathrm{s}},$ $B_{\text{、}\mathrm{t}},$ $B_{\mathrm{D}\mathrm{R}}$ の定義とその性
質も含む) 詳しく知りたい人は [Fol], [Fo2], [Fo3] を読む以外ないであろう. その他

$p.\cdot \text{進}$

Hodge 理論に関連する参考文献については [I] に詳しい. $\cdot$

複素数樹上の特異点を許した多様体の Hodge 理論は, 広中の特異点解消を使って特
異点のない多様体達による proper hypercovering をとることにより, 特異点のない場合
に帰着された ([De]) . $P$ 伊州上の場合特異点解消はないが, それより弱い de Jong の
alteration [DJ] を使って (有限次拡大による base change を許し, hypercovering を有
限の長さで切れば) semi-stable reduction を持つ多様体達で (より厳密にはそれらの
base change も許す) で proper hypercovering をとることができ, 上の定理は最終的に
hypercovering の各成分の $P$ 進 Hodge 理論 $(C_{\mathrm{s}\mathrm{t}})$ に帰着される. 定理の証明には, $C_{\mathrm{s}\mathrm{t}}$

の証明 $([\mathrm{H}-\mathrm{K}\mathrm{a}],[\mathrm{K}\mathrm{a}3],[\mathrm{T}3])$ を逐– simplicial な場合に拡張していく必要があるが, そ
の際\’etale hypercovering を使う議論は排除する必要がある. 特に syntomic cohomol-
ogy の定義及び syntomic cohommology から\’etale cohomology への射の構成は, $[\mathrm{T}3]\S 3$

の手法から [Fo-M] の $\log$版を作る方法にかえた (\S 2, \S 3参照) . (なお syntomic site
およびその crystalline cohomology との関係はすでに C.Breuil により研究されている
ことを注意しておく [Br]. ) 最後に, 最近 G.Faltings が, 彼の almost \’etale 拡大の手法
を semi-stable reduction の場合に拡張することにより, $C_{\mathrm{s}\mathrm{t}}$ の別証明およびその–般化
を与えたことを報告しておく $([\mathrm{F}\mathrm{a}])$ . . . .,

$K$ を剰余体が正割数 $P>0$ の完全体である完備離散付値体とし, その整数環を $O_{K}$ ,
剰余体を $k$ と書く. $k$ を係数とする Witt 環を $W$ と書き, その分数体を $K_{0}$ であらわ
す. $k,$ $W,$ $IC_{0}$ の Frobenius をすべて同じ記号 $\sigma$ であらわす. $S=\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}(O_{K}),$ $\eta=$

$\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}(K),$ $s=\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}(k)$ とおき, 野点に伴う $S$ 上の $\log$ 構造を $N,$ $N$ の 8への温浴を
$L$ であらわす. $\eta$ には $N$ の逆像すなわち自明な $\log$構造を与える. 以後我々は, $(S, N)$
$4_{\mathrm{i}}\sigma)$ smooth fine saturated $\log$ scheme $(X, M)^{-}C\backslash ,$ $X\mathrm{B}^{\grave{\grave{\mathrm{a}}}}s_{-\llcorner}$ proper, $X\text{の}$ special
fiber が被約なものを考える. $(\lambda_{\eta’\eta}’M):=(X, M)\cross(S,N)\eta,$ $(_{J\iota_{s}^{r}}, M_{S}):=(X, M)\cross(S,N)$

$(s, L)$ とおく. (最後の条件は (X, $M$ ) が $(S, N)$ 上 universally saturated といっても,
$(\lambda_{s}^{7}, M_{s})$ が $(s, L)$ 上 of Cartier type といっても同じである. ) 例えば, $S$ 上の proper
flat regular scheme $X$ でその special fiber が $X$ 上の被約正規交叉因子であるものに,
special fiber に伴う $\log$ 構造 $M=O_{X}$ 口九 $O_{X_{\eta}}^{*}$ $(j : J1_{\eta}^{r}arrow X)$ を与えたものは, 上の
性質を満たす. この報告では $W$ 上の環, scheme, $\log$ scheme などの $\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p^{n}$ reduction
はすべて下つき添字の $n$ であらわすことにする

.

\S 1 Crystalline cohomology & de Rham cohomology
まず兵藤, 加藤が定義した (X, $l\downarrow r_{)}$ の crystalline cohomology (兵藤 - 加藤 cohomol-

$\mathrm{o}\mathrm{g}\mathrm{y}$ と呼ぶ人もいる) ( $[\mathrm{H}],$ [H-Ka]) を簡単に復習する.

射 $\Gamma(s, L)arrow karrow[]\nu \mathfrak{s}_{n}^{\gamma}$ ( $[]$ は $\mathrm{T}\mathrm{e}\mathrm{i}_{\mathrm{C}}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{m}\ddot{\mathrm{u}}11\mathrm{e}\mathrm{r}$ representative) に伴う $\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}(l!V_{n})$ 上
の $\log$ 構造を $l,V_{7l}(L)$ であらわす. 特に $W_{1}(L)=L$ である. (X, $\Lambda^{l}I$ ) の crystalline co-
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homology は

(1.1) $\mathbb{Q}\otimes\lim_{arrow,n}H^{q}(\mathrm{C}\mathrm{r}\mathrm{y}\mathrm{s}(x_{S}, Ms)/(W_{nn}, W(L)))$

で定義され, $K_{0}$ 上の有限次元ベクトル空間になる. 以後これを簡単に $D^{q}$ と書く. $(_{J}\mathrm{x}_{S}^{\gamma}, Ms)$

の絶対 Frobenius より, $D^{q}$ 上の $\sigma-$ 半線形な自己同型 $\varphi$ (Frobeinus という) を得る. ま

た $D^{q}$ は, $(W_{n}, W_{n}(L))2$ 個の $W_{n}$ 上の fiber 積への対角射に関して HPD-stratification
に似た構造を持ち, これより $N\varphi=p\varphi N$ をみたす $D^{q}$ の K- 線型な自己準同型 (mon-

odromy という) を得る. $\varphi$ が自己同型であることから, $N$ が巾零であることが従う.
“

$lVI_{s}$ の $L$ 上水平な因子” から定まる $O_{(X_{S},M_{S})}/(\nu v_{n},wn(L))$ の ideal $K_{()}Xs’ Ms/(W_{\mathcal{R}},\nu vn(L))$

を係数に持つ crystalline cohomology を用いて, crystalline cohomology with proper
support $D_{c}^{q}$ も定義できる. $M_{\eta}$ が自明なときは $D^{q}=D_{c}^{q}$ である. $X$ の $S$ 上の相対次元

が定数 $d$ であるときは, trace 射 Tr: $D_{c}^{2d}arrow K_{0}$ があって, pairing

(1.2) $D^{q_{\otimes_{K_{0}}}}D_{c}2d-q \bigcup_{arrow D_{c}^{2d}}arrow K_{0}\mathrm{T}\mathrm{r}$

が完全になる (Poincar\’e 双対定理) $([\mathrm{H}],[\mathrm{T}1])$ .

注 13 $X$ が $S$ 上 smooth で $M_{\eta}$ が自明なときは, $D^{q}$ は $\log$構造を考えない $\mathbb{Q}\otimes H_{\mathrm{C}}^{q}(\mathrm{r}\mathrm{y}\mathrm{s}X_{s}/\iota/V)$

と –致する. しかし $X$ が $S$ 上 smooth でないときは, 一般に $\log$構造を考えない crys-
talline cohomology は有限次元にすらならない. semi-stable reduction を持つ場合でも
上の $D^{q}$ のような良い cohomology が存在することは, $C_{\mathrm{s}\mathrm{t}}$ の–部として Fontaine-Jannsen
により予想されていた.

$(_{J\mathrm{v}_{\eta’\eta}}M)$ の de Rham cohomology を $H^{q}(\prime \mathrm{Y}_{\eta}, \Omega_{x_{\eta}}(\log M_{\eta}))$ で定義し, 以後簡単に

$D_{\mathrm{D}\mathrm{R}}^{q}$ と書 $\langle$ . [De-Il と同様の議論により, Hodge spectral sequence

(1.4) $E_{1}^{a,b}=H^{b}(X_{\eta}, \Omega a(X_{\eta}\log M_{\eta}))\Rightarrow D_{\mathrm{D}\mathrm{R}}^{a+b}$

が退化する $([\mathrm{T}3]4.7.9)$ . この spectral sequence より $D_{\mathrm{D}\mathrm{R}}^{q}$ の減少丘 ltration $FilrD_{\mathrm{D}\mathrm{R}}^{q}$

$(r\in \mathbb{Z})$ (Hodge filtration という) が定まる de Rham cohomology !よ crystalline
cohomology を用いて次のように書くこともできる.

$D_{\mathrm{D}\mathrm{R}}^{q}$
$\cong$

$\mathbb{Q}\otimes\lim_{arrow n}H_{\mathrm{c}\mathrm{r}}q(\mathrm{y}\mathrm{S}(J\mathrm{Y}_{n’ n}M)/(S_{n}, N_{n}),$
$O_{()/}Xn’\Lambda/I_{n}(sn’ Nn))$

$(1.5)$ $\cup$
$\cup$

$Fil^{r}D_{\mathrm{D}\mathrm{R}}^{q}$
$\cong$ $\mathbb{Q}\otimes\lim_{arrow_{n}}H_{\mathrm{C}}q(\mathrm{r}\mathrm{y}\mathrm{s}(_{J}\mathrm{Y}n’ Mn)/(Sn’ N_{n}), J_{(Xn\Lambda/_{I}n}^{[r]},))/(s_{n},N_{n})$.

$M_{\eta}$ が自明でない点の集合に台をもつ被藁筆部分 scheme に対応する $\mathit{0}_{x_{\eta}}$ の ideal $IC_{X_{\eta}}$

を用いて, de Rham cohomology with proper support $H^{m}(_{J}\mathrm{x}’\eta’ I^{\nearrow}\mathrm{t}x_{\eta}\Omega X_{\eta}(\log NI)\eta)$ も

定義でき, これを $D_{\mathrm{D}\mathrm{R},c}^{q}$ と書く. $J\mathrm{Y}_{\eta}$ の次元が定数 $d$ であるとき, $\mathrm{T}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}$ 射 Tr: $D_{\mathrm{D}\mathrm{R},c}^{2d}arrow$

$I_{1}^{\nearrow}$ があって, 次の pairing は完全になる (Poincar\’e 双対定理) $([\mathrm{T}1])$ .

(1.6) $D_{\mathrm{D}\mathrm{R}^{\otimes_{I_{\mathrm{t}}}D_{\mathrm{D}\mathrm{R}}^{2}}}^{q.-m} \prime d,\mathrm{C}\bigcup_{arrow D_{\mathrm{D}\mathrm{R}_{\mathrm{C}}}^{2d}arrow},\mathrm{T}\mathrm{r}I\zeta$ .
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定理 1.7 $([\mathrm{H}- \mathrm{K}\mathrm{a}](5.1))$ $K$ の素元 $\pi$ を決めるごとに, (X, $M$ ) について functorial で
cup積と可換な自然な同型

$\rho_{\pi}$ : $K\otimes_{K_{\text{。}}}D^{q}arrow D_{\mathrm{D}\mathrm{R}}^{q}\sim$

がある. さらに $u\in O_{K}^{*}$ に対して $\rho_{\pi u}=\rho_{\pi^{\circ \mathrm{e}\mathrm{x}}}\mathrm{p}(\log(u)N)$ をみたす.

注 18 cohomology with proper support についても同様の定理が成り立つと思われ
るが, 今の所未確認である.

射の構成法 $\rho_{\pi}$ を簡単に復習しよう. まず $D^{q}$ と $D_{\mathrm{D}\mathrm{R}}^{q}$ を結びつける cohomology $D^{q}$

を導入する. 因子 “$T=0$” に伴う $\mathrm{s}_{\mathrm{P}^{\mathrm{e}\mathrm{c}}}(W_{n}[T])$ 上の $\log$構造を $L(T)$ と書き, $T\mapsto$

$\pi$ で定義される exact closed immersion $(S_{n}, N_{n})\mathrm{c}arrow(\mathrm{S}_{\mathrm{P}^{\mathrm{e}}}\mathrm{c}(W_{n}[T]), \mathcal{L}(\tau))$ の PD-
envelope を $i_{E_{n},\pi}$ : $(S_{n}, N_{n})\mathrm{L}arrow(E_{n}, M_{E_{n}})$ とする. $E_{n}$ の座標環を $R_{E_{\text{、}}とかき}$ , $R_{E}=$

$\lim_{arrow n}R_{E_{n}},$ $R_{E_{\mathrm{Q}_{p}}}=\mathbb{Q}_{P}\otimes_{\mathbb{Z}_{p}}R_{E}$ とおく. $R_{E_{n}}$ は具体的に $R_{E_{n}}=W[T,$ $\tau^{ne}/n!(n\geq$

$1)])\otimes wW_{n}$ とかける. ただし $e=[K : K_{0}]$ とする. $T\mapsto \mathrm{O}$ により exact closed im-
mersion $i_{E_{n},0:}(\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}(W_{n}),’ W_{n}(L))arrow’(E_{n}, M_{E_{n}})$ が定義できる. さて, cohomology
$D^{q}$ は

$\mathbb{Q}\otimes\lim_{n}H_{\mathrm{c}}^{q}arrow \mathrm{r}\mathrm{y}\mathrm{s}((x_{n}, M_{n})/(En’ MEn))\cong \mathbb{Q}\otimes\lim_{n}arrow H_{\mathrm{C}}^{q}\mathrm{r}\mathrm{y}\mathrm{s}((X1, M_{1})/(EM_{E}nn’))$

で定義する. $(X_{1}, M_{1})$ の絶対 Frobenius より $D^{m}$ の自己準同型 $\varphi$ を得る. また $D^{q}$ は
$(S_{n}, N_{n})$ から $.(\mathrm{s}_{\mathrm{P}^{\mathrm{e}\mathrm{c}}}(W_{n}[T]), \mathcal{L}(\tau))2$ 個の $W_{n}$ 上の fiber積への埋め込みに関して HPD-
stratification の構造をもち, これより $N\varphi=p\varphi N$ をみたす自己準同型を得る. さて, 射
$i_{E_{n},0},$ $i_{En\pi}$, に関する底変換により, 2つの準同型 . .

(1.9) $D^{q}\underline{\mathrm{p}\mathrm{r}_{0}}D^{q}arrow D_{\mathrm{D}}^{q}\mathrm{p}\mathrm{r}_{\pi}\mathrm{R}$

を得る. $\mathrm{p}\mathrm{r}_{0}$ は Frobenius, monodromy と可換である.

補題 1.10 $([\mathrm{H}-\mathrm{K}\mathrm{a}](5.2), [\mathrm{T}3]\S 4.4)$ Frobenius と可換な $pr_{0}$ の $K_{0^{-}}$ 線型な section $s$

がただ–つ存在し, さらに $s$ は monodromy operator とも可換で, 次の同型を誘導する.

(1.11) $R_{E_{\mathrm{Q}_{p}}}\otimes_{K_{\text{。}}}D^{q}arrow D^{q}\sim$

定理の同型 $\rho_{\pi}$ は $K_{0^{-}}$ 線型写像 $\mathrm{p}\mathrm{r}_{\pi^{\circ}}S$ の K- 線型化である.

\S 2 Syntomic cohomology.
syntomic cohomology Cl, crystalline cohomology, de Rham cohomology $\text{と}$ \’etale

cohomology を仲介する cohomology として, Fontaine-Messing により導入されたもの
である ([Fo-M]). 彼らは $\log$ 構造がない普通の $S$ 上 proper smooth な scheme に対し
て syntomic cohomology を定義しているが, ここでは $\log$構造付きの場合を考える.

$f:(T, M\tau)arrow(S, Ms)$ を fine $\log$ schemes の射とする. $f$ の underlying schemes
の射が flat で, $f$ が $\log$ scheme の意味で locally complete intersection である (すなわ
ち,

.
$X$ 上\’etale 局所的に $(S, \mathrm{J}/I_{S})$ 上 smooth integral な fine $\log$ scheme $(Y, M_{1}’)$ への

exact closed immersion で, underlying schemes において regular immersion になっ
ているようなものが存在する) とき, 射 $f$ は syntomic であるという $([\mathrm{K}\mathrm{a}3](2.5))$ . ま
た, $f$ がさらに次の 2条件を満たしている時, ここでは, $f$ は狭義 syntomic であるとい
うことにする. $=$
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(2.1) $f$ の underlying schemes の射が locally quasi-finite である $\wedge’-\wedge-$

(2.2) 準同型 $(f^{*}M_{s})^{\mathrm{g}}\mathrm{P}arrow \mathrm{J}/I_{T}^{\mathrm{g}}\mathrm{p}$ の cokernel が torsion である.

syntomic および狭義 syntomic な射はそれそれ, 合成および底変換に関して閉じてい
る. 狭義 syntomic な射による被覆を用いて, fine $\log$ scheme $(S, Ms)$ の big syntomic
site $(S, M_{S})_{\mathrm{s}\mathrm{Y}\mathrm{N}}$ および small syntomic site $(S, M_{S})_{\mathrm{s}\mathrm{y}\mathrm{n}}$ を定義する. fine $\log$ schemes
の射 $f$ : $(S’, Ms’)arrow(S, Ms)$ による底変換を用いて, 順像厚手 $f\mathrm{s}\mathrm{Y}\mathrm{N}*:(S’, Ms’)_{\mathrm{S}\mathrm{Y}\mathrm{N}}^{\sim}arrow$

$(S, Ms)_{\mathrm{S}\mathrm{Y}\mathrm{N}}\sim,$ $f_{\mathrm{s}\mathrm{y}\mathrm{n}*}$ : $(S’, Ms’)_{\mathrm{s}\mathrm{y}\mathrm{n}}^{\sim}arrow(S, M_{S})_{\mathrm{S}}^{\sim}\mathrm{y}\mathrm{n}$’およびその left adjoints $f_{\mathrm{S}\mathrm{Y}\mathrm{N}}^{*},$ $f_{\mathrm{s}\mathrm{y}\mathrm{n}}^{*}$

を得る. $f_{\mathrm{S}\mathrm{Y}\mathrm{N}}^{*}$ は左完全で従って組 $f\mathrm{s}\mathrm{Y}\mathrm{N}=(f\mathrm{s}\mathrm{Y}\mathrm{N}*’ f_{\mathrm{S}\mathrm{Y}\mathrm{N}}^{*})$ は topos の射を与えるが,
$f_{\mathrm{s}\mathrm{y}\mathrm{n}}^{*}$ の方は左完全かどうか分からない. これは, small syntomic site では fiiber 積が–般

には存在しないことに起因する. しかしながら, 狭義 syntomic 被覆を用いて $(S, M_{S})_{\mathrm{s}\mathrm{y}\mathrm{n}}$

を M. Artin の意味での topology $([\mathrm{A}]\mathrm{I}(0.1))$ とみなせば, $f$ による底変換 $(S, M_{S})_{\mathrm{S}\mathrm{y}}\mathrm{n}arrow$

$(S’, Ms’)_{\mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{n}}$ は topology の射となり $([\mathrm{A}]\mathrm{I}\mathrm{I}(4.5))$ , 例えば Leray spectral sequence が
存在する $([\mathrm{A}](4.10.)(4.11))$ .

.

命題 23 $(S, Ms)\mathrm{s}\mathrm{Y}\mathrm{N}$ 上の層 $\mathcal{F}$ に対して, その $(S, Ms)_{\mathrm{s}\mathrm{y}\mathrm{n}}$ への制限も同じ記号で書く
と, 次の canonical な同型がある. .

$H^{q}((s, iVI_{S}.)\mathrm{s}\mathrm{Y}\mathrm{N},$ $\mathcal{F})\cong H^{q}((s, Ms)\mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{n}’ \mathcal{F})$

これは, 埋め込み関手 $\iota:(S, M_{S})_{\mathrm{s}\mathrm{y}\mathrm{n}}arrow(S, Ms)\mathrm{s}\mathrm{Y}\mathrm{N}$ がM. Artin の意味で topology
の射であり, $\iota_{*}$ が exact であることから分かる. :.

命題 24 (cf. $[\mathrm{F}\mathrm{o}- \mathrm{M}]\mathrm{I}\mathrm{I}\mathrm{I}1.2$) $\ovalbox{\tt\small REJECT}_{i:}\ovalbox{\tt\small REJECT}(S’, M_{S}’)arrow(S,$

$M_{s)}$ を $u\mathrm{n}der\mathit{1}y\mathrm{j}_{D}g$ schemes の射が
nilJmmersion である exact closed immersion とするとき, $i_{\mathrm{s}\mathrm{y}\mathrm{n}*}$ は完全である.

これは次の補題より従う.

補題 25 $i$ を上の命題と同様とする. このとき任意の syntomic (resp. 狭義 syn-
tomic) な $(S’, Ms’)$-fine $log$ scheme $(T’, M_{\tau}’)$ は, $T’$ 上\’etale 局所的に syntomic (resp.
狭義 syntomic) な $(S, Ms)$-fine $log$ scheme $(\tau, M_{T})$ への持ち上げを持つ.

さて, $W_{n}$ 上の fine $\log$ scheme $(Y, M_{Y})$ で $Y$ が $W_{n}$ 上 locally of finite tyPe である
ものを考えよう. 良く知られているように, crystalline topos から\’etale topos への射影

(2.6) $u_{(Y,M_{Y})/}\nu Vn:((Y, M_{1}.’)/W_{n})\mathrm{C}\sim \mathrm{r}\mathrm{y}\mathrm{s}arrow Y_{\mathrm{e}’\mathrm{t}}^{\sim}$

による構造層およびその $\mathrm{P}\mathrm{D}$-ideal の r-th divided power の derived direct image は,
$Y$ 上\’etale 局所的に次のようにかける ( $[\mathrm{B}\mathrm{e}]\mathrm{V}$ Th 232., [Ka2](6.4)) . $Y$ 上\’etale 局所

$\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{j}$ に $W_{n}$ 上 smooth な fine $\log$ scheme $(Z, Mz)$ への closed immersion $i:(Y, M_{Y})arrow$

$(Z, Mz)$ をとり, その.
$\mathrm{P}\mathrm{D}$-envelope を $(D, M_{D}.’.),,\mathcal{O}_{D,:}$

.
の $\mathrm{P}\mathrm{D}$-ideal $\text{を}.J_{D}$

.
と書くと, canon-

ical な同型

(2.7) $Ru(Y,M_{Y})/W_{n}*J_{(,I_{Y}}^{[}\nu rY_{\lrcorner}1)/\nu V\mathfrak{n}\cong J_{D}^{[}r-\cdot 1\otimes_{\mathcal{O}_{Z}}\Omega_{Z(l}^{\cdot}\log VI_{Z})$ $(r\in \mathbb{Z})$

がある. ここで, $r$ が負の時は $J_{(Y,MY)n}^{[r]},$$J^{[r]}/WD$ はそれぞれ, $o(\}’,M_{Y})/\nu V_{n},$ $oD$ を表わす
とする. (特に $(Y, \Lambda’IY.)$ が $|/V_{n}$ 上 smooth な時は, $(Z, \Lambda\prime Iz)$ として自分自身をとれ, 右
辺は $\sigma\geq r\Omega_{1}’(\log\Lambda/I_{Y})$ になる. ここで $\sigma\geq r$ は次数 $r$ 以上の項を残して残りの項は $0$ とお

いて得られる複体を表わす. ) この表示を用いると, 次のようにして $R^{q}u_{(,M)/V_{\mathfrak{n}^{*}}}\}’Y\nu J[r]$
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$(r\geq 0, q\geq 1)$ は狭義 syntomic 局所的には消えるこどが分かる. まず $(Z, M_{Z})$ とし

て, $\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}$ (垣 $n[\mathrm{N}^{d}]$ ) に $\mathrm{N}^{d}-W_{n}[\mathrm{N}^{d}]$ で $\log$構造をいれたものがとれる. $i$ 番目が 1で他
は $0$ の $\mathrm{N}^{d}$ の元を $e_{i}$ とし, その $\Gamma(Z, M_{Z})$ での像も同じ記号で書くと, $\Omega_{Z}^{1}(\log(yI_{z}))$ は

$d\log(e_{i})(1\leq i\leq$ のを基底とする $O_{Z}$ 上の自由加群である. $\mathrm{N}^{d}$ の $p^{n}$ 倍写像から得ら

れる射 $v:(Z,$ $M_{z)}arrow(Z, \mathrm{J}/Iz)$ は狭義 syntomic 被覆であり, $v$ に関する引き戻し

$v^{*}\Omega_{Z}^{q}(\log MZ)arrow\Omega_{Z}^{q}(\log MZ)$ $(q\geq 1)$

は $0$ となる. 従って狭義 syntomic 被覆 $v$ の $(Y, M_{Y})$ への引き戻しを $w$ : $(Y’, M_{Y}’)arrow$

$(Y, M_{Y})$ とすると, $w$ に関する引き戻し .

$w^{*}R^{q}u_{(}Y,M_{Y})/Wn*J^{[r}/(Y,MY)W_{n}]arrow R^{q}u_{(Y’,M\prime})/Wn*J_{(Y,M}^{[}YY)/\nu r]Vn$ $(r\geq 0)$

は消える. また, $(Y, M_{Y})$ が $W_{n}$ 上 syntomic であるときは, $J_{D}^{[r]},$ $J_{D}r$
]$/[J[r+D1]$ は $W_{n}$ 上

flat になる. これらの事実をより洗練された形でのべると次のようになる.

狭義 syntomic 被覆を用いて big crystalline site $((Y, M_{Y})/W_{n})_{\mathrm{C}\mathrm{R}\mathrm{Y}\mathrm{S},\mathrm{s}\mathrm{Y}}^{\sim}\mathrm{N}$ を定義す
ると (補題 25の性質を用いて) , 射影

(2.8) $U_{(Y,M_{Y})/W_{n},\mathrm{S}\mathrm{Y}\mathrm{N}}$ : $((Y, M_{Y})/W_{n})_{\mathrm{c}\mathrm{R}\mathrm{Y}\mathrm{s}}^{\sim},\mathrm{S}\mathrm{Y}\mathrm{N}arrow(Y, M\}’)^{\sim}\mathrm{S}\mathrm{Y}\mathrm{N}$ ;

$\Gamma((Y’, MY’),$ $U_{(}Y,MY)/wn’ \mathrm{s}\mathrm{Y}\mathrm{N}*\tau)=\Gamma(((Y’, M_{Y}’)/W_{n})_{\mathrm{C}}\mathrm{R}\mathrm{Y}\mathrm{S},\mathrm{S}\mathrm{Y}\mathrm{N},$ $\mathcal{F}^{\cdot})$ ,

$\mathrm{r}((Y’, M_{Y’})arrow>(T, M\tau),$ $U_{(}*\mathcal{G}Y,MY)/W_{n},\mathrm{S}\mathrm{Y}\mathrm{N})=\Gamma((Y’, MY’),$ $\mathcal{G})$

が定義でき, $J_{(Y,MY)/}^{[r]}\nu V_{\mathfrak{n}}(r\geq 0)$ の高次順像層は消える. また, $(Y, M_{Y})$ が $W_{n}$ 上 syn-
tomic であるときは, $U_{(Y,M_{Y})/}w_{n},\mathrm{S}\mathrm{Y}\mathrm{N}*J[r],$ $U_{(Y,M_{Y})/\mathrm{N}}W_{n},\mathrm{S}\mathrm{Y}*J[r]/J[r+1](r\geq 0)$ の

small syntomic site $(Y, M_{Y})_{\mathrm{s}\mathrm{y}\mathrm{n}}$ への制限は $W_{n}$ 上 flat となる.

. \’etale 被覆 ( $\log$ \’etale ではない) を用いて定義した big crystalline site を $((Y, M_{Y})/W)\mathrm{c}\mathrm{R}\mathrm{Y}\mathrm{s}$

と書くと, ちょうど flat site と \’etale site における quasi-coherent sheaf の cohomology
の–致の証明と向様にして, 自然な topos の射

(2.9) $\alpha$ : $((Y, M_{Y})/W_{n})_{\mathrm{C}\mathrm{R}\mathrm{Y}}^{\sim}\mathrm{s},\mathrm{s}\mathrm{Y}\mathrm{N}arrow((Y, M_{Y})/W_{n})_{\circ \mathrm{R}\mathrm{Y}\mathrm{s}}^{\sim}$

に関して, $R\alpha_{*}J_{(Y,M}^{[}r$
]

$Y$ )
$/Wn\cong J_{(Y,M}^{[r}$

]
$Y$ ) $/Wn$

となることが分かる. また自然な topos の射

(2.10) $p_{(^{\}’M})},Y/Wn$ : $((Y, M_{\}’})/W_{n})_{\mathrm{c}\mathrm{R}\mathrm{Y}\mathrm{S}}^{\sim}arrow((Y, M_{Y})/W_{n})_{\mathrm{C}\mathrm{r}\mathrm{y}}^{\sim}\mathrm{s}$

の順像国手 $p_{()}1’,M_{Y}/W_{n}*$ は完全である (cf., $[\mathrm{B}\mathrm{e}]\mathrm{I}\mathrm{I}\mathrm{I}$ Prop. 4.1.4) . これらより特に射影
$p_{(Y,M_{Y})}$ : $(Y, M_{Y})_{\mathrm{s}\mathrm{y}\mathrm{n}}^{\sim}arrow Y_{\mathrm{e}’\mathrm{t}}$ に対して

(2.11) $Rp_{(\}’,M_{Y}})*((U(Y,M_{Y})/\nu V_{n},\mathrm{s}\mathrm{Y}\mathrm{N}*)J^{[}r]|(Y, M_{Y})\mathrm{s}\mathrm{y}\mathrm{n})\cong Ru(\}’,M_{Y})/W_{n}*J[r]$

となることが分かる. (右辺 (2.7) の左辺である)

さて, 話しを (X, $M$ ) $arrow(S, N)$ へ戻そう. (X, $M$ ) の $\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p^{n}$ reduction $(_{J\mathrm{X}_{n}’}, \Lambda/I_{n})$

に上の議論を適用して, $(_{J}\mathrm{x}^{\mathit{7}}n’\Lambda cn)_{\mathrm{S}\mathrm{Y}\mathrm{N}}$ 上の層 $o_{n}^{\mathrm{C}\mathrm{r}\mathrm{y}}\mathrm{s},$

$J_{n}^{[_{\Gamma]}}(r\in \mathbb{Z})$ を

$(2..12)$
$o_{J_{n}^{\cup}}^{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{y}\mathrm{s}}n[r]$ $.\cdot.\cdot==$

$U_{(\downarrow I)/()/\nu}U_{(\mathrm{A}} \mathrm{x}_{n},I_{n})/\nu V_{n}’,\mathrm{s}\mathrm{Y}\mathrm{N}J_{(I)/\nu}x_{n^{\mathit{1}}},nWn\mathrm{s}\mathrm{Y}*Xn’ nV_{n}\bigcup_{*}^{\mathrm{N}}OlI[r]x_{n},\Lambda\prime nV_{n}$

.
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で定義し, これらの small syntomic site $(_{d}1_{n}’, Mn)_{\mathrm{S}\mathrm{y}}\mathrm{n}$ への制限も同じ記号で書く.

$\Gamma((U, \Lambda/I_{U}),$
$O\mathrm{C}\mathrm{r}\mathrm{y}\mathrm{S})n=H^{0}(((U, M_{U})/W_{n})\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{y}\mathrm{S}’ O)=H^{0}(((U_{1,U_{1}}M)/W_{n})\mathrm{c}\Gamma \mathrm{y}\mathrm{s}’ \mathit{0}.)$

だから, $\mathit{0}_{n}^{\mathrm{C}\mathrm{r}\mathrm{y}\mathrm{s}}$ は Frobenius 自己準同型 $\varphi$ を持つ. $\mathit{0}_{m}^{\mathrm{C}\mathrm{r}\mathrm{y}\mathrm{s}},$
$\sqrt m[r](m<n)$ の $(_{J\mathrm{v}}n’ NIn)\mathrm{S}\mathrm{Y}\mathrm{N}$ ,

$(_{J}\backslash _{n}’, NIn)_{\mathrm{S}}\mathrm{y}\mathrm{n}$ への順像も同じ記号で書く (命題 25に注意) . 定義より, 整数 $m\leq n$ に

対し canonical な同型

(2.13) $H^{q}((X_{n}, Mn)\mathrm{s}\mathrm{y}\mathrm{n}’\sqrt{}^{[}r])m\cong Hq(((xm’ mM)/W_{m})_{\mathrm{C}}\mathrm{r}\mathrm{y}\mathrm{S}’ J,)(XmMm)/[r]W_{m}$

がある. 特に $r=0$ のとき, これは Frobenius と可換である. また $(_{J\mathrm{Y}_{n}’}, M_{n})$ は $W_{n}$ 上

syntomic であるから, $J_{n}^{[r]},$ $J_{n}^{[r]}/\sqrt{}^{[}nr+1$
]

$(r\geq 0)$ は small syntomic site では $\nu V_{n}$ 上 flat

であり, 自然な射 $.J_{n+1}^{[r]}\otimes \mathbb{Z}/p^{n}\mathbb{Z}arrow J_{n}^{[r]}$ は同型となる.

補題 2.14 整数 $0\leq r\leq p-1$ に対して $\varphi(J_{n}^{[r]})\subset p^{r}O_{n}^{\mathrm{C}}\mathrm{r}\mathrm{y}\mathrm{s}$.

これは, 整数 $i\geq 0$ に対して $p^{[i]}\in P^{\min\{\}}\mathbb{Z}pi,p-1$ となることから容易に従う.

命題 215 (cf. $[\mathrm{F}\mathrm{o}- \mathrm{M}]\mathrm{I}\mathrm{I}\mathrm{I}1.1$ Lemma) 整数 $n>r\geq 0$ に対して, $(p^{r}-\varphi)(\sqrt{}^{[r}n)]\supset$

$p^{r}O_{n}^{\mathrm{C}}\mathrm{r}\mathrm{y}\mathrm{s}$ .

これは極めて繁雑な計算を要するまったく自明ではない命題である.
以後 small syntomic site 上で考える. 整数 $m>r\geq 0$ に対して

(2.16) $-$ $\overline{J_{m}^{<r>}}:=\{x\in J_{m}^{[r]}|\varphi(x)\in p^{r}O_{m}^{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{y}\mathrm{s}}\}$

とおくと, 整数 $n\geq 1,$ $r\geq 0$ に対して, $\overline{J_{n+s}^{<r>}}\otimes \mathbb{Z}/p^{n}\mathbb{Z}(s\geq r)$ は $s$ のとり方によらず,
また $W_{n}$ 上 flat である. この層を $J_{n}^{<r>}$ と書 $\langle$ . $J_{n+1}^{<r>}\otimes \mathbb{Z}/p^{n_{\mathbb{Z}}}=J_{n}<r>$ である. また,

補題 214より, $0\leq r\leq p-1$ の時は, $J_{n}^{<r>}=J_{n}^{[r]}$ となる. 準同型 $\varphi_{r}$ : $J_{n}^{<r>}arrow O_{n}^{\mathrm{C}\mathrm{r}\mathrm{y}}\mathrm{s}$

を次の可換図式で定義し, $1-\varphi_{r}$ : $J_{n}^{<r>}arrow \mathcal{O}_{n}^{\mathrm{C}}\mathrm{r}\mathrm{y}\mathrm{s}$ の kernel を $S_{n}^{r}$ とおく.

$\overline{J_{n+r}^{<r>}}arrow\varphi p^{r}O_{n+}^{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{y}}\mathrm{s}r$

$(2.17)$ $\downarrow$ $\iota\uparrow$
“$p^{r}$ ”

$J_{n}^{<r>}\underline{\varphi_{r}}$ $O_{n}^{\mathrm{C}\mathrm{r}\mathrm{y}}\mathrm{s}$ .

命題 215より, 次の完全列を得る.

(2.18) 0+ $S_{n}^{r}arrow J_{n}^{<r>}1-\varphi_{r}arrow O_{n}^{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{y}\mathrm{s}}arrow 0$

また, $J_{m}^{[r]}$ の積構造 $J_{m}^{[r]}\otimes J_{m}^{[S]}arrow J_{m}^{[r+s]}$ より $S_{n}^{r}$ の積構造 $S_{n}^{r}\otimes S_{n}^{S}arrow S_{n}^{r+s}$ が導かれる.

命題 24より cohomology $H^{q}((_{J}\mathrm{x}’m’\Lambda\prime I_{m})_{\mathrm{s}}\mathrm{y}\mathrm{n}’ S^{r})n$ $(m\geq n+r)$ #よ $m$ のとり方によ

らないので, 以後これを簡単に $H^{q}((X, M)_{\mathrm{s}\mathrm{n}}\mathrm{y}’ n)S^{r}$ と書く. また, この $n$ に関する射影

極限をとったものを $H^{q}((X, M)\mathrm{s}\mathrm{y}\mathrm{n}’ sr)\mathbb{Z}_{p}$ その $\mathbb{Q}_{P}\otimes_{\mathbb{Z}_{p}}$ をとったものを $H^{q}((X, M)\mathrm{s}\mathrm{y}\mathrm{n}’ s_{\mathbb{Q}_{p}}r)$

と書く. これらを (X, $M$ ) の syntomic cohomology と呼ぶ. $J_{n}^{[r]},$ $J_{n}^{<r>}$ についても同
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様に定義する. 定義から $H^{q}((X, M)\mathrm{s}\mathrm{y}\mathrm{n}.’ J^{<}\mathbb{Q}_{p}r>)$ は $H^{q}((X, M)_{\mathrm{S}\mathrm{y}}\mathrm{n}’ J_{\mathbb{Q}}^{1}r])p$ と同型であり,
従って自然な準同型

$H^{q}((\lambda^{\Gamma}, M),$ $s_{\mathbb{Q}_{p}}^{r})arrow H^{q}((X, M)\mathrm{s}\mathrm{y}\mathrm{n}’ Jr1)[\mathbb{Q}p\varphi=pr\cong H_{\mathrm{C}}^{q_{\mathrm{f}}}(\mathrm{y}\mathrm{S}(X, M)/W,$ $J^{[]}r)_{\mathbb{Q}_{p}}^{\varphi p}=r$

がある.

最後に, $\overline{K}/K$ の各部分有限次拡大 $K’$ への (X, $M$) の底変換 (X’, $M’$ ) の syntomic
site $(\lambda_{n}’’, M_{n}’)_{\mathrm{s}\mathrm{y}\mathrm{n}}$ の帰納極限を $(\overline{X}_{n}, \overline{M}_{n})_{\mathrm{s}\mathrm{n}}\mathrm{y}$ と書くと, 対応する topos では射影極限
になり (SGA4 $\mathrm{V}\mathrm{I}8$), 各 ( $./\mathrm{Y}_{m}^{\prime,\mathrm{n}I_{m})_{\mathrm{s}}}/\prime \mathrm{y}\mathrm{n}$上の層 $S_{n}^{r},$

$J_{n}^{[r]}$ より $(\overline{X}_{m}, \overline{M}_{m})_{\mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{n}}\text{上の層}$
$S_{n}^{r}$ ,

$J_{n}^{[r]}$ が定まる. 従って上と同様に $H^{m}((\overline{X}, \overline{M})_{\mathrm{S}}\mathrm{y}\mathrm{n}’ s_{n}^{r})$ などが定義される.

\S 3 Syntomic cohomology &e’tale cohomology
syntomic cohomology と \’etale cohomology の関係について述べよう. $W$ 上の fine

$\log$ schemes の射が, 狭義 syntomic かつ generic に $(\log)$ \’etale であるとき, synotmic-
\’etale であるという. syntomic-\’etale 被覆を用いて (X, $M$) の small syntomic-\’etale site
(X, $M$ ) $\mathrm{s}\mathrm{y}\mathrm{n}- \mathrm{e}\prime \mathrm{t}$

を定義する.

$(X, M)$ の pyadic completion $(X,, \overline{M})$ に対しても, 次のように small syntomic-\’etale
site が定義できる. まず, integral な $\log$構造の理論はそのままうまく locally noether-
ian formal scheme へ拡張でき, $\log$ scheme の formal completion も自然に定義でき
ることを注意しておく. $f:(\mathfrak{T}, \mathfrak{M}_{\mathfrak{T}})arrow(\mathfrak{S}, \mathfrak{M}_{\mathfrak{S}})$ を underlying formal schemes が
Spf $(W)$ 上 locally of Pnite type な fine $\log$ formal schemes の問の射とする. $f$ の

各 mod $P^{n}$ reduction が狭義 syntomic であるとき, $f$ は狭義 syntomic であるという.
\’etale, smooth, syntomic も向様に定義する. また, $f$ が $\mathfrak{T}$ 上\’etale 局所的に $(\mathfrak{S}, \mathfrak{M}_{\mathfrak{S}})$

上 smooth な fine $\log$ formal affine scheme (2), $\mathfrak{M}_{\mathfrak{Y}})$ への exact closed immersion で
次の条件をみたすものをもっとき, $f$ は generic に\’etale であるという. 条件 : $A$ を磐の
座標環, $I$ を $\mathfrak{S}$ を定義する ideal とするとき, 自然な写像

(3.1) $K_{0}\otimes_{W}I/I^{2}arrow K_{0}\otimes_{W}\Gamma(\mathfrak{Y}, \Omega_{\mathfrak{Y}}/\mathfrak{S}(\log(\mathfrak{M}\mathfrak{Y}/\mathfrak{M}_{\mathfrak{S}})))$

が同型である. generic に\’etale な射は合成, fine $\log$ formal schemes の圏での base change
に関して閉じている. あとは前と同様 $f$ が狭義 syntomic かつ generic に\’etale なとき
$f$ は syntomic-\’etale であると定義し, syntomic-\’etale 被覆を用いて syntomic-\’etale site
(X, $M$) $\mathrm{s}\mathrm{y}\mathrm{n}- \mathrm{e}\prime \mathrm{t}$

を定義する. 次の補題より, exact closed immersion $i_{n}$ : $(X_{n}, M_{n})arrow$

(X,, $\overline{M}$) に対して, 順士関手 $i_{n,\mathrm{s}\mathrm{y}\mathrm{n}*}:$
$(X_{n}, M_{n})_{\mathrm{s}\mathrm{n}}^{\sim}\mathrm{y}arrow(\hat{X},\overline{M})_{\mathrm{s}\mathrm{y}-}\sim \mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{t}$

’ は完全である. した

がって, $S_{n}^{r}$ の $(X,, \overline{lVI})_{\mathrm{s}\mathrm{y}\mathrm{n}}- \mathrm{e}\prime \mathrm{t}$ での順像も同じ記号で書くことにすれば, syntomic coho-
mology は $S_{n}^{r}$ の syntomic-\’etale cohomology と –致する.

補題 32 (cf. $[\mathrm{F}_{0-}\mathrm{M}]\mathrm{I}\mathrm{I}\mathrm{I}4.1$ Prop) $(\mathfrak{S}, \mathfrak{M}_{\Theta}\sim)$ を $Spf(\dot{\nu}V)$ 上 locally of finite tyPe な
fine $log$ formal scheme, $(S_{n’ S_{n}}\mathrm{J}/I)$ をその mod $p^{n}$ reduction とするとき, $(S_{n}, \Lambda’I_{S_{n}})$

上狭義 syntomic な任意の fine $log$ scheme ( $Y_{n}$ , M)屋は, $(Y_{n}, NI_{Y_{n}})$ 上狭義 syntomic
局所的に $(\mathfrak{S}, \mathfrak{M}_{\mathfrak{S}})$ 上の syntomic-\’etale な五 ne $log$ formal scheme に持ち上がる.

注 33 狭義 syntomic の定義で条件 (2.2) をはずすと, この定理は成り立たないように
思われる.

最後に integral \’etale 被覆を用いて small integral \’etale site $(_{J\mathrm{x}^{r}}\eta’ NI\eta)\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}-\mathrm{e}\prime \mathrm{t}$ を定義す
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る. すると次のような topos の可換図式がある.

$(\lambda^{\hat{\prime}},\overline{NI})_{\mathrm{S}}\sim \mathrm{y}\mathrm{n}-\text{\’{e}} \mathrm{t}\underline{i_{\mathrm{s}\mathrm{y}\mathrm{t}1}-6\mathrm{t}}(X, M)_{\mathrm{s}\mathrm{n}}^{\sim}\mathrm{y}- \mathrm{e}\prime \mathrm{t}arrow j\mathrm{s}\mathrm{y}\mathrm{n}-\text{\’{e}} \mathrm{t}(_{J}\mathrm{X}_{\eta\eta}’, \mathrm{j}\mathcal{V}I)_{\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{t}}\sim \mathrm{n}-\mathrm{e}^{l}$

$(3.4)$ $\downarrow l^{\lambda}\wedge$
$\downarrow p$ . $\downarrow p_{\eta}$

$X_{S}^{\sim},=^{\hat{x}\sim}\mathrm{e}’\iota \mathrm{e}’ \mathrm{t}arrow i_{\mathrm{e}’\mathrm{t}}$
$X_{\mathrm{e}\mathrm{t}}^{\sim}$,

$arrow j_{\text{\’{e}} \mathrm{t}}$

$X_{\mathrm{e}\mathrm{t}}^{\sim},$ .

$i_{\mathrm{s}\mathrm{y}\mathrm{n}-}^{*}\text{\’{e}} \mathrm{t}$ が左完全になること以外は自明である.

補題 35 (cf. $[\mathrm{F}\mathrm{o}- \mathrm{M}]\mathrm{I}\mathrm{I}\mathrm{I}4.3$ Prop) (X, $\overline{M}$) 上の任意の syntomic-\’etale fine $log$ For-
$m\mathrm{a}l$ scheme (2), $m_{\mathfrak{Y}})$ は, 碧上\’etale局所的にある $(X, M)$ 上の syntomic-\’etale fine $log$

scheme の $P$-adic formal completion と (X, $\overline{M}$) 上同型である.

補題より $i_{\mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{n}-}^{*}\mathrm{e}’\mathrm{t}\mathcal{F}$ は前層 $( \acute{\tilde{Y}},\overline{M}_{Y}^{-})\vdasharrow\lim_{arrow}\mathcal{F}((Y^{J},\cdot MY’))$ の層化である (cf. $[\mathrm{F}\mathrm{o}- \mathrm{M}]4_{:}4$ ).

ただし, $(Y, M_{Y})$ は $(X, M)$ 上の “十分小さな”syntomic-\’etale fine $\log$ affine scheme を

走り, $(Y’, M_{Y’})$ は可換図式
$(Y^{h}, M_{Y^{h}})’arrow$ $(Y’, M_{Y}’)$

$\sim(Y, M_{Y})\downarrow$

で, $Y’$ は affine, $g$ は\’etale, $g\otimes \mathbb{Z}/p\mathbb{Z}$ は同型, $g^{*}M_{Y}\cong M_{Y’}$ であるものを走る. ここで,
$Y^{h}$ は $Y$ の $P$-adic henselization, $M_{Y^{h}}$ は $M_{Y}$ の逆像である. $(Y’, M_{Y}’)$ 達は ffltered
category をなすから, 特に $i_{\mathrm{s}\mathrm{y}\mathrm{n}-}^{*}.\mathrm{e}’\iota$ が左完全になることがわかる. またこの具体的な表示
から次の命題を得る.

. .
命題 36 (cf. $[\mathrm{F}\mathrm{o}- \mathrm{M}]\mathrm{I}\mathrm{I}\mathrm{I}4.4$ Prop) (X, $M$) $\mathrm{s}\mathrm{y}\mathrm{n}- \mathrm{e}\prime \mathrm{t}$

上の加群の層の圏から, $(X, \overline{M})_{\mathrm{s}\mathrm{y}\mathrm{n}-}\mathrm{e}’\iota$

上の加群の層 $\mathcal{G},$ $(x_{\eta}, M_{\eta})_{\mathrm{i}\iota}\mathrm{n}-\mathrm{e}’\mathrm{t}$ 上の出血の露 $\mathcal{H}$ 及び射 $\alpha:\mathcal{G}arrow i_{\mathrm{s}\mathrm{y}\mathrm{n}\mathrm{e}^{a}}- \mathrm{t}*j_{\mathrm{S}\mathrm{y}}^{*}\mathrm{n}-\mathrm{e}’\mathrm{t}\mathcal{H}$の 3つ

組のなす圏への窪手 $\mathcal{F}\mapsto(i_{\mathrm{s}\mathrm{n}}^{*}-\mathrm{e}\mathrm{t}\mathcal{F}’, j_{\mathrm{s}}^{*}\mathrm{y}\mathrm{y}\mathrm{n}- \mathrm{e}’\mathrm{t}\mathrm{s}\mathrm{y}\mathrm{n}-\mathrm{e}\mathrm{t}\mathcal{F}, i^{*}’(adj))$は圏同値である. .: .

整数 $r\geq 0$ に対し $\mathbb{Z}/p^{n}\mathbb{Z}\{r\}:=(\mathbb{Z}_{p}(r)(Paa!)-1)\otimes \mathbb{Z}/p^{n}\mathbb{Z}$ (ただし $a$ は $r$ を $p-1$ で

割った商) とおく. $\mathbb{Z}_{p}(r)$ の積構造から $\mathbb{Z}/p^{n}\mathbb{Z}\{r\}$ の積構造 $\mathbb{Z}/p^{n}\mathbb{Z}\{r\}\otimes \mathbb{Z}/p^{n}\mathbb{Z}\{S\}arrow$

$\mathbb{Z}/p^{n}\mathbb{Z}\{r+s\}$ が誘導される. $(X, \overline{M})_{\mathrm{s}\mathrm{y}- \mathrm{e}’\mathrm{t}}^{\sim}\mathrm{n}$ 上の $S_{n}^{r}$ と $(X_{\eta}, M_{\eta})^{\sim}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}- \mathrm{e}\prime \mathrm{t}$ 上の $j_{1*}\mathbb{Z}/p^{n}\mathbb{Z}\{r\}$

をはりあわせて $(X, M)^{\sim}\mathrm{s}\mathrm{y}\mathrm{n}arrow \mathrm{e}’\iota$ 上の層 $S_{n}^{r}$ を次のように構成する. (ただし fine $\log$ scheme
( $S,$ $M_{s)}$ の $\log$構造が自明な点のなす開部分 scheme を –般に $S_{\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{V}}$ と書き, $j_{1}$ を topos
の射 $(x_{\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{v}})^{\sim}\mathrm{e}’ \mathrm{t}arrow(X_{\eta}, M_{\eta})_{\mathrm{i}\mathrm{t}}\sim \mathrm{n}-\mathrm{e}’\mathrm{t}$ とする. ) 命題 36とその上の注意より “十分小さ
な” $(Y, N)$

.
$\in(X, M)_{\mathrm{S}}\mathrm{y}\mathrm{n}-\mathrm{e}\prime \mathrm{t}$ に対し射

(3.7). $S_{n}^{r}((Yn+r’ MYn+r))arrow \mathbb{Z}/p^{n}\mathbb{Z}\{r-\}(Y_{\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{V}}^{h})\mathrm{r}$

を構成すればよい. $Y=\mathrm{S}_{\mathrm{P}^{\mathrm{e}}}\mathrm{C}(B),$ $Y^{h}=\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}(B^{h})$ とおく. $B\supset W[\mu_{p^{n}}.]$ としてよい.

$[\mathrm{T}3]\S 1.5$ のように, 正則環 $B_{\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{i}_{\mathrm{V}}}^{h}$ の最大不分岐拡大における $B^{h}$ の normalization $\overline{B^{h}}$ を

とり, Acrys $(\overline{B^{h}}),$
$\theta:A_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{y}\mathrm{s}}(\overline{Bh})arrow\overline{B^{h}}-\subset\overline{B^{h}}-$を定義する. $\overline{Y^{h}}=\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{C}(\overline{B^{h}})-$ とおき, そ

の上に $\overline{B^{h^{*}}}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{v}\cap\overline{Bh}arrow\overline{B^{h}}-$ に伴う $\log$構造 $\overline{N^{h}}$ を与える. すると, $o_{n}^{\mathrm{c}\mathrm{f}}\mathrm{y}\mathrm{s}((\overline{\mathrm{I}\nearrow h}N+r’ n+r)n)\overline{h}=$

$Fil^{r}A_{\mathrm{C}\mathrm{r}\mathrm{y}}\mathrm{S}(\overline{Bh})/p^{n},$
$\overline{J<r>}(n+r(\overline{Y^{h}}n+r’\overline{N^{h}}n+r))=Fi\iota_{p\mathrm{y}}^{r}A_{\mathrm{c}\mathrm{r}}\mathrm{S}(\overline{Bh})/pn$ で (cf. $[\mathrm{T}3]\mathrm{A}1.5$),

次の完全列がある ( $[\mathrm{T}3]\mathrm{A}3.26$ , A333) . ’

(3.8) $0arrow \mathbb{Z}/p^{n}\mathbb{Z}\{r\}(\overline{Bh})\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{v}arrow Fil_{p}^{r}A_{\mathrm{C}}\mathrm{r}\mathrm{y}\mathrm{S}(\overline{B^{h}})/p^{n}$ 号\rightarrow S $A_{\text{。}\mathrm{r}\mathrm{y}}\mathrm{s}(\overline{Bh})/p^{n}-0$ .

仮定 $W[\mu_{p^{n}}]\subset B$ より $\mathbb{Z}/p^{n}\mathbb{Z}\{r\}(\overline{Bh})\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{V}=\mathbb{Z}/p^{n}\mathbb{Z}\{r\}(B^{h})\iota \mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{v}$ だから, これより求める
射 (3.7) を得る. さらに射 (3.7) は積構造と可換で, 従って $S_{n}^{7}$ にも積構造が定義される.
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補題 39 $\mu_{p^{n}}\subset IC$ で $M_{\eta}$ が自明なとき, 自然な射な Rp*Snr\rightarrow Rp^*Snr は同型.

証明は $[\mathrm{F}_{0}- \mathrm{M}]\mathrm{I}\mathrm{I}\mathrm{I}6.2$ と同様. 仮定をみたさない場合は, $j_{1*}\mathbb{Z}/p^{n}\mathbb{Z}\{r\}\not\cong \mathbb{Z}/p^{n}\mathbb{Z}$ なの

で同様の証明はできないが, 成り立つことが期待される. 補題より補題と同じ仮定のも
とで射

(3.10) $Rp_{n+r*n}S^{r}\cong R^{\wedge}p_{*}S_{n}^{r}arrow i_{\mathrm{e}\mathrm{t}}^{*},Rj_{\mathrm{e}’}\mathrm{t}*\mathbb{Z}/p^{n}\mathbb{Z}\{r\}$

が定義される. $(_{Pn+r}$ : $(,\mathrm{Y}_{n+^{r},+r)_{\mathrm{s}\mathrm{y}}^{\sim}}M_{n}\mathrm{n}arrow(X_{n+r})^{\sim}\mathrm{e}’ \mathrm{t}=(X_{\mathit{8}})_{\mathrm{e}\mathrm{t}}^{\sim}$, とする. )

$\overline{K}/K$ の有限次部分拡大 $K’$ への底変換 (X’, $M’$ ) に関して極限をとることにより $(_{J}\overline{\mathrm{Y}}, \overline{M})$ $:=$

$1\mathrm{i}\mathrm{m}(X’, M’)arrow$ に対しても, $M_{\eta}$ 自明の仮定のもとで同様の射 . .

(3.11) $R\overline{p}_{n+r}S_{n}^{r}arrow\overline{i}_{\mathrm{e}\mathrm{t}*}\prime R\overline{j}_{\mathrm{e}\mathrm{t}}\prime \mathbb{Z}*/p^{n}\mathbb{Z}\{r\}$

を得る. ($\overline{i}:X_{\overline{s}}arrow\overline{X},\overline{j}:X_{\overline{\eta}}arrow\overline{X},\overline{p}_{n+r}$ : $(\overline{X}_{n+r}, \overline{M}_{n}+r)_{\mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{n}}\simarrow(\overline{X}_{n})_{\mathrm{e}\mathrm{t}}^{\sim}’=$ (Xy)銭と
おく. )

定理 3.12 (cf. [Kal], [Ku], [T31) 整数 $0\leq q\leq r$ に対し, $p,$ $q,$ $r$ のみで定まる定数 $N$

が存在し, すべての $n$ に対して (3.11) より導かれる射

(3.13) $R^{q}\overline{p}n+r*S^{r}narrow\overline{i}_{\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{e}^{z}\mathrm{t}}^{*},R^{q}\overline{j}*\mathbb{Z}/p\{n_{\mathbb{Z}}r\}$

の kernel, cokernel が $P^{N}$ で消える.

$X$ が semi-stable reduction を持つ場合は, symbol (ここでは略したが) との可換性
さえ示せば, あとは [T3] とほぼ同じ議論により証明できる.

系 314 整数 $0\leq q\leq r$ に対し, proper base change theorem と (3.11) より得られる
次の写像は同型である.

(3.15) $H^{q}((\overline{X}, \overline{M})_{\mathrm{S}}\mathrm{y}\mathrm{n}’ S_{\mathbb{Q}_{p}}^{r})arrow H_{\mathrm{e}\mathrm{t}}^{q},(\lambda_{\eta}’, \mathbb{Q}_{p}(r))$

\S 4 Syntomic cohomology $\geq$ crystalline cohomology

次に, syntomoic cohomology と crystalline cohomology $D^{q}$ との関係についてのべ
よう. まず syntomoic cohomology の定義より, 積構造を保ち, $X$ について funcotrial
な自然な射

(4.1) $H^{q}((_{\overline{J\mathrm{X}}}r, \overline{M})\mathrm{s}\mathrm{y}\mathrm{n}’ sr)\mathbb{Q}_{p}arrow H_{\mathrm{C}\mathrm{r}\mathrm{y}\mathrm{s}}^{q}((_{\backslash _{J}}\overline{\backslash \prime}, \overline{\Lambda/I})/W,$$J^{[r}])_{\mathbb{Q}_{p}}\varphi=p^{r}$

がある. ここで $H_{\mathrm{C}\mathrm{r}}^{m}(\mathrm{y}\mathrm{s}(_{\overline{J\mathrm{x}}\overline{\Lambda I}}’,)//W,$ $J[r])$ は厳密には

$. \lim_{arrow,n}(\lim_{h’},H_{\mathrm{c}}m_{\Gamma \mathrm{y}\mathrm{s}}(arrow(_{J\mathrm{x}_{n}}\prime J, \Lambda \text{ノ}I^{r})n/\nu Vn’ J_{()}r])[)x_{n}’,\mathrm{A}I_{n}^{l}/1V_{n}$

で定義する. ただし $I\mathrm{t}^{\prime;}$ は Iぞ/K の有限次部分拡大を走り, $(S’, N’)$ を $IC’$ の整数環の
$\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{C}$ に closed point から定まる $\log$ 構造を与えたものとして, (X’, $M’$ ) $=(X, M)\cross(S,N)$

$(S’, N’)$ とする. また, 添字の $\mathbb{Q}_{p}$ は $\mathbb{Q}_{p}\otimes_{\mathbb{Z}_{\mathrm{p}}}$ をとったものを表わす. 以下出てくる
$(X, \overline{\Lambda’I})$ や $(\overline{S}, \overline{N})$ のいろいろな crystalline cohomology も同様に定義する.
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次の, $B_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{y}\mathrm{s}}^{+},$
$B_{\mathrm{s}\mathrm{t}}^{+}$ および $B_{\mathrm{D}\mathrm{R}}^{+}$ の $(\overline{S}, \overline{N})$ の crystalline cohomology を用いた解釈, お

よび $(_{J}\overline{\mathrm{Y}}, \overline{M})$ の crystalline cohomology に対する KUUnneth formula が鍵となる. まず

次の可換図式があったことを思い出しておく.

(4.2)

命題 43 (1) $([\mathrm{T}3]\S 1.6)$ ガロア群の作用を保つ自然な同型

$B_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{y}\mathrm{s}}^{+}$

$\cong$

$H_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{y}\mathrm{s}}^{0}((\overline{S},\overline{N})/W)\cup \mathbb{Q}_{p}$

$Fil^{r}B_{\mathrm{c}}^{+}\mathrm{r}\mathrm{y}\mathrm{s}$
$\cong$ $H_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{y}\mathrm{s}}^{0}((\overline{s}, \overline{N})/W,$ $J^{[}r])_{\mathbb{Q}_{p}}$

がある. 上の同型はさらに環同型で Froben$\mathrm{i}$us を保つ.

(2) $([\mathrm{T}3]\S 4.6)$ (1) の同型と crystalline cohomology の functorialityから導かれる
自然な準同型

$Fil^{r_{B_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{S}}^{+}}}\mathrm{y}/Fi\iota^{S}B\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{y}\mathrm{s}+arrow H_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{y}\mathrm{s}}^{0}((\overline{s},\overline{N})/(s, N),$
$J[r]/J^{[s}])_{\mathbb{Q}_{p}}$ $(_{S>r\geq}\mathrm{o})$

は同型であり, 従って射影極限をとることによって, 次の同型を得る.

$B_{\mathrm{D}\mathrm{R}}^{+}$
$\cong$

$\lim_{arrow S}H_{\mathrm{C}\mathrm{r}}0(\mathrm{y}\mathrm{S}(\overline{S},\overline{N})/(S, N),$
$O/J[S])\mathbb{Q}_{p}$

$\cup$
$\cup$

$Fil^{r}B_{\mathrm{D}\mathrm{R}}^{+}$ $\cong$
$\lim_{arrow S}H_{\mathrm{C}\mathrm{r}}0(\mathrm{y}\mathrm{s}(\overline{s}, \overline{N})/(S, N),$

$J^{[}r]/J^{[_{S}1})_{\mathbb{Q}_{p}}$

(3) $([\mathrm{K}\mathrm{a}3]\S 3)$ ガロア群の作用, Frobenius および monodromy を保つ自然な環同型

$B_{\mathrm{s}\mathrm{t}}^{+}\cong H_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{y}\mathrm{s}}^{0}((\overline{s},\overline{N})/(E, M_{E}))^{N\mathrm{n}}-\mathrm{i}1_{\mathrm{P}}$

がある. ここで $N$-nilp は monodromy $N$ が巾零に作用する元のなす部分群を表わす.
さらに, (1) の同型と crystalline cohomology の functoriality を用いて右辺を $B_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{y}}^{+}$ -

$\mathrm{S}$

algebra
とみなすとき, 上の同型は Bcrys 同型である. $((E, M_{E})$ は $I\zeta$ の素元 $\pi$ の取り方によっ
ていることに注意)

(4) $([\mathrm{T}3]\S 4.6)$ (2), (3) の同型および functoriality より導かれる準同型 $B_{\mathrm{s}\mathrm{t}}^{+}arrow B_{\mathrm{D}\mathrm{R}}^{+}$

は素元 $\pi$ に対応する埋め込みと –致する.

命題 44 (1) $([\mathrm{K}\mathrm{a}3]\S 4, [\mathrm{T}3]4.5.4)$ functoriality および cup積を用いて得られる準
同型

$H_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{y}\mathrm{s}}^{0}((\overline{s}n’\overline{\Lambda/I}_{n})/(E_{n}, NI_{E_{n}}))\otimes_{R}EnH_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{y}\mathrm{s}}^{q}((_{J}\mathrm{x}\mathit{7}, \Lambda n/In)/(En’ E_{n}l\psi I))$

$arrow H_{\mathrm{C}\mathrm{f}}^{q}\mathrm{y}\mathrm{s}((_{\overline{J\mathrm{v}}_{n},\overline{\Lambda}}/In)/(E_{n}, \Lambda/I_{En}))$

は同型である.
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(2) $([\mathrm{T}3]\S 4.7)$ 命題 43(2) の同型と crystalline cohomology の funcoriality, cup
積を用いて得られる準同型

$B_{\mathrm{D}\mathrm{R}}^{+} \otimes_{K}D_{\mathrm{D}\mathrm{R}}^{q}arrow\lim_{arrow,\epsilon}H_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{y}\mathrm{s}}q((_{\overline{J\mathrm{Y}}}, \overline{NI})/(s, N),$

$O/J[_{S}])\mathbb{Q}_{p}$

は同型であり, 更に次の同型を導く.

$Fi \iota^{r}(B_{\mathrm{D}}^{+}\otimes_{K}D\mathrm{R}\mathrm{D}\mathrm{R})qarrow\lim_{arrow,S}H_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{y}\mathrm{s}}^{q}\sim((\overline{x},\overline{\Lambda/I})/(s, N),$

$J[r]/J[_{S]})_{\mathbb{Q}}p$ .

記号を簡単にするために

$B_{\mathrm{s}\mathrm{t}}^{+}:=H_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{y}}^{0}\mathrm{s}((\overline{s}, \overline{N})/(E, M_{E}))_{\mathbb{Q}_{\mathrm{p}}}$ (C.Breuil の記法),
$\overline{D}^{q}:=H_{\mathrm{c}\mathrm{r}}^{q}\mathrm{y}\mathrm{s}((\overline{x}, \overline{M})/(E, M_{E}))_{\mathbb{Q}_{p}}$,

$\overline{D}_{\mathrm{D}\mathrm{R}}^{q}:=\lim_{arrow}H_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{y}}^{q}\mathrm{s}((\overline{x},\overline{M})/(s, N),$ $\mathcal{O}/J^{[}S])_{\mathbb{Q}}p$

’

$Fil^{r} \overline{D}_{\mathrm{D}\mathrm{R}}:=\lim_{arrow}H_{\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{y}}^{q}(\mathrm{s}(\overline{x},\overline{M})/(s, N),$ $J^{[r]}/J[s])_{\mathbb{Q}}p$ .

とおく. すると上の 2つの命題および補題 110より次の可換図式を得る.

左の–番下の上向きの同型は命題 43(3) と補題 110から得られるものである. このよ

うにして, 次のガロア群の作用と両立する写像を得る.

(4.5) $H^{q}((_{J}\overline{\mathrm{Y}}, \overline{NI})\mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{n}’ sr)\mathbb{Q}_{p}arrow Fi\iota^{r}(B_{\mathrm{D}\mathrm{R}}^{+}\otimes_{K}D_{\mathrm{D}\mathrm{R}}^{q})\cap(B_{\mathrm{s}\mathrm{t}}^{+}\otimes_{K_{0}}D^{q})^{N0,=p}=\varphi r$

\S 5 $C_{\mathrm{s}\mathrm{t}}$ –Fontaine-Jannsen の予想の証明
系 314と準同型 (4.5) より, $r\geq q$ のとき, ガロア群の作用と両立する準同型

(5.1) $H_{\mathrm{e}\mathrm{t}}^{q},(_{J}1_{\overline{\eta}}’, \mathbb{Q}_{p}(7^{\cdot}))arrow Fi\iota^{r}(B_{\mathrm{D}\mathrm{R}}^{+}\otimes_{K}D_{\mathrm{D}\mathrm{R}}^{q})\cap(B_{\mathrm{s}\mathrm{t}}^{+}\otimes_{R_{0}^{\prime D^{q}}})N=0,\varphi=pr$

を得る. $\mathbb{Q}_{p}(-r)\subset B_{\mathrm{s}\mathrm{t}}$ だから, この準同型より $B_{\mathrm{s}\mathrm{t}^{-}}$ 線型で, ガロア群の作用, Frobe-
nius, monodromy, および, $\pi$ に対応する埋め込み $\iota_{\pi}$ : $B_{\mathrm{s}\mathrm{t}}arrow B_{\mathrm{D}\mathrm{R}}$ に関してテンソル積
をとったあとの fiiltration と可換な準同型

(5.2) $B_{\mathrm{S}\iota \mathbb{Q}_{p}}\otimes H_{\mathrm{e}\mathrm{t}}^{q},(J1’\mathbb{Q}_{p}\overline{\eta}’)arrow B_{\mathrm{s}\mathrm{t}}\otimes_{K_{0}}Dq$
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を得る. これは, $r\geq q$ の取り方によらず, また $X$ について functorial で積構造と可
換となることがわかる. あとは (5.2) が同型になることを示せば十分である. \’etale co-
homology と crystalline cohomology はともに Poincar\’e duality を持ち, またその次元
が–致する (Lefschez principle, etale cohomology と singular cohomology の比較定
理を用いて, (複素数伊上の) Hodge 理論に帰着する) ことから, $X_{\eta}$ が geometrically
connected で $d$ 次元のとき, 上の準同型が $q=2d$ の時 $0$ にならないことを示すこと
に帰着される. (厳密には, ffltration の間の同型を導くために, さらに, Hodge coho-
mology に対する Serre duality を用いる必要がある. ) $q=2d$ の時の同型は, 次の line
bundle の 1st Chern class と (5.2) の compatiblity と若干の巧妙な議論 $([\mathrm{F}_{0-}\mathrm{M}]\mathrm{I}\mathrm{I}\mathrm{I}6.3$,
$[\mathrm{T}3]4.10.3)$ により導かれる.

命題 53 $X$ 上の line bundleC に対して, 準同型 (5.2) で $q=2$ とおいたものは, $t\otimes$

$(c_{\mathrm{e}\mathrm{t}}^{1},(c|x_{\eta})\otimes t^{-1}.)$ を $1\otimes c_{\mathrm{D}\mathrm{R}}^{1}(\mathcal{L}|x.)\eta$ に写す. ここで, $t$ #よ $\mathbb{Q}_{p}(!$
.

$)$ の $0$ でない任意の元
である.

注 54 上の命題と splitting principle により, 準同型 (5.2) は, $X$ 上の任意の vector
bundle の Chern class と可換なことがわかる.

\S 6主定理の証明の概略
$\eta$ 上の proper scheme は必ず $S$ 上の proper scheme にのびるから (永田の定理) ,

最初から $S$ 上の proper scheme $X$ が与えられているとしてよい. 整数 $m$ を固定する
と de Jong の alteration $([\mathrm{D}\mathrm{J}])$ より, $S$ を適当な有限次拡大でおきかえれば (poten-
tially semi-stable 表現 になるかのみ考えているからおきかても問題ない) , $m$ 番目で
truncate された $X$ の proper hypercovering $Xarrow X$ で, 各 $X^{\nu}(\nu=0,1, \cdots, m)$

がある semi-stable scheme を base change した形であるものがとれる. 各 $X^{\nu}$ に sep-
cial fiber に伴う $\log$構造 $M^{\nu}$ を入れると, これらは $m$ 番目で truncate された simpli-
cial fine $\log$ scheme $(X, M)$ をなし, その各成分 $(X^{\nu}, M^{\nu})$ には前の章まで述べてき
た議論が適用できる. まず\’etale cohomology の cohomological descent により, $V^{q}$ $:=$

$H_{\mathrm{e}\mathrm{t}}^{q},(X_{\overline{\eta}}, \mathbb{Q}_{p})$ は, $q<m$ のとき $H_{\mathrm{e}\mathrm{t}}^{q},(\lambda_{\overline{\eta}}’, \mathbb{Q}p)$ と $-$致する. 対応する crystalline coho-
mology $D^{q}(q<m)$ は, topos $((x_{s}, M_{s})/(W_{n}, W_{n}(L)))_{\mathrm{C}\mathrm{r}\mathrm{y}}\mathrm{s}$ を用いて\S 1と同様に定義
する. これが有限次元 $K_{0^{-}}$ 空間になることは spectral sequence を用いて容易にわかる.
Frobenius $\varphi$ , monodromy $N$ も定義できる. 以下ガロア群の作用と可換な $B_{\mathrm{s}\mathrm{t}^{-}}$ 同型

(6.1) $B_{\mathrm{s}\mathrm{t}}\otimes_{\mathbb{Q}_{\mathrm{p}}}V^{q}\cong B_{\mathrm{S}\mathrm{t}}\otimes_{K_{\text{。}}}D^{q}$ $(q<m)$

が存在することを示す. (この同型から, 左辺のガロア不変部分は $D^{q}$ と同型でその $K_{0}$

上の次元が $V^{q}$ の $\mathbb{Q}_{p}$ 上の次元と –致すること, したがって $V^{q}$ が semi-stable 表現であ
ることが分かる. ) .

まず\S 3の議論を $(_{J}\mathrm{Y}, M^{\cdot})$ に伴う topos 達に拡張できて, $(_{J1’}\overline{\ovalbox{\tt\small REJECT}})_{\mathrm{e}’\mathrm{t}}$ 上の射

(6.2) $R\overline{p}_{n+n}.\Gamma*S^{r}.arrow$

.
$(\overline{i}_{\mathrm{e}\mathrm{t}}’)*R(\overline{j}_{\mathrm{e}\mathrm{t}}’)_{*}\mathbb{Z}/p^{n}\mathbb{Z}\{r\}$

を得る. 定理 32を各成分 (X’, $M^{\nu}$ ) に適思すると, この射の $\mathcal{H}^{q}(q\leq r)$ をとったも 9
の kernel, cokernel の exponent は $n$ に関して–様におさえられる. したがって両辺の
cohomology をとって proper base change を使うと, 同型 ..
(6.3) $H^{q}((_{\overline{J\mathrm{X}’}N}, \overline{I})\mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{n}’ sr)\mathbb{Q}_{p}\cong H_{\mathrm{e}\mathrm{t}}^{q},(_{J}\mathrm{x}\prime \mathbb{Q}_{p}\overline{\eta}’)\cong V^{q}$ $(r\geq q, q<. m)$

を得る. cohomology $D^{q}(q<r)$ を $((_{J}\mathrm{x}’\cdot wI)n’ n/(E_{n}, \Lambda TE_{n}))_{\mathrm{C}}\mathrm{r}\mathrm{y}\mathrm{s}$ を用いて\S 1と同様に
定義すると, 補題 1.10はこの場合にも成り立つ. 実際 section の存在は $[\mathrm{H}- \mathrm{K}\mathrm{a}](2.24)$ を
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simplicial の場合にも証明することに帰着され, これは [T2] の syntomic site を用いた議
論を $\log$ scheme に拡張することにすることによって証明できる. 同型になることは, 成
分ごとの議論に容易に帰着される. また, 命題 44(1) も simplicial の場合に成り立つ.
以上より $\mathrm{O}\underline{<}q\leq r,$ $q<m$ に対して射

(6.4) $V^{q}\cong H^{q}((\overline{x},. \overline{M})\mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{n}’ S_{\mathbb{Q}_{p}}r)arrow H_{\mathrm{C}}^{q}(\mathrm{r}\mathrm{y}\mathrm{S}(\overline{x}, \overline{M})/W,$ $J^{[r}])^{\varphi=}\mathbb{Q}pp^{r},N=0$

$arrow(\overline{D}^{q})^{\varphi=}p^{r},N=\mathit{0}\cong(^{\mp_{B_{\mathrm{S}\mathrm{t}}\otimes_{R}}}\backslash E\mathrm{Q}_{p}D^{q})^{\varphi=p^{r_{N=0}}}’-\sim(B_{\mathrm{S}}^{+}\otimes_{K_{\text{。}}}\mathrm{t}D)\varphi=pr,N=0$

を得, これより (6.1) の左から右への射を得る. 同型であることは $m$ を大きく (従って

base change も無限回繰り返す) していった極限で, spectral sequence を用いて $C_{\mathrm{s}\mathrm{t}}$ に

帰着させて証明する.
$-$
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