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1. 序. フルタ不等式が発見されて既に 10年以上の歳月が流れる。 この間、 この不等式はいろいろな形
で点検されながら進化、深化を遂げ、今その真価はさまざまな分野において発揮されている。 1987年 [8] に
おいて発表されたフルタ不等式の最初の形は次のようなものである-

フルタ不等式: $([8]_{\mathrm{C}},\mathrm{f}.\iota 91)$ If $A\geq B\geq 0$ ,
then for each $r\geq 0$ ,

$(B^{\mathrm{r}}A^{p}B^{r})^{\iota}q\geq(B^{\Gamma}B^{\mathrm{p}}B^{f})\iota q$

and

$(A^{r}A^{p}A^{\tau})^{\frac{1}{q}}\geq(A^{\Gamma}B^{\mathrm{p}}A^{f})\iota q$

holds for $p$ and $q$ such that $p\geq 0$ and $q\geq 1$ with
$(1+2r)q\geq p+2r$ .

$\mathrm{p},\mathrm{q},\mathrm{r}$ についてこの図における領域が best Possbleであることの証明は棚橋 [19] において示されている。 フ

ルタ不等式において $r=0$ としたとき次の L\"owner-Heinz 不等式を得ることができる。

L\"owner-Heinz 不等式: If $A\geq B\geq 0$ , then

$A^{\alpha}\geq B^{\alpha}$ for $\alpha\in[0,1]$ .

久保–安藤 [17] による作用素平均を用いてフルタ不等式を表わすと次のようになる。

$A^{t}\#_{\frac{1-t}{\mathrm{p}-t}}B^{\mathrm{p}}\leq A$ and $B\leq B^{t}\#_{\frac{1-\ell}{p-\ell}}A^{p}$ , for $p\geq 1$ and $t\leq 0$ .

ここで使われている記号 #。は $\alpha$-power mean と呼ばれるもので

$A \#_{\alpha}B=A^{\frac{1}{2}}(A^{-\frac{1}{2}}BA-\frac{1}{2})\alpha A^{1}2$ , for $\alpha\in[0,1]$

によって与えられる。 この $\alpha$-power mean を用いてフルタ不等式の別証明を与えることで次の結果を得る
ことができた $(\mathrm{c}\mathrm{f}.[7],[14])$

。

Satellite theorem of the Furuta inequality : If $A\geq B\geq 0$ , then for $p\geq 1$ and $t\leq 0$ ,

$A^{t}\#_{\frac{1-t}{\mathrm{p}-\ell}}B^{p}\leq B\leq A\leq B^{t}\#_{\frac{1-t}{p-t}}A^{\mathrm{p}}$.
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2. 補完領域. フルタ不等式と同じ形の不等式が成り立つ領域が存在することを最初に指摘したのは吉野
[21] である。 我々はこの指摘を受けて次のような結果を得た ([4])。

If $A\geq B>0,0\leq t<p$ and $\frac{1}{2}\leq p\leq 1$ , then

$A^{t}\mathfrak{h}_{\frac{1-t}{\mathrm{p}-t}}B^{p}\leq A$ .

ここで使われている記号 $\mathfrak{h}_{s}$ は $s\in \mathcal{R}$ に対して $A\mathfrak{h}_{\mathit{8}}B=A^{1}2(A^{-1}2BA^{-1}2)^{S}A^{1}2$ で与えられる。 これは
$s\in[0,1]$ のとき $\#$ と–致する。

方 $0 \leq t<p\leq\frac{1}{2}$ の場合についての議論は棚橋 [20] によってはじめられた。彼はここで

$0 \leq t<p\leq\frac{1}{2}$ に対し、 $A\geq B\geq O$ ならば $A^{t}\mathfrak{h}_{\frac{1-t}{p-t}}B^{p}\leq A$ は成立するか、

という問題を提出している。 これを棚橋の問題と呼ぶ。

我々はこの問題に対する解答ではないが、 $\frac{1}{2}\leq p\leq 1$ の場合の別証明とともに $0\leq t<p\leq$ A の場合に
ついても統–的な証明を与えることで次のようにまとめることができた ([16])。

Let $A\geq B>0$ and $0\leq t<p\leq 1$ . Then

(i) for $\frac{1}{2}\leq p$ ,

(1) $A^{t}\mathfrak{h}_{\frac{1-\ell}{p-\ell}}B^{p}\leq B\leq A$,

(ii) for $p \leq\frac{1}{2}$ ,

(2) $A^{t}\mathfrak{h}_{2}R_{\frac{t}{t}}^{-}p-B^{\mathrm{P}}\leq B^{2p}\leq A2p$ .

さらにこれを operator function の観点から次のように
一般化することができた $([5],\iota 6])$ 。

Theorem F.F.J.K. Let $A\geq B>0,0\leq t<p\leq 1$ an.u $\alpha \mathrm{c}_{=}(\mathrm{U},$ $1 \int.$
1 $\cdot 5^{\mathrm{u}\cdot \mathrm{c}}$

(i) If $\frac{1}{2}\leq p$ , then for $\beta\geq(1-t)\alpha+t$ and $\frac{(1-t)\alpha}{p-t}\geq 1$ ,

(3) $(A^{t}\mathfrak{y}_{L_{\frac{\ell}{\ell}}^{-},p-}B^{p})^{\frac{(1-t)\infty+t}{\beta}}\leq A^{t}\mathfrak{h}_{\frac{(1-t)\propto}{\mathrm{p}-\ell}}B^{p}\leq B^{\langle t}1-)\alpha+tA\iota_{\#}\leq\alpha B\leq A^{(-}1t)\alpha+t$

and $f(\beta)=(A^{t}\mathfrak{y}_{e_{\frac{-\ell}{-t}},\mathrm{p}}B^{p})^{\frac{\langle 1-t)\alpha}{\beta}}$ is adecreasing function of $\beta$ such that $\beta\geq(1 - t)\alpha+t$ .

(ii) If $p \leq\frac{1}{2}$ , then for $\beta\geq(2p-t)\alpha+t$ and $\frac{(2p-t)\alpha}{p-t}\geq 1$ ,

(4) $(A^{t}\#_{p}\mathrm{g}_{-}^{-\ell}B^{p})^{\frac{(2\mathrm{p}-\ell)\alpha+\ell}{\beta}}\leq A^{t}\mathfrak{h}_{\frac{(2p-t)\propto}{p-\ell}}B^{p}\leq B^{(2pt}-)\alpha+t\leq A^{t}\#_{\alpha}B^{2_{\mathrm{P}}}\leq A^{\mathrm{t}p-}2t)\alpha+t$

and $g(\beta)=(A^{t}\mathfrak{y}_{\epsilon_{\frac{-l}{-t}},p}B^{p})^{\frac{(2p-t)\alpha+l}{\beta}}$ is adecreasing function of $\beta$ such that $\beta\geq(2p-t)\alpha+t$ .
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3. 結論. 上の Theorem における formulation の不統–性が気にかかっていた。 また formulation その
ものも複雑である。そこで今回、 これらの事柄を次のように整理することができることを報告する。

Theorem. (i) Let $A\geq B>0$ and $0\leq t<p\leq 1$ . Then for each $\delta$ with $t \leq\delta\leq\min\{1,2p\}$ ,

$F(\beta)=F_{\delta(}\beta)=(A^{t}\mathfrak{h}_{L_{-}^{-},\mathrm{p}^{\frac{t}{\ell}}}B^{p})^{s}\not\supset$

is a decreasing fimction of for $\beta\geq\delta$ , and

(5) $(A^{t}\mathfrak{h}_{L_{-}^{-},\mathrm{p}^{\frac{t}{t}}}B^{p})^{p}\delta\leq A^{t}\mathfrak{h}_{\frac{\delta-t}{p-t}}B^{p}\leq A^{\delta}$ .

In particular, for each $\delta$ with $p \leq\delta\leq\min\{1,2p\}$ ,

(6) $(A^{t}\mathfrak{h}_{L-,p^{\frac{\ell}{\ell}}}-B^{p})^{\iota}\not\supset\leq A^{t}\mathfrak{h}_{\frac{\delta-t}{p-\ell}}B^{\mathrm{p}}\leq B^{\delta}\leq A^{\delta}$.

(ii) Let $A\geq B>0,1\leq p$ and $0\leq t\leq 1$ , then

(7) $F(\beta)=(A^{t}\mathfrak{h}_{L_{\frac{t}{t}}^{-},p-}B^{\mathrm{p}})^{i}\leq B\leq A$ ,

and $F(\beta)$ is adecreasing function of $\beta\geq p$ .

Remark. この Theorem で (5) に $\delta=(1-t)\alpha+t,$ $\alpha\in(0,1]$ を代入すれば (3) が得られ $\delta=(2p-t)\alpha+t$

$,\alpha\in(0,1]$ を代入することで (7) が得られる。

最初にこれまでもしばしば使ってきた次の lemma を与えておく $(\mathrm{c}\mathrm{f}.[.5],[7],[121,[16])$ 。

Lemma. If $A\geq B>0$ and $p\in \mathrm{R}$ , then for $0\leq t\leq 1,$ $t<p$ and $p\leq\delta\leq 2p-t$ ,

$A^{t}\mathfrak{h}_{\frac{\delta-\ell}{p-t}}B^{p}\leq B^{\delta}$.

Proof. Since $A^{t}\mathfrak{h}_{s}B^{p}\leq B^{(p-t)}S+t$ for $A\geq B>0,$ $p\in \mathrm{R},$ $1\leq s\leq 2$ and $0\leq t\leq 1$ , by replacing
$s= \frac{\delta-l}{p-l}$ we have the above.

Proof of Theorem. In the beginning, we point out that

(11) $A^{t}\mathfrak{h}_{\frac{\delta-\ell}{\mathrm{p}-l}}B^{p}\leq B^{\delta}\leq A^{\delta}$ for $p\leq\delta\leq 2p$.

As amatter of fact, since $A^{\delta}\geq B^{\delta}>0$ by (2) and $0 \leq\frac{t}{\delta}<R\delta\leq 1,$ $\frac{1}{2}\leq R\delta\leq 1$ , we can apply (4) to $A^{\delta}$

and $B^{\delta}$ , that is,

$A^{t}\mathfrak{h}_{\frac{\delta-\ell}{p-\ell}}B^{p}=(A^{\delta})^{\mathrm{r}}\ell \mathfrak{h}_{1-}\Leftrightarrow-(B^{\delta})^{\xi}\leq B^{\delta}\leq A^{\delta}$
.
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Our proof is done inductively. As the first step, let $\beta\geq\delta$ such that $1\leq E_{\frac{-t}{-t}}\delta\leq 2$ , then we use Lemma
for $A^{t}\mathfrak{y}_{\frac{\delta-}{p-}i}B^{p}$ and $A^{\delta}$ , we have

$A^{t}\#_{p^{\frac{t}{\ell}}}L_{-}-B^{p}$ $=$ $A^{t}\mathfrak{y}_{\mathrm{g}_{-}^{\iota}}-(A^{t}\mathfrak{h}_{\frac{\delta-\ell}{\mathrm{p}-\ell}}B^{p})$

$=$ $(A^{\delta})^{\frac{t}{\delta}}\#\mathrm{g}_{-}^{-t}(A^{t}\mathfrak{h}_{\frac{\delta-l}{\mathrm{p}-t}}B^{p})$

$\leq$ $(A^{t}\mathfrak{h}_{\frac{\delta-\ell}{p-t}}B^{\mathrm{P}})^{(}1-_{7}^{t})\mathrm{g}--t+\mathrm{t}$

$=$ $(A^{t}\mathfrak{h}_{\frac{\delta-\ell}{p-l}}B^{p})\#$ .

Since $0 \leq\frac{\delta}{\beta}\leq 1$ , applying (2) for $\alpha=\frac{\delta}{\beta}$ , we have

$(A^{t}\mathfrak{h}_{L_{-},\mathrm{p}^{\frac{-l}{\ell}}}B^{p})\not\supset\delta\leq A^{t}\mathfrak{h}_{\frac{\delta-t}{\mathrm{p}-t}}B^{\mathrm{p}}\leq B^{\delta}\leq A^{\delta}$.

Secondary, for $A^{\delta}\geq(A^{t}\mathfrak{h}L_{-}^{-}p^{\frac{t}{\ell}}B^{\mathrm{p}})^{s}\not\supset$ and $\beta_{1}$ such that $1\leq \mathrm{g}\rho^{1_{\frac{-t}{-t}}}\leq 2$ , Lemma leads the following;

$A^{t} \#\frac{\beta-\ell}{p-t}B^{p}$ $=$ $A^{t} \mathfrak{y}_{\rho t}\mp^{-}\tau(A^{t}\#_{\mathrm{p}}L_{-}^{-}\frac{t}{\ell}B^{\mathrm{p}})$

$=$ $(A^{\delta})^{\eta}\ell\#\text{船}$ $((A^{t}\mathfrak{h}_{L-,\mathrm{p}^{\frac{t}{\ell}}}-B^{p})^{p})\delta\not\in$

$\leq$ $((A^{t}\#_{p^{\frac{-l}{-t}}}LB^{p})^{\delta}F)(\#-\#)\rho\star-+^{l}-t\sigma$

$=$ $(A^{t}\#_{p}e_{\frac{-l}{-\ell}}B^{\mathrm{p}})i\beta$ .

Applying (2) for $\alpha=\frac{\delta}{\beta_{1}}$ , we have $(A^{t}\mathfrak{h}_{\lrcorner}\rho_{\mathrm{p}^{\frac{-l}{-t}}}B^{\mathrm{p}})^{T^{\delta}}1^{-}\leq(A^{t}\mathfrak{y}_{g_{\frac{-t}{-\ell}},\mathrm{p}}B^{p})^{\delta}\not\supset$and

$(A^{t} \#\frac{\beta-l}{p-t}B^{p})^{F_{1}^{\delta_{-}}}\leq(A^{t}\mathfrak{y}_{g_{\frac{-t}{-l}},\mathrm{p}}B^{p})^{s}\not\supset\leq A^{t}\mathfrak{h}_{\frac{\delta-\ell}{\mathrm{p}-\ell}}B^{p}\leq B^{\delta}\leq A^{\delta}$.

As the third step, let $\beta_{2}$ be $1 \leq\frac{\beta_{2}-t}{\beta_{1}-t}\leq 2$ , then we have

$(A^{t}\mathfrak{y}_{\rho_{\mathit{1}_{\frac{-l}{-l}}}}- pB^{p})^{\tau_{2}}t_{-}\leq(A^{t}\mathfrak{h}_{\lrcorner_{\frac{-t}{-l}}}\rho_{p}B^{\mathrm{p}})^{\tau_{1}^{-}}\iota\leq A^{t}\mathfrak{h}_{\frac{\delta-t}{p-l}}B^{p}\leq B^{\delta}\leq A^{\delta}$

by similar calculation to the above. Repeating this method, we have the inequality (9) and the mono-
tonicity of $F(\beta)$ .

(ii) In the case of $1\leq p$ and $0\leq t\leq 1$ , Lemma leads us to $(A^{t}\#_{p-}L_{\frac{\ell}{t}}^{-}B^{p})$ A $\leq B\leq A$ , when $p\leq\beta\leq 2p-t$ .
Secondary, for $\beta_{1}$ such that $\beta\leq\beta_{1}\leq 2\beta-t$ , we apply Lemma again to $A$ and $(A^{t}\mathfrak{y}_{e_{\frac{-t}{-\mathrm{g}}},\mathrm{p}}B^{p})^{p}1$ . Then

$A^{t} \#\frac{\beta-t}{p-\ell}B^{p}$
$=$ $A^{t} \#\frac{\beta-t}{\beta-\ell}(A^{t}\mathfrak{h}_{E_{\frac{-\ell}{-t}},p}B^{p})$

$=$ $A^{t}\mathfrak{h}_{\beta-\ell}\mp T((A^{t}\#_{p}\mapsto-t-tB^{\mathrm{p}})\#)^{\beta}$

$\leq$ $((A^{t} \mathfrak{h}_{\frac{\beta-t}{p-l}}B^{p})^{p})^{(\rho t)}1-\frac{\beta_{1}-t}{\beta-t}+t$

$=$ $(A^{t}\mathfrak{h}_{\mathit{4}_{\frac{-l}{-\ell}},\mathrm{p}}B^{p})\not\simeq\beta$ .

Applying (2) to $\alpha=\frac{1}{\beta_{1}}$

$(A^{t}\mathfrak{y}_{\rho_{\mathrm{p}}}\lrcorner_{\frac{-t}{-l}}B^{p})^{\frac{1}{\beta_{1}}}\leq(A^{t}\mathfrak{h}_{E_{\frac{-l}{-l}},p}B^{p})^{p}1\leq B\leq A$.
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Repeating this method like above, we have the conclusion.

Remark. ここで $t\leq\delta\leq 1$ または $t\leq\delta\leq 2p$のとき、 上の議論は $\delta\leq p$ の場合を含んでいない。 この

時 $A^{t}\mathfrak{h}_{\frac{\delta-\ell}{p-t}}B^{p}=A^{t}\#_{\frac{\delta-\ell}{p-t}}B^{p}$ であり、 作用素平均の単調性より $B^{\delta}\leq A^{t}\#_{\frac{\delta-l}{p-t}}B^{p}\leq A^{\delta}$ はすぐに得られ

る。 このことより、 (5) は得られるが、 (6) までには至らない。

追記. 先にあげた棚橋の問題について、姜健飛および古田、 山崎、 柳田らによる勢力的な研究の結果、

$A^{t}\#_{\frac{1-l}{p-\ell}}B^{\mathrm{p}}\leq B\text{、}$ $A^{t}\mathfrak{h}_{\frac{1-t}{p-\ell}}B^{p}\leq A$ ならない例が発見されたことを付け加えて報告しておく。
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