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1. はじめに
最近、近似代数や数値数式融合計算なる分野 $[10, 7]$ の台頭が著しい。欧米でも Symbolic-

Numeric Algebra for Polynomials という分野が出現し、研究が活発になってきている [6]。
そんな状況の中で、筆者と M. SweedleIは、アルゴリズムの安定化理論 [16] を発表した。
多くの研究者が、「ノイズのある入力から、意味のある出力を探し求める」という立場であ
るのに対し、安定化理論では、「正確な入力から、近似計算によって、正確な出力に接近す
る」 という立場をとっている。安定化の手法の基本は、

1. アルゴリズムの構造は変えない、
2. データの「係数」を「区間係数」に変える、
3. 条件文において「区間係数の書換え」を行なう、

の 3つである。詳細は $[16, 14]$ に譲るが、 この手法によって安定化されたアルゴリズムを
使うと、十分高い精度桁で近似計算を行なえば、元のアルゴリズムを正確演算で実行した
ときの過程をシミュレートできる。換言すれば、近似入力が真の入力に収束すれば、対応
する近似出力も真の出力に収束することがいえる。
本論は、安定化手法のこれまでの応用例や得られた知見などを記した上で、今後の新しい

利用のあり方を探るものである。主に近似解の発見に役立てるための手法に重点を置いた。

2. これまでの応用例
安定化理論がこれまでに応用された例を表に示す。区間および区間演算はすべて浮動小

数点近似によるものである。各々の詳細については、表中の参考文献を参照されたい。

最後の –般逆行列は、後に 32. 節で主役を演ずる Moore-Penrose 型–般逆行列である。
これは、線形方程式 $A\vec{x}=barrow$ を解くときに重要な武器となる。厳密解がないときでも、$A$
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の Moore-Penrose 型一般逆行列を $A^{+}$ と書くと、 $\vec{x}_{0}=A+_{b}^{arrow}$は最小 2融解となる $0$ その意味
は、 ノルム $||\cdot||$ aユークリッドノルム、すなわち、各成分の自乗の和の平方根としたとき、
$||A\vec{x}_{0}-$. $b||arrow$ が最小となることである。詳細は [9] を見よ。更に、Moore-Penrose 型一般逆行
列は、連想記憶やパターン認識などに工学的な応用をもつ。 [18] を参照されたい。
さて、表で示した種々の実験の結果から共通に得られた知見は、以下の通りである。
1. 従来の浮動小数点計算では、高速であるが、精度桁をいくら上げても信頼できる答が
得られない。

2. 正確計算では、特に係数が無理数の場合は、膨大な時間を要するか、メモリ容量を大
幅に超えて計算不能に陥る。

3. 安定化手法によれば、区間解析法と同程度の速さで、普通の浮動小数点計算や区間解
析法よりも信頼できる答が得られる。精度桁も比較的低い値でよい。
もちろん、これらの知見は入力に依存し、いつも安定化手法が優勢というわけではない。

実際、グレブナ基底の場合など、入力の多項式の次数や項数があまり大きいと、(実はどの
方法でも) 好結果が得られないことがある。 なぜならば、 この場合は、 アルゴリズムの実
行中に、係数膨張というよりもむしろ多項式自体の大きさ (次数や項数) の膨張をもたらす
ので、浮動小数点計算あるいは区間計算といえども、それを撃退するのが難しいからであ
る。裏を返せば、正確演算で計算したときに「係数膨張のみが計算の遅い主要な要因」と
思われるとき、安定化手法は役に立つという経験則が得られている。
安定化理論に対し、これまでに受けた評価は賛否両論に分かれる。例えば安定化に至る
精度桁について言えば、肯定派からは、有限桁でいっかは信頼できる答えが返ってくるだ
けで有難いとする意見がある –方、否定派には、具体的に桁数がわからなければ実用的で
ないとする意見もある。今後は、後者のような批判を真摯に受け止め、様々なアルゴリズ
ムで大量に実験を行ない、アルゴリズムごとに精度桁に関する統計的な結果を示す必要が
あるだろう。

3. 新しい利用法

3.1. 厳密解構成法

本論では、安定化手法を最大限に生かすにはどうすればよいかについて、2つの利用法
を提案したい。 -つは厳密解を構成するための方法、 –つは近似解を発見するための方法
である。前者の厳密解の構成法は、既に $[17, 13]$ で提案、発表したので、ここでは簡潔に述
べる。安定化したアルゴリズムをある精度桁で実行しながら、正確係数及び行なわれた演
算についての $log$ (計算履歴) をとる。実行終了後に $\log$から、正確係数の出力を復元する。
それが真の出力の候補となる。この候補が真の解であることが検証できれば、それを返し、
そうでなければ入力の精度桁を.」iげて再実行する。 この $\log$ をとる方法は、計算幾何学に
おける lazy $arithmeti_{C}[3]$ の考え方に似ている。
本手法の特徴は、途中の正確演算を省くことができることである。正確演算を実行する

のは、最終的に $\log$から出力に復元するときだけである。従って、 中間係数膨張が激しいに
もかかわらず、最終の係数がそれほど大きくないような場合は、本手法は有効である。実
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際、グレブナ基底を求めるときにその有効性を確かめた $[17, 13]$。その他、多変数多項式の
除算や拡張ユークリッド互除法など、出力候補の正しさの検証が容易な場合も有効である。
近似解発見法については、次節で詳しく説明する。

32. 近似解発見法

321. 近似解の定義
$I=(r_{1}, \ldots, r_{n})\text{を}n$ 次元実ベクトルとする。 $A$ を入力 $I$ に対して $I$ に直交する長さ 1

かのど次うか元を実確ベ認クすトるルのは$=\text{易しい_{。}}$ ’つ nまをり出、力するア.ル.ゴ sリ)ズがム次とのせつよの方の程式出力をが満足正するい
かどうかをチェックすればよい。

$x_{1^{2}}+\cdots+X_{n}=12$

$r_{1}x_{1}+\cdots+r_{nn}x=0$

そこで、 $x_{1},$
$..\cdot$

. $,$
$x_{n}$ についての 2つの関数

$X_{1^{2}}+\cdots+X_{n^{2}}-1$

$r_{1}x_{1}+\cdots+r_{n}x_{n}$

からなる喧合を $\mathcal{F}(I)$ と書く。 $O$が $A$ の $I$ に対する正しい出力であるための必要十分条件
は、 $\mathcal{F}(I)$ の各関数が $O$ 上で $0‘ \text{となることであ_{る}}$

。

さらに、 2. 章で触れた Moore-Penrose 型一般逆行列の例を考えよう。 $m\cross n$ 実行列 $A$ が

与えられたとき、 $n\cross m$ 行列 $G$ が $A$ の Moore-Penrose 型一般逆行列であるかどうかを判
定することを考える。そのためには、定義により、次の 4つの条件を満たしているかどう
かをみればよい。

(i) AXA–A $=0$

(ii) XAX–X $=0$

(iii) $(AX)^{\tau}-Ax=0$

(iv) $(XA)^{\tau_{-}}XA=0$

“行列変数”Xが $n\cross m$ 行列 $\{x_{ij}\}_{i,j\backslash }$ (各成分勘が変数) で表されているならば、上記の
行列方程式は、 $G$ の成分が満たすべき代数方程式の系とみることができる。その系の各方
程式は、

“働についての関数” $=0$

という形をしている。 この各方程式から、右辺の $”=0$” を除去した関数の集合を $\mathcal{F}$ と書こ

う。 このとき、. $G$が $A$ の Moore-Penrose 型一般逆行列であるかどうかという問題は、 $\mathcal{F}$ の

各関数が $G$ の成分上でゼロとなるかどうかという問題と同値となる。 $\mathcal{F}$ の各関数の係数は
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$A$ の係数で表現されるので、 $\mathcal{F}$の各関数は $A$でパラメトライズされている。その意味で $\mathcal{F}$

を $\mathcal{F}(A)$ と書く。
入力 $I$ に対し、 $I$ でパラメトライズされる関数の族 $\mathcal{F}(I)$ を考える。 $\mathcal{F}(I)$ の側膳 $E$ に対

し $E(O)=0$が成立するとき、 $O$ を $\mathcal{F}(I)$ の零点と呼ぶ o Moore-Penrose型一般逆行列の例
に留まらず、初期条件に依存する多くの代数的な問題に対し、 $O$がその問題の解である
かどうかは、 $I$でパラメトライズされる関数の族が $O$ 上でゼロになるかどうかに帰着され
る。従って、アルゴリズム $A$が入力 $I$ に対し、与えられた問題の解を与えるかどうかは、
そのアルゴリズムが入力 $I$ に対し、 $\mathcal{F}(I)$ のゼロ点である出力を与えるかどうかということ
になる。
ここで $\mathcal{F}(I)$ の各関数の “近似的なゼロ点” を元の問題の近似解と考えるのは、自然なこ

とである。 $O’$が $F(I)$ の各関数の “近似的なゼロ点” であることを、ある ‘ツルム” $||\cdot||\text{と}$
“

しきい値” $\epsilon$ を使って、
$||E(o’)||<\epsilon$ for $\forall E\in \mathcal{F}(I)$

が成り立つこととすればよい。これが成り立つとき、 $O’$ を $\mathcal{F}(I)$ の $\epsilon$ 近似解と呼ぶ。この

場合、 $O’$ と $\mathcal{F}(I)$ の真のゼロ点との距離自体は不要であるが、実用的には、 この距離につ
いて何らかの理論的な評価があれば望ましい。後述するように Moore-Penrose の例ではそ
れが存在する。
さて、次にこの近似解を得るために安定化手法をどう応用すればよいかについて説明す

る。以下を仮定する。

$\bullet$ アルゴリズム $A$ のすべての入力 $I$ に対し、 $\mathcal{F}(I)$ の各関数は連続関数である。

$\bullet$ アルゴリズム $A$ を入力 $I$ で実行すると、その出力は $\mathcal{F}(I)$ のゼロ点となる。

$A$ を安定化したアルゴリズムを StabA とせよ。 まず、 に収束する区間列 $\{[I_{i}, \iota_{i}]\}n$ を用

意する。すなわち、 “
$||I_{i^{-}}I||\leq\iota_{i}$

” かつ “
$\iota_{i}arrow O$

” である。そこで、次のような手続きを実
行する。

1. $i:=$ 初期精度

2. $O_{i}:=StabA([Ii, \iota i])$

3. if $||E(O_{i})||<\epsilon$ for $\forall E\in \mathcal{F}(I)$

then return $O_{i}$

else $i$ を上げて goto 2.

ただし、 $O_{i}$ は、各区間係数から誤差項を除去して普通の係数に戻した結果とする。
安定化理論 [16] より、 $O_{i}arrow O$ が保証される。 $\mathcal{F}(I)$ の各関数の連続性より、 $E(O_{i})arrow$

$E(O)=0$ for $\forall E\in F(I)$ を得る。 よって、ある $i$があって、 $||E(O_{i})||<\epsilon$ for $\forall E\in F(I)$ と

なり、上の手続きは必ず停止し、 目的の近似解を与える。
さて、Moore-Penrose の例では、 $\epsilon$ 近似解と真の解との距離について評価できると書い

た。それについて–言触れておく。行列 $A$ に対し、Moore-Penrose の $\mathcal{F}(A)$ の $\epsilon$ 近似解 (の
$\ovalbox{\tt\small REJECT}$つ) を $A_{\epsilon}^{+}$ と書こう。 “行列ノルム” $||\cdot||$ が三角不等式を満たすならば、

$||A_{\epsilon}^{+}-A^{+}||<(2||A^{+}||||A||+2||A||+1)\epsilon+(6||A^{+}||+2)\epsilon^{2}$
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が成り立つ。 (特に、 $\epsilonarrow’ 0$ のとき、 $A_{\epsilon}^{+}arrow A^{+}$ である。) 上の評価により、ある $\delta$ で $||Y-$
$A^{+}||<\delta$ を満たす行列 $Y$ を求めたいときは、 $Y=A_{\epsilon}^{+}$ とするために $\epsilon$ をどれくらいにすれ
ばよいかの目安が立つ。

322. 近似一般逆行列の計算
前節の方法により、実際に Moore-Penrose型一般逆行列の近似を計算する。Moore-Penrose

型一般逆行列を計算するアルゴリズムとして、Greville のアルゴリズム [1] を選ぶ。これは
安定化がしゃすいなどの理由からである。 $A_{\epsilon}^{+}$ の計算法は以下のようになる:

$A_{c}^{+}$ め計算法:

$\bullet$ $\overline{\angle}\cup\cross$ 1さフ / タム儒工里省又行夕

計算時間 $(\sec)$ :

厳密計算では 7,259 sec.
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$||E(G_{i})||$ :

例えば $\epsilon=10^{-100}$ ならば、 $A_{\epsilon}^{+}$ を得るのに $i=96$ で十分であることがわかる。
$\bullet$

$\sqrt{2}$ を含む 20 $\cross 18$ ランダム行列
計算時間 $(\sec)$ :

厳密計算では、 10,000 $\sec$ 以上 (計算打切り)o
$||E(G_{i})||$ :

同様に、 $\epsilon=10^{-}100$ ならば、 $i=96$ で十分である。
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4. おわりに
安定化手法の新しい応用の可能性について示した。近似解発見法では、ノルムとしきい

値による近似解の判定が計算量的に廉価であれば有効であり、さらに真の解との距離の理
論的な評価があればなお望ましい。一般逆行列はその好例といえる。
本論は、新しい利用法を提案したものの、従来の利用法を否定するわけではない。従来

の利用法においても、さらなる計算機実験や精度桁の解析の重要性は依然存在する。今後
の課題としては、工学への具体的な応用や自動安定化システムの構築などが挙げられる。
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