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微分不能項をもつ複素 $n$ 変数の非線形方程式系

$F(\mathrm{z})\equiv \mathrm{f}(\mathrm{z})+\mathrm{g}(\mathrm{z})=0$ , $\mathrm{z}\in D\subset \mathrm{C}^{n}$ (1)

に対する反復法について考える. ここで, $D$ は $n$ 次元複素ベクトル空間 $\mathrm{C}^{n}$ の領域,
$\mathrm{f},$ $\mathrm{g}:D\subset \mathrm{C}^{n}arrow \mathrm{C}^{n},$ $\mathrm{z}=(z1, Z2, \ldots, zn)^{\mathrm{t}},$ $\mathrm{t}$ は転置

$\mathrm{f}(\mathrm{z})=(f_{1}(\mathrm{Z}), f_{2}(\mathrm{z}),$
$\ldots,$

$fn(\mathrm{z}))\mathrm{t}$ , $\mathrm{g}(\mathrm{z})=(g_{1}(\mathrm{z}), g2(\mathrm{z}),$
$*\cdot$ . $,$

$g_{n}(\mathrm{Z}))\mathrm{t}$ ,

各轟 (z), $g_{i}(\mathrm{z})$ は $D$ で 1価関数, $f_{i}(\mathrm{z})$ は正則関数 F $g_{i}(\mathrm{z})$ は微分不可能な連続関数とす
る. (1) に対して, Chen [2] は次のような Broyden-like 法を提案して、 その収束性を
示した ([2] では $n$ 次元実ベクトル空間 $\mathrm{R}^{n}$ で扱われている).

$\mathrm{z}_{k+1}=\mathrm{Z}_{k^{-}}B^{-1}kF(\mathrm{z}_{k})$ , (2)

$B_{k+1}=B_{k}+(\mathrm{t}_{k}-B_{k}\mathrm{s}_{k})_{\mathrm{S}_{k}^{\mathrm{h}}}/(\mathrm{s}_{k}^{\mathrm{h}}\mathrm{s}_{k})$ ,

$\mathrm{s}_{k}=\mathrm{z}_{k+1}-\mathrm{z}_{k}$ , $\mathrm{t}_{k}=\mathrm{f}(\mathrm{z}_{k+1})-\mathrm{f}(\mathrm{z}_{k})$

$k=0,1,2,$ $\cdots$ . ただし, $\mathrm{h}$ は共役転置を表す.

ここでは, 次のような反復法を考える. $-$

$\mathrm{z}_{k+1}=\mathrm{z}_{k^{-}}[\mathrm{f}’(\mathrm{z}_{k})+\partial_{(\mathrm{Z}_{k}\mathrm{z}}-1,k)1^{-1}F(\mathrm{z}_{k})$ (3)

$\mathrm{z}_{k+1}=\mathrm{z}_{k^{-}}[\mathrm{f}’(\mathrm{z}k)+\partial_{2}\mathrm{g}(\mathrm{z}_{k}-1, \mathrm{Z}k)]-1F(\mathrm{z}k)$ (4)

$\mathrm{z}_{k+1}=\mathrm{z}_{k}-[\partial_{1}\mathrm{f}(\mathrm{z}_{k-1},\mathrm{z}k)+\partial_{(\mathrm{Z}_{k}}-1, \mathrm{z}_{k})]^{-}1F(\mathrm{Z}_{k})$ (5)

$\mathrm{z}_{k+1}=\mathrm{z}_{k^{-}}[\ \mathrm{f}(\mathrm{Z}_{k1}-, \mathrm{z}k)+\partial_{2\mathrm{g}(\mathrm{Z}\mathrm{Z}}k-1,k)]^{-}1F(\mathrm{z}_{k})$ (6)

$\mathrm{z}_{k1}+=\mathrm{z}k-\mathrm{f}’(\mathrm{Z}k)^{-}1F(\mathrm{Z}k)$ (7)

$k=0,1,2,$ $\cdots,$ $\mathrm{z}_{-1}$ , zo は初期ベク トル, $\mathrm{z}_{k}=(z_{1,k}, z_{2,k,\ldots,k}z_{n},)\iota,$ $z_{j,k}=xj,k+\mathrm{i}y_{j,k},$ $\mathrm{i}=$

$\sqrt{-1},$ $\mathrm{f}’(\mathrm{Z}_{k})$ は $\mathrm{f}$ の $\mathrm{z}_{k}$でのヤコビアン行列であり, 行列 $\mathrm{f}’(\mathrm{Z}k),$ $\partial_{\mathrm{l}}\mathrm{g}(\mathrm{z}_{k}-1, \mathrm{z}k),$ $\partial_{2}\mathrm{g}(\mathrm{z}_{k}-1, \mathrm{z}k)$

の (幻) 成分はそれぞれ次のように与えられる.

$( \mathrm{f}’(_{\mathrm{Z}_{k}}))_{i,j}=\frac{\partial f_{i}(\mathrm{z}_{k})}{\partial z_{j}}$ , $1\leq \mathrm{i},$ $j\leq n$

数理解析研究所講究録
1040巻 1998年 24-30 24



$(\partial_{\mathrm{l}}\mathrm{g}(\mathrm{Z}_{k-}1, \mathrm{Z}_{k}))i,j=\{$

$\frac{1}{2}\{\frac{{\rm Re}[g_{i}(\mathrm{z}k)-gi(\mathrm{Z})\mathrm{t}k]j,0)}{{\rm Re}[z_{j,k}-z_{j},k-1]}+\frac{{\rm Im}[g_{i}(\mathrm{z}k)-gi(_{\mathrm{Z})}(kj,1)]}{{\rm Im}[z_{j,k}-Z_{j,-}k1]}\}$

$+ \frac{\mathrm{i}}{2}\{-\frac{{\rm Re}[g_{i}(_{\mathrm{Z}_{k}})-gi(\mathrm{z}_{k})(j,1)]}{{\rm Im}[z_{j,k}-zj,k-1]}+\frac{{\rm Im}[g_{i}(\mathrm{z}k)-gi(_{\mathrm{Z}_{k}}00))]}{{\rm Re}[z_{j},k-z_{j,-}k1]},\}$ ,

$({\rm Re}[Zj,k^{-}zj,k-1]\neq 0, {\rm Im}[_{Z_{j,k}}-Z_{j,1}k-]\neq 0\circ*)$

$\frac{{\rm Re}[g_{i}(\mathrm{z}_{k})-gi(\mathrm{z}k)(j,0)]}{{\rm Re}[z_{j,k}-zj,k-1]}+\mathrm{i}\frac{{\rm Im}[g_{i}(\mathrm{z}_{k})-gi(\mathrm{z}k)(j,0)]}{{\rm Re}[z_{j,k}-z_{j},k-1]}$ ,

( ${\rm Re}[Z_{j,k}-zj,k-1]\neq 0,$ ${\rm Im}[z_{j,k^{-}}Z_{j,k}-1]=0$ の時).

$\frac{{\rm Im}[g_{i}(\mathrm{z}_{k})-gi(\mathrm{z}_{k})(j,1)]}{{\rm Im}[z_{j,k}-z_{j},k-1]}-\cdot$ $\frac{{\rm Re}[g_{i}(\mathrm{z}_{k})-gi(\mathrm{z}^{(j,)}k)]1}{{\rm Im}[z_{j,k}-z_{j},k-1]}$ ,

(${\rm Re}[zj,k-Z_{j,-1}k]=0,$ ${\rm Im}[z_{j,k}-Zj,k-1]\neq 0$ の時)

$0$ , (${\rm Re}[zj,k-Z_{j,-1}k]=0,$ ${\rm Im}[zj,k-Zj,k-1]=0$ の時)

$(\partial_{2}\mathrm{g}(\mathrm{z}_{k-1}.,\mathrm{z}_{k}))i,j=\{$

$\frac{g_{i}(\mathrm{z}_{k})-gi(\mathrm{z}_{k})\mathrm{C})}{z_{j,k}-Z_{j,1}k-}.$ , ( $z_{j,k}-Z_{j},k-1\neq 0$ の時)

$0$ , ($z_{j,k}-z_{j,-}k1=0$ の時)

ここで,
$\mathrm{z}_{k}^{(j,0)}=(z1,k, \ldots, zj-1,k, Xj,k-1+\mathrm{i}yj,k, Zj+1,k, \ldots, z_{n},k)^{\mathrm{t}}$ ,

$\mathrm{z}_{k}(j,1)=(z1,k, \ldots, zj-1,k, Xj,k+\mathrm{i}y_{j,k1}-, Zj+1,k\cdots. , zn,k)\mathrm{t}$ .

$\mathrm{z}_{k}^{(j)}=(_{Z_{1,k,\ldots,j}}z-1,k, z_{j,k}-1, Zj+1,k, \ldots, z_{n},k)\mathrm{t}$ .

$\partial_{1}\mathrm{f}(\mathrm{z}_{k1k}-, \mathrm{Z}),$ $\ \mathrm{f}(\mathrm{z}_{k}-1, \mathrm{Z}k)$ も $\partial_{\mathrm{l}}\mathrm{g}(\mathrm{z}_{k-}1, \mathrm{Z}k),$ $\ \mathrm{g}(\mathrm{z}_{k}-1, \mathrm{Z}k)$ と同様に定義される.

以後, 次のような $\ell_{1}$ ベクトルノルム, $\ell_{1}$ 行列ノルム, 記号を使用する.

$|| \mathrm{z}||=\sum_{j=1}|_{Z_{j}|}$
, $\mathrm{z}\in \mathrm{C}^{n}$ ,

$|||A|||= \max_{1\leq j\leq n}.\sum_{--}\tau|a_{i},j|,$
$A=(a_{i,j}),$ $a_{i,j}\in \mathrm{C},$ $1\leq i,$ $j\leq n$ ,

$G_{k}=\mathrm{f}’(\mathrm{z}k)+\partial_{\mathrm{l}}\mathrm{g}(\mathrm{Z}_{k1,k}-\mathrm{Z})$ , $k=0,1,2,$ $\cdots$ .

以上の準備の下で反復法 (3) に対して次のような結果が得られる.

定理 1. $\mathrm{z}_{*}\in D\subset \mathrm{C}^{n}$ を (1) の解, $\mathrm{f}’(\mathrm{z}_{*})$ は正則行列で次のような定数 $q,$ $L,$ $K$ が存在

するとする.
$0\leq q<1$ , $0 \leq L\leq\frac{q}{2+q}$ ,
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$|||\mathrm{f}’(\mathrm{Z}_{*})^{-}1|||\cdot|||\mathrm{f}’(\mathrm{u})-\mathrm{f}’(\mathrm{V})||.|\leq K||\mathrm{u}.-\mathrm{v}||$ , $\mathrm{u},$
$\mathrm{v}\in D$,

$|||\mathrm{f}’(\mathrm{Z}_{*})^{-}1|||\cdot||\mathrm{g}(\mathrm{u})-\mathrm{g}(\mathrm{v})||\leq L||\mathrm{u}-\mathrm{v}||,$
$\cdot \mathrm{u},$ $\mathrm{v}\in D$ ,

さらに, $G_{0}$ が

$||| \mathrm{f}’(\mathrm{Z}_{*})^{-}1|||\cdot|||c\tau 0^{-}\mathrm{f}’(\mathrm{z}_{*})|||\leq b\equiv\frac{2q-L}{3+2q}$

を満たすとする. $\Rightarrow$ 反復法 (3) は, 閉球

$\overline{s}(_{\mathrm{Z}_{*}}, r)\equiv\{\mathrm{Z}\in \mathrm{C}^{n};||\mathrm{Z}-\mathrm{z}*||\leq r\}\subset D$ , $r \leq\frac{2[q-(2+q)L]}{(3+2q)K}$

において well-defined であり, かつ $\overline{S}(\mathrm{z}_{*}, r)$ は attraction ball となり, 次式を満たす.

$||\mathrm{z}_{k1^{-}}+\mathrm{z}*||\leq q||\mathrm{z}_{k}-\mathrm{Z}_{*}||,$ $k=0,1,2,$ $\cdots$ .

定理 2 (1) において $\mathrm{f}(\mathrm{z})\equiv A\mathrm{z}$ の時, $A$ は正則行列で次のような定数 $L$ が存在す
るとする.

$0 \leq L<\frac{1}{3}$ , $|||A^{-1}|||\cdot||\mathrm{g}(\mathrm{u})-\mathrm{g}(\mathrm{v})||\leq L||\mathrm{u}-\mathrm{v}||$ , $\mathrm{u},$
$\mathrm{v}\in \mathrm{C}^{n}$

$\Rightarrow$ 任意の初期ベクトル $\mathrm{z}_{-1},$
$\mathrm{z}_{0}\in \mathrm{c}^{n}$ に対して, 反復法 (3) は well-defined で, (1) の

一意な解 $\mathrm{z}_{*}$ に収束し, 次式を満たす.

$|| \mathrm{z}_{k+1}-\mathrm{Z}*||\leq\frac{2L}{1-L}||\mathrm{z}_{k}-\mathrm{z}_{*}||,$ $k=0,1,2,$ $\cdots$ .

反復法 (4), (5) $,(6),(7)$ についても同様の結果が得られる.
数値実験に対しては次のような例題を考える.

Example 1 : $6{\rm Log} z+ \max\{|{\rm Re}[Z]|, |{\rm Im}[z]|\}+\mathrm{i}\min\{|{\rm Re}[z]|, |{\rm Im}[z]|\}$

$-\sqrt{2}/2-\mathrm{i}(3\pi/2+\sqrt{2}/2)=0$.

Example 2 : $z^{3}+ \min\{|z|, 2\}+2-\sqrt{2}-2\mathrm{i}=0$.

Example 3 : $\mathrm{e}^{z-0.5}+0.2z|z-1|-1.05=0$ .

Example 4: $n=100$,

$\{$

$10 \mathrm{e}^{z_{1}}-\omega_{1}+\mathrm{i}z_{2}+\frac{1}{n}\sum_{m=1}^{n}|z_{m}|-11-\mathrm{i}\omega_{2}=0$,

$\mathrm{i}zj-1+10_{\mathrm{e}+}z\mathrm{j}-w\mathrm{j}\mathrm{i}_{Z+}j+1\frac{1}{n}\sum_{m=1}|Z_{m}|-1n1-\mathrm{i}(\omega_{j-1}+\omega j+1)=0$,

$2\leq j\leq n-1$ ,

$\mathrm{i}z_{n-1}+10\mathrm{e}^{z_{n}-w_{n}}+\frac{1}{n}\sum_{m=1}^{n}|z_{m}|-11-\mathrm{i}\omega n-1=0$ .
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Example 5 : $n=100$ ,

$\{$

$1 \mathrm{o}Z_{1}+\mathrm{i}z_{2}+\frac{1}{n}\sum_{m=}n1|Z_{m}|-1-10\omega 1-\mathrm{i}\omega 2=0$ ,

$\mathrm{i}z_{j-1}+10z_{j}+\mathrm{i}z_{j+1}+\frac{1}{n}\sum_{m=1}^{n}|z_{m}|-1-10\omega_{j}-\mathrm{i}(\omega_{j-}1+\omega_{j+1})=0$ ,

$2\leq j\leq n-1$ ,

$\mathrm{i}z_{n-1}+1\mathrm{o}Z_{n}+\frac{1}{n}\sum|m=1nzm|-1-10\omega n-\mathrm{i}\omega n-1=0$.

ただし, $\omega_{j},$ $1\leq j\leq n$ は 1の $n$ 乗根で次式で与えられる.

$\omega_{j}=\mathrm{e}^{\mathrm{i}}\frac{2(j-1)\pi}{n}=\cos\frac{2(j-1)\pi}{n}+\mathrm{i}\sin\frac{2(j-1)\pi}{n}$ , $1\leq j\leq n$ .

Example 1における

$g(z)= \max\{|{\rm Re}[Z]|, |{\rm Im}[z]|\}+\mathrm{i}\min\{|\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}[Z]|, |{\rm Im}[z]|\}$

$F(z)=6{\rm Log}_{Z}+ \max\{|{\rm Re}[Z]|, |{\rm Im}[z]|\}+\mathrm{i}\min\{|{\rm Re}[z]|, |{\rm Im}[z]|\}$

$-\sqrt{2}/2-\mathrm{i}(3\dot{\pi}/2+\sqrt{2}/2)$

の実数部と虚数部を立体的に表した図と, Example 3の数値例の表は次のとおりである.
くわしい数値例は講演時に示す (FORTRANによる倍精度複素演算で実行).
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${\rm Re}[g(z)]$

${\rm Im}[g(z)]$

$g(z)= \max\{|{\rm Re}[Z]|, |{\rm Im}[z]|\}+\mathrm{i}\min\{|\mathrm{R}e[z]|, |{\rm Im}[z]|\}$
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${\rm Re}[F(z)]$

${\rm Im}[F(z)]$

$F(z)=6{\rm Log} z+ \max\{|{\rm Re}[Z]|, |{\rm Im}[Z]|\}+\mathrm{i}\min\{|{\rm Re}[z]|, |{\rm Im}[z]|\}$

$-\sqrt{2}/2-\mathrm{i}(3\pi/2+\sqrt{2}/2)$
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Numerical solutions for Example 3 $(z_{*}^{(1\rangle}=x_{*}=0.5)$ .
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