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1 序

電磁場に様々な状態の電子を衝突させて、衝突前と衝突後の電子の状態から
電磁場が決定できるかという問題は、数学的にいうと散乱作用素が与えられ
たときに電磁場を決定できるかという問題になる。 ここでは、散乱作用素か
ら電磁場を再構成することを考える。
この問題に対して高エネルギーでの散乱作用素の挙動を用いる 2つの方法

が有効である。定常的方法 (時間に依存しない方法) と時間に依存する方法
である。

ポテンシャルが時間に依存せず粒子が シュレディンガー方程式に従う場
合には、 Faddeev [F] 以来の定常的な方法で、再構成が可能であることが示
されてきた ( $[\mathrm{I}_{\mathrm{S}-}\mathrm{K}],$ $[\mathrm{M}]$ , [Sa], [Wa], [Ni]) 。この方法は、 レゾルベントを用
いて表現した散乱振幅の高エネルギーでの挙動からポテンシャルを取り出す
という方法である。 この方法は精密な議論ができる反面、散乱振幅の表現や
レゾルベントの評価など簡単ではない。特に、多粒子系になると非常に複雑
である [Wa]。

方、 Enss と Weder は、 多体系シュレディンガー方程式の場合、散乱
振幅の表現を経ないで直接散乱作用素からポテンシャルをとり出す方法を考
えた [ $\mathrm{E}- \mathrm{w}_{\mathrm{e}]}$。この方法は簡単であり、 この方法を用いて様々な研究がなされ
た $([\mathrm{A}1], [\mathrm{A}2], [\mathrm{W}\mathrm{e}2], [\mathrm{W}\mathrm{e}3], [\mathrm{J}], [\mathrm{T}])$

。

以上ポテンシャルが時間に依存しない場合であるが、最近 Weder によっ
て時間に依存するポテンシャルを持つシュレディンガー方程式の場合にも、
散乱作用素からポテンシャルが再構成されることが示された時間に依存する
方法で示された [We2].
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方、 ディラック方程式で電磁場が時間に依存しない場合には、 (方法は

異なるが) [Is] と [Itl] が定常的な方法で、 [J] が時間に依存する方法で、 と

もに散乱作用素から電磁場が再構或できることを示した。 ところで、 ディラッ

ク方程式は、相対論的量子力学に現れる方程式であり、 そのためこの方程式

の散乱理論は慣性系によらない形で記述されなければならない。 とくに、 あ

る慣性系で電磁場が時間に依存しない場合でも異なる慣性系においては時間
に依存する。 このことを考えれば、電磁場としては時間に依存する形で取り
扱った方が自然であろう。そこで、 ここでは時間に依存する電磁ポテンシャ

ルを持つディラック方程式の場合に、散乱作用素から電磁場を再構成できる
か? という問題を考える。 あとで、示すようにここで得られた結果は、命題

14を除いて、相対論的不変な形で述べられている。

証明など詳しいことは [It2] を参照してください。

2 結果

時間に依存する電磁場を持つ Dirac 方程式の逆散乱問題を考える。
電磁ポテンシャル $A=(A^{0}, A^{1}, A^{2}, A^{3})$ : $R_{t}\cross R_{x}^{3}arrow R^{4}$ をもつディ

ラック方程式は次で与えられる。

(2.1) $i \frac{d}{dt}\Psi(t)=H_{A}(t)\Psi(t),$ $\Psi(t)\in \mathcal{H}:=L^{2}(R_{x}3;C^{4})$ ,

$H_{A}(t)=C \sum_{j=1}^{3}\alpha_{j}(D_{:}\cdot-/A^{j}(t,x))+\alpha 4mC^{2}-A^{0}(t, x)I4$,

ここで, $c>0,$ $m\geq 0$ は各々光速、 静止質量を表わす定数, また $D_{j}=$

$-i\partial/\partial x_{j}$ である。 $\alpha_{j}$ は $4\cross 4$ エルミート行列で次の反交換関係を満たすも
のとする。

$\alpha_{j}\alpha_{k}+\alpha k\alpha j=2\delta jkI4$ , $1\leq j,$ $k\leq 4$ ,

ここに, $\delta_{jk}$ は Kroneker のデルタ, $I_{7l}$ は $n$ 次の単位行列である。

さて、 $L$ を $(R^{4})^{*}$ (時空間 $R^{4}=Rt\cross R^{3}x$ の双対空間) の自明でない部

分空間, $V_{1},$
$\cdots,$

$V_{n}$ を $L$ の-組の基底とする. このとき、 ポテンシャルのク

ラス $S(L)$ を

$S(L):=\{A\in B^{1}(R4, R4)$ ; $\int_{0}^{\infty}g_{A}(r)dr<\infty\}$ ,
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で定義する. ここで,

$g_{A}(r):=$ $\sup$ $|A(X)|$
$\Sigma_{j=1}^{n}|\langle Vj,x\rangle|\geq r$

とおく. ただし、 $X=(t, x)$ である. $\cdot$ いま, $(R^{4})^{*}$ を $R^{4}$ と同–視し、 $L$ を

R4.の部分空間と考える。 $X_{L}$ を $X\in R^{4}$ の $L$ への直交射影とすると、 ある

定数 $K>0$ があって,

$K^{-1}|X_{L}| \leq\sum_{j=1}^{n}|\langle V_{j}, X\rangle|\leq K|X_{L}|$ , $\forall X\in R^{4}$

が成り立つ。 よって、 $S(L)$ の定義は $L$ の基底の取り方によらないことがわ
かる。

注意 $A\in B^{1}$ であり、定数 $K>0,$ $\rho>1$ があって、評価

$|A(X)|\leq K(1.+|X_{L}|)^{-\rho}$

をみたすなら、 $A$ は $S(L)$ に属する.

有限個の部分空間の列 $L_{1},$ $\cdots,$ $L_{N}$ があって,

ガ

$A= \sum_{j=1}A_{j}$
, $A_{j}\in S(L_{j})$ ,

と分解できるときポテンシャル $A$ は $S$ に属するという。以下, 常に $A$ は $S$

に属すると仮定する。 このとき、 Dirac 方程式 (2.1) の unitary propagator
が–意に存在することが知られている。これを $U_{A}(t, s)$ で表わす;

$i \frac{d}{dt}U_{A}(t, s)=H_{A}(t)U_{A}(t, S)$ , $U_{A}(s, S)=I$ .

さらに、 波動作用素の存在が言える。
命題 1.1任意の $s\in R$ に対して、 波動作用素

$W_{A}^{\pm}(s):=s- \lim_{tarrow\pm\infty}U_{A(t}S,)e^{-i}(t_{-s})H0$

が存在する。 ここで、 $H_{0}=c\Sigma^{3}j=1\alpha jDj+\alpha_{4}mc^{2}$ , は自由粒子に対するディ
ラック作用素である。
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波動作用素を用いて, 各 $s\in R$ に対して、散乱作用素 $\downarrow 9_{A}(s)$ が定義出来

る:

$S_{A}(s):=W_{A(S}^{+})*’ W^{-}(As)$ .

ここで、 定義より SA(S) ・と $S_{A}(\mathrm{O})$ の間には次の簡単な関係が成り立つことに

注意しよう :
(2.2) $S_{A}(S)=e^{-isH_{0}}sA(\mathrm{o})ei_{SH_{0}}$ , $s\in R$ .

さて、 一般に電磁場を与えても、ポテンシャルは–意には定まらない。 ま

た、 古典電磁気学によると、実際に観測できるのはポテンシャルではなく電
磁場である。 ポテンシャル $A$ によって定まる電磁場 $F_{A}$ は次で与えられる.

$F_{A}=(F_{A}^{jk^{\alpha}})_{0} \leq j<k\leq 3=(\frac{\partial A^{k}}{\partial x_{j}}$

.
$- \frac{\partial A^{j}}{\partial x_{k}})_{0\leq jk}<\leq 3$ : $R^{4}arrow R^{6}$ ,

ここで $x_{0}=t$ である.

次の定理は、散乱作用素はポデンシャルではなくその電磁場によって定ま
ることを示している。

定理 1.2 $A_{(1)}\in S$ と $A_{(2)}\in S$ の差 $A$ が

ハ

$A:=A_{()}2-A(1)= \sum_{j=1}\mathrm{A}_{j}$
, $A_{j}\in S(L_{j})$

と分解出来るとする。 ただし、 $\dim L_{j}\geq 2,1\leq i\leq N$ とする。 さらに、

$F_{A_{(1)}}=F_{A_{(2)}}$ とすると

$S_{A_{(1)}}(S)=SA_{(2})(_{S})$ , $s\in R$

が成り立つ。

つぎにこの定理の逆を考える。
ポテンシャルの場合と同じように、 自明でない部分空間 $L$ にたいして、

$S(L)$ と同じく電磁場のクラス $\overline{S}(L)$ を定義する:

$\overline{S}(L):=\{F\in B^{0}(R^{46}, R)$ ; $\int_{0}^{\infty}g_{F}^{L}(r)dr<\infty\}$ ,

ここで, $g_{F}^{L}(r):= \sup|F(X)|$ .
$|X_{L}|\geq r$
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我々は $\cup--=(\tau, \xi)\in R\cross R^{3}=(R^{4})^{*}$ で $X=(t, x)$ の共役変数を表わ

し、 開集合 $D$ を

(2.3) $D:=\{(\tau, \xi)\in R^{4};|_{\mathcal{T}1}<c|\xi|\}$

で定義すると、 これは $(R^{4})^{*}$ の中の相対論的不変な開集合であることがわか

る。 $F\in S’(R4C;6)$ のフーリエ変換を

$\overline{F}(\tau, \xi)=(2_{T})^{-2}\iint e^{-it-i}F(t\mathcal{T}x\cdot\xi, X)dtdx$ .

で表わす。 また、 $\overline{F}|_{\Omega}$ で $\overline{F}$ の開集合 $\Omega$ への制限を表わす。

定理 1.3 ポテンシャル $A$ および電磁場 $F_{A}$ が次のように分解できるとす

る: (i) $A= \sum_{j=1}^{N}A_{j}$ , . $A_{j}\in S(L_{j})$ . $( \mathrm{i}\mathrm{i})F_{A}=\sum_{=k1}^{N’}F_{k}$ , $F_{k}.$

.
$\in\tilde{S}(L’.\cdot)k$ .

このとき、 $\overline{F_{A}}|_{D\backslash \Sigma}$ が $S_{A}(0)$ から再構成できる。 ここで、

(2.4) $\Sigma:=(_{\mathrm{d}\mathrm{i}\ln L_{j^{=}}}1\leq j\leq NL\bigcup_{1}j)\cup(_{\dim L}1\leq k\leq,N’.1\bigcup_{=1,k}L_{k}’$ .

$\sim\sim$ 意注意 (i), (ii) の分解は–意的ではない。従って、 1次元部分空間の和集合
$\Sigma$ はこの分解に依っている。

この定理からは, $D$ の補集合 $D^{C}$ における $\overline{F}_{A}$ については何もわからな

い。次の命題はこの領域が散乱作用素に影響を与えることを示している。

命題 1.4簡単のため、 $c=m=1$ とする。 $D^{c}$ の部分集合 $D_{1}$ を

$D_{1}:=\{(\tau, \xi)\in R\cross R^{3} ; \tau>\sqrt{|\xi|^{2}+4}\}$

で定義する. $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}\hat{\phi}\cap D_{1}\neq\emptyset$ なる $\phi\in S(R_{\iota^{\mathrm{X}};}R_{x}^{3}R)$ を固定する. $s_{\lambda A(0)}$

.
をポテンシャル $\lambda A=(\lambda\phi, 0),$ $\lambda\in R$ に対する散乱作用素とする.
このとき $S_{\lambda A}(\mathrm{O})\neq I$ が十分小さい $\lambda\neq 0$ については成り立つ.

$\sim\sim$ 意注意 次の粗い考察によると support が $D’:=$ { $(\tau,$ $\xi)$ ;I $>c|\xi|$ } に含
まれる電磁場は相対論の立場からは特異なものかもしれない: 逆フーリエ変
換用いて、

$F(t, x)=(2 \pi)^{-2}\int_{D},$ $F_{\tau,\xi(}t,$ $X)d\tau d\xi$ ,
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とかく。 ここに、 $F_{\tau,\xi}(t, X):=e^{it_{\mathcal{T}}ix\cdot\xi}\overline{F}+(\tau, \xi)$ である。 ところが、

$\frac{1}{\tau^{2}|\xi|^{-2}}\frac{\partial^{2}}{\partial t^{2}}F_{\tau,\xi}(t, X)=\triangle_{x}F_{\tau,\xi}(t, X)$.

が成り立つ。 このことは、 $F$ の各成分 $F_{\tau,\xi}.$

.
は光速

$.\cdot k.\cdot.\Phi^{\searrow}..\mathrm{x}$

.
る速さ

$|\tau.\cdot||.\xi|^{-1}>c$

で伝播することを示している。

さて、 定理 13を用いて電磁場が散乱作用素から完全に決定できる場合を
考えよう。

定理 1.5定理 13の (i), (ii) を仮定する. : さらに、 $\Sigma\cap D=\emptyset$ および、

(2.5) $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}\overline{F_{A\backslash }}\{0\}\cap D^{C}=\emptyset$ .

を仮定する. このとき、 $F_{A}$ は完全に $S_{A}(\mathrm{O})$ から再構成できる.

あとで述べるように、適当な減衰条件のもと時間に依存しないポテンシャ
ルの場合、完全に散乱作用素から再構成できることが知られている。上の定
理の系として、 適当な慣性系においては時間に依存しないようなポテンシャ
ルの有限和で与えられる電磁場は再構成できることがわかる。

系 1.6定理 1.3の (i), (ii) と $\Sigma$

.
$\cap D=\emptyset$ を仮定する. さらに, 各 $k=$

$1,$ $\cdots,$
$N’$ にたいして、

(2.6) $F_{k}.(sV_{k}$. $+X)=F_{k},(X)$ , $s\in R$ , $X\in R^{4}$ .

となる定ベクトル琉が $T:=\{X=(t, x)\in R^{4} ; c|t|>|x|\}$ の中にとれる

とする。すると、電磁場 $F_{A}$ は散乱作用素から完全に再構成できる.

$.\sim$ 意注意 $V\in T$ であるとき、定ベクトル $V$ は時間的と呼ばれ、適当なロー
レンツ変換によって、時間軸に平行なベクトルに変換されることが知られて

いる。 したがって、 (2.6) は, ( $F_{k}$ に依存する) 適当な慣性系においてぽ $F_{k}$

は時間に依存しない電磁場であることを意味する.
とくに, ポテンシャルおよび電磁場が時間に依存しない短距離型の場合, す

なわち、 ある定数 $K>0,$ $\rho>1$ があって

(2.7) $|A(X)|+|F_{A}(x)|\leq K(1+|x|)^{-\rho}$
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という減衰条件を満たしているとき、 電磁場は散乱作用素から完全に再構或
できる。

時間に依存しないポテンシャルの場合には、短距離型より強い減衰条件の
もとではすでに同様の結果が得られている ([Itl], $[\mathrm{J}|$ , [Is]) .

最後に、 もう -つ電磁場が完全にきまる場合を考える。電磁場がある指数

的減衰条件を満たすなら、 そのフーリエ像はある種の解析性を持つ。定理 13
とこのことを組み合わせると次の走湯が得られる。

定理 1.7 $A\in S$ とする. 1次独立な 2つのベクトル $V,$ $V’\in R^{4}$ と

$g(t)(1+t)^{-1}\in L^{1}((0, \infty))$ を満たす有界関数 $g$ があり、

(2.8) $|F_{A}(X)|\leq g(|\langle V’, x\rangle_{R^{4}}|)e-|\langle V,X\rangle_{R}4|$ on $R^{4}$ ,

を満たしているとき、電磁場 $F_{A}$ は散乱作用素から完全に決まる。

3 . 相対論的不変性

時空間 $R^{4}$ にローレンツ計量

ヨ

$\langle X, X’\rangle_{LM}:=c^{2}x_{0}x0^{-}\prime j\sum_{=1}x_{j}x_{j}’$ , $X=(x0, \cdots, x_{3})$

こ入れる。 この計量を不変にする $R^{4}$ 上の線形変換をローレンツ変換という。
線形変換 A がローレンツ変換であることと次の条件は同値である :

(3.1) ${}^{t}\Lambda G\Lambda=G$ , $\vec{-}-\#arrow$ $G$ $:=$ .

$R^{4}$ 上の変換

(3.2) $X’=\Pi(\Lambda, a)X:=\Lambda X+a$ ,

は、 ボアンカレ変換と呼ばれる。 ここに、 A はローレンツ変換、 $a$ は定ベク

トルである。 ところで、 2つの慣性系同士の問の座標変換はボアンカレ変換
で与えられる。いま、 $\Lambda=(\Lambda_{jk})0\leq j,k\leq 3$ とすると、 (3.1) より $\Lambda_{00}\geq 1$ また

は $\Lambda_{00}\leq-1$ となることがわかる。後者の場合は、 時間反転を含み少し複雑
になるので、 ここでは簡単のため $\Lambda_{00}\geq 1$ を仮定する。
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ある慣性系 $I$ の座標を $X=(t, x)$ , もう 1つの慣性系 $I’$ の座標を $X’=$

$(t’, x’)$ とし、 ボアンカレ変換 (3.2) によって結ばれているとする。慣性系 $I$

において、 ディラック方程式が

$\dot{\iota}\frac{\partial}{\partial t}\Psi(t, X)$

$=[c \sum_{1j=}^{3}\alpha_{j}(\frac{1}{i}\frac{\partial}{\partial x_{j}}-c^{-1}Aj(t, x))+\alpha_{4}mc^{2}+A^{0}(t, X)I4]\Psi(t, x)$

で与えられているとすると (便宜上ポテンシャルの係数は、 (2.1) と少し変
えてある) 、慣性系 $I’$ では、 ボアンカレ変換 (3.2) により、

$i \frac{\partial}{\partial t’}\Psi^{J}(tx)’,$
’

’.
$\cdot$

$= \lfloor c\sum_{j=1}\alpha_{j}(\frac{1}{j}\frac{\partial}{\partial x_{j}}, -C-1A^{j}*(3tX)’,’)+\alpha_{4}mc^{2}+A^{*0}(t’, x’)I4\rfloor\Psi’(t’, X’)$

とかけることがわかる。 ここで、 $A^{*}(t’, X’)=\Lambda A(t, x)_{\text{、}}\Psi’(t’, x’)=L(\Lambda)\Psi(t, X)$

であり、 $L(\Lambda)$ は $4\cross 4$ の可逆な行列である $([\mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{a}])$ 。とくに、 $A^{*}(X’)\mathit{0})$

各成分は、. $A(\Lambda^{-1}(X’-a))$ の成分の 1次結合でかける。 したがって、 $A\in$

$S(L)$ ならば、 $A^{\star}’\in s(^{t_{\Lambda^{-1}L}})$ であることがわかる。同様に慣性系 $I’$ での電

磁場 $F_{A}^{*}*(X’)$ の各成分 $F_{A}^{*\underline{l}m}(X’)$ も $F_{A}(\Lambda^{-1}(x’-a))$ の成分 $F_{A}^{jk}(\Lambda^{-1}(X’$ -

$a)),$ $0\leq i<k\leq 3$ の 1次結合でかける。 よって、 $F_{A}\in\tilde{S}(L)$ なら

$.F_{A^{\mathrm{x}}}^{*}\in\overline{S}(^{t}\Lambda^{-1}L)$ である。 また\tau フーリエ変換によって、

$F_{A^{\mathrm{x}}}\overline{*\iota_{7}}n(_{-)\sum_{k}}--=Cjke-i\langle_{\cup}^{-}-,a\rangle 0\leq j<\cdot\leq 3FA^{\cdot}(\overline{j}kt\Lambda---),$

$\cup--\cdot\in R^{4}$ ,

となる。 ここに、 $c_{jk}$ は A によって決まる定数である。 ところで、 (3.1) か
ら、 $\Lambda^{-1}G^{-}1t\Lambda-1=^{c^{-1}}$ がわかり、

$\langle^{t}\mathrm{A}^{-1}\mathrm{E}, {}^{t}\Lambda^{-1_{-\prime}}--\rangle LM*=\langle^{-}\cup-,---\rangle_{LM}\prime \mathrm{x}$ ,

が従う。 ここに、

$\langle_{\cup\cup}^{--\prime}-,-\rangle_{L}M^{\mathrm{x}}:=\xi_{0}\xi_{0}’-c\sum 2\xi_{j}j=13\xi_{j}’$ , $\cup--=(\xi 0, \cdots, \xi_{3})$

である。 よって、 ${}^{t}\Lambda^{-1}$ は, $D$ を不変にする。 このことは、 時空間 $R^{4}$ の双

対空間 $(R^{4})^{*}$ における開集合 $D$ は、 $R^{4}$ におけるボアンカレ変換によって
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不変であることを示している。以上のことから、定理 1.2, 1.3, 1.5, 1.7およ

び系 16は慣性系の取り方によらないことがわかった。 また、 このことは、

$\Lambda_{00}\leq-1$ の場合も正しい。
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