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1 導入と準備
$\dot{A}^{-:=}\backslash ’-\{1,2_{i}\cdots., \gamma l\}$ とし, $2^{N}$ を $N$ の部分集合の全体とする. このとき, $(N, v)$ 力\mbox{\boldmath $\sigma$} ’$l$ 人

ゲームであるとは, $v:2^{N}arrow R$ が $v(\phi)=0$ を満たすときをいう. $|l$ 人ゲーム $(N, v)$ に対

して, ゲーム $(\mathit{1}\backslash ^{\tau_{i}}\cdot v)$ の imputations の全体 $A$ は

$A=\{x=(x_{1}, X2, \cdots, xn)\in R^{n}$ :
$.$

$\sum_{i=1}^{n}X_{i}=v(N),$ $xi\geq v(\{i\}),$ $\forall i\in N\}$

で定義される. また) ケ ‘- ム ( $N$ ,のの core $C$, は

$C,$ $= \{x=(x_{\iota}, x_{2,n}\ldots, x)\in A:\sum_{i\in s}x_{i}\geq v(S),$
$\forall S\subset N\}$

で定義される [5], [6], [8]. ここで, $S=\phi$ のときは $\sum_{i\in S}X_{i}=0$ である.

$7l$ 人ゲーム (N., $\mathrm{t}^{\rangle}$ ) が convex であるとは, $i\in B\subset N\backslash A$ となる任意の $i$ と $A,$ $B\subset N$

に対して, 常に
$v(A\cup B)-v(B)\geq v(A\cup(B\backslash \{i\}))-v(B\backslash \{i\})$

が成立するときをいう. また, ゲーム $(^{7\backslash v}A\overline{\prime},)$ が exact であるとは, 任意の $S\subset N$ に対して

$\sum_{i\in S}x_{i}=v(s)$

となる $x=$ $(x_{1}, x_{2\prime}.\cdots , x_{tl}.)\in C$, が存在するときをいう. 1953年, $\mathrm{L}.\mathrm{S}$ . Shapley !は “A value

for $\mathrm{n}$-person games” と題する論文 [3] の中で, $n$ 人ゲーム $(N, v)$ に対して, Shapley 値と

呼ばれる $R^{n}$ の元 $\phi=(-1\cdot, \phi 2, \cdots, \emptyset n)$ をつぎのように定義した.

$\phi_{i}=\sum_{S\subset N}\frac{(s-1)!(1\iota-s)!}{n!}.[v(s)-v(S\backslash \{i\})]$ , $\forall i\in N$
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ここで^. 和 $\sum_{S\subset:\backslash }.\cdot$’は $A^{-}\backslash ^{\tau}$, の空でない部分集合 $S$ の全体を動くものとする. また $s$
. は $S$ の

要素の数である. この論文が発表されて以来. Shapley 値は種々の分野で研究され.\acute 用い
られてきているが i Shapley 値に関しては解明されていない部分が多く, 現在なお沢山の
人々によって研究が続けられている. 1971年, Shapley [4] は, ゲーム $(N_{1}.v)$ の Shapley
値\mbox{\boldmath $\phi$} $=(Q_{1}^{:}, \ _{i}\cdots,\dot{C}^{y_{n}}.)$ が core C. に入る十分条件として, ゲーム $(A:’\backslash ^{7}, v)$ が convex である
ことを証明している. また, 最近 E. $\mathrm{I}\tilde{\mathrm{n}}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{r}\mathrm{a}$ と $\mathrm{J}.\mathrm{M}$ . Usategui [1] は, convex ゲーム より
も -般的な average $\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}1’\prime \mathrm{e}^{1}\mathrm{X}$ ゲームを定義し, ゲーム $(_{s^{j}}\backslash ^{-}, l!)$ が average convex ならば, そ
の Shapley 値は core $C$ に属することを証明している. ここで. ゲーム $(_{\perp^{\mathit{1}}}\backslash :\vee,$ $\mathrm{C}^{1)}$, が average
convex であるとは) $A\cap B=c‘\acute{)}$ となる任意の $A_{\mathrm{i}}B\subset N$ に対して, 常に

$v(A \cup B)-v(B)\geq\frac{1}{b}\sum_{i\in B}^{\cdot}[\mathrm{t},|(A\cup(B\backslash \{i\}\mathrm{I})-v(B\backslash \{i\})]$

が成立するときをいう. Shapley 値に関しては, 1978年 i つぎのようなことも問題になっ
た. $1\mathrm{t}^{-}$ .F. Lucas は彼の論文 [2] の中で, 「 exact ゲームでは Shapley 値は core の要素
になっているであろうか」という問を発した. それに対して 1981年.\acute $\mathrm{M}.\mathrm{A}$ . Rabie [7] は
core の要素になっていない 5人 exact ゲームの例をあげている.
この論文では, $n$ 人ゲーム $(N_{J}.v)$ の Shapley 値が core の要素になるための, ゲーム

$(\wedge^{-}’, v)$ が満たす必要十分条件を求めている.

2 補助定理
$(N, v)$ を $n$ 人ゲームとしよう. このとき, $S\subset N$ を $i\in N$ に対して

$v^{i}(S)=v(S)-v(S\backslash \{i\})$

とすると, $(N, v)$ の Shapley 値 $\phi=(\phi_{1}, \phi_{2}, \cdots, \phi_{n})$ は

$\phi_{i}=\sum_{S\subset \mathrm{A}T}\frac{(s-1)!(1l-s)!}{tl!}v(iS),$ $\forall i\in N$

と書くことができる. すべてのゲーム $(N, v)$ に対して, [3] より

$\sum_{i\in N}\phi_{i}=v(N)$

であることが知られている. また, 空でない集合 $T\subset N$ に対して. ゲーム $(N, v)$ の

subgame (T., $v_{0}$ ) はつぎのように定義される.

$v_{0}(K)=V(K)\text{ノ}.\forall K\subset T$
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我々はこの $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{b}\mathrm{g}_{\dot{c}}\iota 111\mathrm{e}(T.L^{1}0)$

, の Shapley 値を $\phi^{T}$ によって表すことにする. つぎの補助定
理はこの論文の主定理を証明する上で重要なものとなる. 補助定理を述べる前に定義を 1
つ与えておく. $n,$ $k$ を $n\geq k$ となる非負の整数とするとき. 二項係数 ${}_{r\iota}C_{k}$ は

${}_{n}C_{k}’= \frac{\mathrm{t}l!}{(n-k)!h^{\sim}!}$

.

で定義される. ただし, $0!=1$ である.
補助定理 $n,$ $k_{i}\uparrow?l$ を,\sim --k $\geq m$ である自然数とする. このとき

$k+ \sum_{s=\gamma r\iota}^{7\iota}’\frac{{}_{k}C_{s-\gamma\gamma}l}{{}_{r\prime-1}C_{S}-1}.=\frac{l}{(_{ll}-k)_{71-}k-1c_{\mathit{1}}71l-1}$

,

が成立する.
証明 数学的帰納法によって証明する, まず $k=1$ で $\uparrow\iota-1\geq m\geq 1$ であるとき, 我々は

$S \mathit{7}t\iota\sum_{=\gamma\prime 1}^{1}\frac{{}_{1}C,s-rr\iota}{\gamma 1{}_{-1}C\mathit{1}s-1}+$ $=$ $\frac{{}_{1}C_{0}}{{}_{n-1}C_{n\iota-1}}.+\frac{{}_{1}C_{1}}{\mathit{7}1{}_{-1}Crr\iota}$

.

$=$ $\frac{1}{{}_{n-1}C_{m-1}}+\frac{m}{(n-m\mathrm{I}_{n-1}cm-1}$

$n$

$(|l-nl)_{\mathrm{n}}-1C’|lm-1$

$(?l-1)_{n-2}c_{?},\iota-1$

をもつ. そこで, $t\geq 2$ となるた $=t-1\text{と}r\iota-(t-1)\geq nl\geq 1$ となる $n,$ $m$ に対して, 与
えられた等式が成立すると仮定しよう. このとき $‘ n-t\geq r’\iota\geq 1$ となる $k=t$ と $\uparrow l,$

$n\iota$ に

対して, 我々は

$\sum_{s=7\prime\iota}^{rrl+t}\frac{{}_{t}C_{s-7r\iota}}{n-1C\prime S-1}$ $=$ $\frac{{}_{l}C,0}{n-1C\prime 1\mathit{7}n-}+\sum_{S=\mathcal{T}r\downarrow+1}^{+t}\frac{{}_{t}C_{s-m}}{\eta-{}_{1}C_{s-1}}+\mathcal{T}r1.-1.\frac{{}_{t}C_{i}}{{}_{n-1}C_{m+t-1}\prime}$

$=$ $\frac{\iota-{}_{1}C_{0}\prime}{\gamma\iota-{}_{1}C_{m-\iota}\prime}+s=77fL+\sum_{+r\iota 1}^{1}-t\frac{{}_{t-1}C_{9}!.-\eta\iota}{7\iota-{}_{1}C_{s-1}}+\sum_{s=\gamma\gamma\iota+1}^{m+l}\frac{{}_{t-1}C_{s-(1}m+)}{{}_{n-1}C_{s-}1}-1+\frac{{}_{t-1}C_{t1}-}{{}_{n-1}C_{m+}\prime\iota-1}$

$=$ .
$sm \sum_{=}^{m+t-1}\frac{{}_{t-1}C_{_{S}}-m}{{}_{7\iota-1}C_{S}-\iota}+\sum_{S=m}^{+t}m+1\frac{{}_{t-1}C_{s-(rn+1)}\prime}{{}_{n-1}C_{s-1}}$

$=$ $S= \sum_{m}^{m+t-1}\frac{{}_{t-1}C_{S-m}}{{}_{n-1}C_{s-1}}+\sum_{1S=7\prime\iota+}^{1}\frac{{}_{t-1}C_{s-(1)}m+}{{}_{n-1}C_{s-1}}m+1+t-$

$=$ $\frac{n}{(1\iota-t+1)_{n-t}c_{rr}\iota-1}+\frac{1l}{(?l-t+1\mathrm{I}n-tc_{m}}$

$=$ $\frac{7l(7\gamma l-1)!(n-l?\iota-t+1)!}{(n-t+1)!}+\frac{7l\mathrm{t}7l!(1l-m-t)!}{(n-t+1)!}$

$=$ $\frac{\dagger l(m-1)!(n-m-t).(n-t+1)}{(1\iota-t+1)}!$

113



$=$ $\frac{t\iota.(1\gamma l-1)!(l\iota-t?l-t)!}{(\cdot 1l-t)!}$

$\prime l$

$=$
$\overline{(|\iota-t)_{\prime},-f+1C\gamma t\iota-1}$

をもつ. よって等式の証明は完了する.

3 主定理

この節では, ゲーム $(4\backslash ^{\vee}, v)$ に対して totally convex の概念を導入し, そのゲームにおけ
る Shapley 値について議論する. .
定義 $(N.v)\ovalbox{\tt\small REJECT}$ を $n$ 人ゲームとする. このとき $(N_{J}.v)$ が totally convex であるとは, 任意
の $T\subset N$ に対して

.
$\mathrm{s}$ . .

$\sum_{S\subset\wedge;\mathrm{v}\vee i}\sum_{\cap\in sT}\frac{(s-1)!(n-S)!}{1l!}.[v^{\dot{\iota}}(s)-v.i(S\cap T)]\geq 0$

が成り立つことである. ただし, 和 $\Sigma_{S\subset N}$ は空でない集合 $S\subset N$ 全体を動くものとし,
$S\cap T=\phi \text{ならば}\Sigma_{i\in s}\cap T[v(\prime s) -v^{i}(S\mathrm{n}T)]=0$ となるものとする.
今や, ゲーム $(N, v)$ の Shapley 値がその core に属するための必要十分条件を確立する
ことができる.
定理 $(N, v)$ を $n$ 人ゲームとする. このとき, $(N, v)$ の Shapley 値が core に属するため
の必要+分条件は.\acute そのゲーム $(N, v)$ が totally convex になることである.
証明 $(N, v)$ を totally convex であるとし, $T$ を $N$ の空でない部分集合とする. このと
き, 任意の $R\subset T$ と $n-t+r\geq s\geq|R|=r$ となる自然数 $s$ に対して. $S\cap T=R$ かつ

$|S|=s$ となる $N$ の部分集合 $S$ の個数は ${}_{n-t}C_{S-}.r$ である. ただし, $|R|,$ $|S|$ は集合 $R,$ $S$ の

要素の数を表すものとする. そこで我々は

$\sum_{i\in T}\varphi i$

;
$=$ $\sum_{i\in T}\sum_{\mathrm{V}^{-}s\subset t}\frac{(s-1).!(\prime l-S)!}{n!}v^{i}(S)$

$=$ $\sum_{i\in\tau}\sum_{S\subset l\mathrm{V}^{-}}\frac{1}{n_{n-1}cs-1}v(iS)$

$=$ $\sum_{s\subset N^{-}}\frac{1}{n_{n-1}c_{s-1}}\sum_{\tau i\in S\cap}v^{i}(s)$

$\geq$ $\sum_{S\subset \mathrm{A}\gamma}\frac{1}{n_{n-1}CS-1}\sum_{i\in S\cap\tau}v^{i}(S\cap T)$

$=$ $\sum_{R\subset T}\sum_{=Sr}^{-}\frac{{}_{n-1}C_{s-r}}{n_{n-1}C\prime s-1}n\mathrm{r}+r\sum_{i\in R}v^{i}(R)$

$=$ $\sum_{R\subset T}\frac{1}{t_{t-1}C_{r}-1}\sum_{i\in R}v(iR)$ (補助定理)
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$=$ $\sum_{i\in T}\sum_{R\subset\tau}\frac{1}{t_{t-1}C\gamma-1}v^{i}.(R)$

$=$
$\sum_{i\in\tau}\dot{\mathit{0}}_{i}\tau$

$=$ $\mathrm{c}^{\mathrm{t}},(\tau)$

をもつ. $T=\phi$ ならば. $0=\Sigma_{i\in}\tau\emptyset i=v(T)$ であり, $\Sigma_{i\in N^{Q}i}‘=v(N)$ でもあるので. ゲー

ム $(N, v)$ の Shapley 値は, その core に属することが証明できた.
逆に, $\delta^{\underline{\backslash }}\backslash .-$ ム $(N, v)$ の Shapley 値が core に属するならば, 上の式より, そのゲーム

$(N_{i}v)$ が totally convex であることは容易にわかる.

4 例

この節ではまずはじめに, average convex ganle が totally convex game になることを

証明する. $\mathrm{t}l$ 人ゲーム $(N, v)$ が $‘ \mathrm{a}\backslash -,\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{g}\mathrm{e}$ convex であるとする. このとき $A\cap B=(^{;}$} とな

る $A,$ $B\subset N$ に対して

$bv(A \cup B)-bv(B)\geq\sum_{i\in B}[v((A\cup B)\backslash \{.i\})-v(B\backslash \{i\})]$

であるから

$\sum_{i\in B}v^{i}(A\cup B)\geq\sum_{i\in B}v^{l}(B)$

を得る. ここで $S,$ $T\in N$ に対して $A=S\backslash T,$ $B=S\cap T$ とすると

$\sum_{i\in S\mathrm{n}T}[v^{i}(s)-v^{i}(s\cap T)]\geq 0$

となる. よって $T\subset N$ に対して

$6^{\tau}. \backslash \sum_{\subset\prime\gamma}\frac{(s-1).!(\prime l-s)!}{\uparrow \mathrm{t}!}\sum_{\mathrm{n}i\in sT}[v(is)-v^{i}(s\cap\tau)]\geq 0$

を得る. だから $(N, v)$ は totally convex である.

例 つぎのような 3-person game $(N, v)$ を考えることにする.

$v(\phi)=v(\{1\})=v(\{2.\})=v(\{3\})=0$ ,

$v(\{1,2\})=5,$ $v(\{1,3\})=v(\{2,3\})=7$ ,

$v(N)=10$

このとき, これが totally convex game となることを確かめるのは簡単である. しかしそ

のゲームは average $\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\backslash ^{r}!\mathrm{e}\mathrm{x}$ でない. 実際 $A=\{1\},$ $B=\{2,3\}$ とすると

$3=v(A\cup B)-v(B)$ $<$
$\overline{2}^{\sum_{i\in B}}\perp[v(A\cup(B\backslash \{i\}))-v(B\backslash \mathrm{t}i\})]$

$=$ 6
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となるからである.
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