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序. ここでは単位開円板 D上の補間列に関する Shapiro-Shields [3] による結果について

(1) 有限連結領域上の結果に拡張する (2) weight を他のものにかえられるか考察する.

Shapiro-Shields の定理. Shapiro-Shields [31は $H^{\infty}(D)$ に関する補間列と $H^{p}(D)$ に関

する weight 付きの補間列が–致することを示した。

定理 (Shapiro-Shields) $\{z_{n}\}$ を $D$の点列とするとき以下は同値である。

(1) $\{z_{n}\}$ は $H^{\infty}(D)$ に関する補間列である.

(2) $1\leq p<\infty$ なるある $P$ について

$\{\{f(z_{n})(1-|Z_{n}|)^{1/}p\} : f\in Hp(D)\}=Pp$

がなりたつ.

(3) $1\leq p<\infty$ なる任意の $p$ について

$\{\{f(Z_{n})(1-|_{Z}n|)^{1}/p\}:f\in Hp(D)\}=^{p}p$

がなりたつ.

Shapiro-Shields の定理における weight $(1-|z_{n}|)^{1/p}$は–般の領域では意味を成さないが

$(1-|z_{n}|)1/\mathrm{P}\sim-\log|z_{n}|$ であることに注意すれば weight を Green 関数の $1/p$ ベキとすれば

一般の領域上でも定式化できる. 以下ではこの方向での拡張を与える. また、 他の weight

に置き換えることの可能性も探りたい.
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有限連結領域への拡張. 以下では Rは丘 nite bordered Riemann surface で境界� Rは有

限個の解析曲線からなるものとする. また、 $a\in R$に対して $a$ に極を持つ R上の Green 関

数を $g_{R}(\cdot)a)$ により表わす.

定理 1a\in Rで $\{z_{n}\}$ は $R\backslash \{a\}$ の点列とする. このとき以下は同値である.

(1) $\{z_{n}\}$ は $H^{\infty}(R)$ に対する補間列である. つまり、 $\{\{f(z_{n})\}:f\in H^{\infty}(R)\}=l\infty$ .

(1’) $l^{1}\subset\{\{f(_{Z}n)\} : f\in H^{\infty}(R)\}$ .

(2) $1\leq p<\infty$ なるある $p$ に対して

$\{\{f(Z_{n})gR(z_{n};\mathit{0})^{1}/p\}:f\in Hp(R)\}=P^{p}$ .

(2’) $1\leq p<\infty$ なるある $p$ に対して

$p^{1}\subset\{\{f(z_{n})gR(zn;a)^{1}/p\} : f\in Hp(R)\}$ .

(3) $1\leq p<\infty$ なる任意の $p$ に対して

$\{\{f(z_{n})gR(Zn;a)^{1}/p\}:f\in Hp(R)\}=P^{p}$ .

(3’) $1\leq p<\infty$ なる任意の $p$ に対して

$p^{1}\subset\{\{f(\mathcal{Z}_{n})gR(_{Z_{n}a)}).1/p\} : f\in H^{p}(R)\}$ .

この定理を証明するのに次の補題を用いる.

補題 21 $\leq q\leq\infty$ とする. $\{z_{n}\}$ を Rの点列とする. $\{c_{n}\}$ を $0$ でない複素数の点列と

する. $\{f_{n}\}$ は $H^{q}(R)$ の関数列とする. $\sum|a_{n}c_{n}|<\infty$ なる任意の複素数列 $\{a_{n}\}$ に対して
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$f\in H^{q}(R)$ が存在して\Sigma $a_{n}$ fnが $\{z_{n}\}$ 上 $f$に各点収束したとする. このとき正数 $M$ と $H^{q}(R)$

の関数列 $\{\tilde{f}_{n}\}$ で各 $k,$ $n$ について

$f_{n}(z_{k})=\tilde{f}n(\mathcal{Z}_{k})$

$||\tilde{f}_{k}||_{q}\leq M|c_{k}|$

をみたすものが存在する.

証明. $S=\{z_{n}\}$ とおくと $H^{q}(R)|S$は商ノルムに関して Banach 空間である.

まず、 $c_{n}=1$ の場合を考える. 各 $\{a\text{\’{n}}\}\in l^{1}$ に対して\Sigma anfnが S上各点収束する $f\in$

$H^{q}(R)$ の Sへの制限を対応させる写像を

$T:P^{1}arrow H^{q}(R)|S$

とすると、 閉グラフ定理により $T$は有界線形作用素であることが分かる, よって各 $k$に対

して

$||T(\{\delta_{n}k\}_{n=}\infty 1)||H^{\mathrm{p}}(R)|s\leq||T||$

となるが、 $T(\{\delta_{n}k\})=fk|s$なので商ノルムの定義より

$||\tilde{f}_{k}||_{q}\leq 2||\tau||$

$\tilde{f}_{k}=f$ on $S$

となる $\tilde{f}_{k}$ $\in H^{q}(R)$ が存在する. そこで $M=2||T||$ とおけばよい.

次に、 一般の砺に対する証明を与える. $g_{n}=f_{n}./c_{n}$ とおく. 任意の $\{a_{n}\}\in l^{1}$に対して

条件より $f\in H^{q}(R)$ が存在して\Sigma $a\sim n$は $\{z_{n}\}$ 上 $f$に時点収束する. よって前半の結果よ
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り正数 $M$ と $\tilde{g}_{n}$ $\in H^{q}(R)$ が存在して

$|$化 Ilq $\leq M$

$\tilde{g}_{n}=g_{n}$ on $S$

が成立する. $\tilde{f}_{n}=C_{n}\tilde{g}_{n}$が求める関数である.

定理 1の証明. (1’) または $(2’)\Rightarrow(1)$ について. Stout の定理 [4, Theorem 56] と Narita の

定理 [2, Theorem 1] により {zn} が局所的に補間列 (Rを R\cup \partial Rを含む Riemann surface

としたとき、任意の z\in \partial Rに対して Rにおける近傍 Uが存在し、 $U\cap\{z_{n}\}$ が $H^{\infty}(R\cap U)$

に関する補間列である) であることを示せば十分である. さらに、 U\cap Rは $D$と等角同値

で $\{z_{n}\}$ \subset Uで $\{z_{n}\}$ の集積点が $U$口� Rにのみあると仮定して–般性を失わないのでそうす

る. $a’\in U\cap R\backslash \{z_{n}\}$ をひとつとり固定すると

$g_{U\cap R}(z;na’)\sim g_{R}(z_{n}; a)$

である. つまり、 正数 Mが存在して

$1/M<g_{U\cap R}(Zn;a’)/g_{R}(z_{n}; a)<M$

が成立する. また、 $H^{p}(R)|U\cap R\subset H^{p}(U\cap R)$ なので (2’) より

$p^{1}\subset\{\{f(Z_{n})g_{U}\mathrm{n}R(Z_{n)}^{\cdot}a’)1/p\} : f\in H^{p}(U\mathrm{n}R)\}$

である. U\cap Rは $D$と等角同値なので $(2’)\Rightarrow(1)$ は R=Dの場合に示せばよいことになる.

$(^{-}1’)\Rightarrow(1)$ についても同様である. よって以下では $R=D$とする. また、 $p=\infty$ のとき
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$g_{R}(z_{n};a)^{1/p}\text{は}1$ を表わすことにする. 各自然数んに対して $\{gD(z_{n)}a)^{1/p}\delta kn\}_{n=1}^{\infty}\in l^{1}$ なので

条件より $f_{k}(z_{n})=\delta_{kn}$をみたす九 $\in H^{p}(D)$ が存在する.

$\sum_{n=1}^{\infty}|_{\mathit{0}}n|gD(z_{n};a)1/p<\infty$

なる任意の複素数列 $\{a_{n}\}$ に対して $f(z_{n})=$ $a_{n}$なる $f\in H^{p}(D)$ が存在する. $\sum a_{n}f_{n}$は $\{z_{k}\}$

上 $f$に各誌収束するので補題 2より正数 $M$ と $H^{p}(D)$ の関数列 $\{\tilde{f}_{n}\}$ で

$f_{n}(z_{k})=\tilde{f}n(Z_{k}),$ $||\tilde{f}_{n}||_{p}\leq \mathit{1}\mathrm{w}gR(z_{n}; a)1/\mathrm{P}$

なるものが存在する. $p=\infty$ の場合このことは $\{z_{n}\}$ が uniformly separated であることを

示しているので Carleson の補間列に関する定理 [1] より (1) がわかる. $p<\infty$ の場合は以

下のようである. 正数 Kが存在して不等式

$|f(_{Z})g_{D}(Z;a)1/\mathrm{P}|\leq K||f||_{\mathrm{P}}$

が任意の $f\in H^{p}(D)$ と $z\in D\backslash \{a\}$ に対して成立するので $\tilde{f}_{n}\text{の}$ Blaschke part を B訛す

ると

$| \frac{g_{D}(z_{n}\cdot a)^{1/p}}{\overline{B}_{n}(z_{n})},.|=|\frac{\tilde{f}_{n}(z_{n})}{\overline{B}_{n}(z_{n})}g_{D}(Z_{n}; a)^{1/}p|\leq K||\tilde{f}_{n}/\overline{B}_{n}||p=K||\tilde{f}_{n}||_{p}\leq KMg_{D}(_{Z_{n}}).)^{1/}ap$

が、 したがって

$|\overline{B}_{n}(_{Z_{n}})|\geq 1/(KM)$

が各 $n$ に対して成立する. $||\overline{B}_{n}||_{\infty}=1$ なので $\{z_{n}\}$ は uniformly separated である事が分か

り、 (1) が成立する.
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(1) $\Rightarrow(3)$ について. 前と同様 U\cap Rは $D$と等角同値、 $\{z_{n}\}\subset U\cap R_{\text{、}}\{z_{n}\}$ の集積点

$\subset U$ ロ $\partial R$としてよいのでそうする. すると Shapiro-Shields の定理より

$\{\{f(Z_{n})gU\mathrm{n}R(z_{n};a)1/p\}_{\sim}. f\in Hp(U\cap R)\}=P$

であり、 $g_{u\cap R}(Z_{n_{1}}a)\sim gR(z_{n};a)_{\text{、}}H^{p}(R)|U\mathrm{n}R\subset Hp(U\cap R)$ なので

$\{\{f(\mathcal{Z}_{n})g_{R}(z_{n}; a)^{1}/p\}:f\in H^{p}(R)\}\subset\ell^{p}$

である. $h$ を R上の AhlforS 関数とする. $U$を小さくとることにより $h$ は U\cap Rで単射で

あるとしてよいのでそうする. $\{z_{n}\}$ は $H^{\infty}(R)$ に対する補間列なので $H^{\infty}(U\cap R)$ に対す

るそれでもある. んは R\cup \partial Rで正則に拡張できるので以上より $\{h(_{\sim}\gamma)n\}$ は $H^{\infty}(D)$ に対す

る補間列となる. ふたたび Shapiro-Shields の定理より

$\{\{f(\text{ん}(z)n)gD(^{\text{ん}}(Z)n). h(a))^{1}/p\} : f\in H^{p}(D)\}=pp$

となり

$g_{D}(\text{ん}(Z)n;h(_{\mathit{0}}))\sim g_{h(R)}U\mathrm{n}(h(Z_{n});h(a))=g_{U\cap R}(Z_{n}; a)\sim g_{R}(Z_{n}; a)$

で

$\{f\circ h : f\in H^{P}(D)\}\subset H^{\mathrm{P}}(R)$

だから

$l^{p}\subset\{\{f(\mathcal{Z}_{n})g_{R}(z_{n}; a)1/p\}:f$
.

$\in Hp(R)\}$

となるので (3) がわかる.

(3) $\Rightarrow(3’)\Rightarrow(2’)_{\text{、}}$ (1) $\Rightarrow(^{-}1’)_{\text{、}}$ (3) $\Rightarrow(2)$ は自明なので以上で定理 1の証明ができた.
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weight $g_{r}(\cdot;a)^{1}/p$について. 以下では定理 1などに現れる weight $g_{r}(\cdot;a)^{1/}p$についての

結果を紹介する. 任意の $f\in H^{p}(R)$ に対して $\{f(z_{n})g_{R}(z_{n)}a)1/p\}\in p\infty$であるがこの条件を

みたし $\mathrm{S}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{p}\mathrm{i}\mathrm{r}\mathrm{c}\succ \mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{d}\mathrm{s}$ 型定理の成立する weight の境界挙動は $g_{R}(\cdot;a)^{1}/p$ と同値であること

がわかった.

定理 3 $\{c_{n}\}$ を複素数列とする. このとき次が成立する.

(i) $P^{1}\subset\{\{f(zn)C_{n}\}:f\in H^{\infty}(R)\}\subset\ell\infty$ とすると $c_{n}\sim 1$ である. さらに { $\{f(zn)C_{n}\}$ :

$f\in H^{\infty}(R)\}--l^{\infty}$である.

(ii) $1\leq p<\infty$ とする. $l^{1}\subset\{\{f(z_{n})C_{n}\cdot\}:f\in Hp(R)\}\subset\ell^{\infty}$ とすると任意の $a\in R\backslash \{z_{n}\}$

に対して $|c_{n}|\sim g_{R}(z_{n};a)1/p$である. さらに、 $\{\{f(z_{n})_{C}n\} : f\in H^{p}(R)\}=P^{p}$である.

証明. (ii) の証明を与える. (i) も同様に証明できることを注意しておく. $l^{1}\subset\{\{f(z_{n})C_{n}\}$ :

$f\in H^{p}(R)\}$ なので $c_{n}\neq 0$ である. つぎに正数 Kが存在して

$|c_{n}|\leq Kg_{R}(_{Za)}n).1/p$

がなりたつ. 実際もしそうでないと仮定すると、 $\{_{\sim n}7\}$ の部分列 $\mathrm{t}z_{n(?n)}$ } で

$m^{3}g_{R}(z_{n(}m);a)^{1}/p\leq|c_{n(m)}|$

なるものが存在する. とくに $\{z_{n(m)}\}$ は $H^{\propto)}$に対する補間列であるとしてもよいのでそう

する. すると定理 1より

$\{\{f(zn(m)g_{R}(z;n(m)a)^{1}/p\} : f\in H\mathrm{P}(R)\}=\ell \mathrm{P}$

となるが、 $\{m^{-2/p}\}\in lp$なので

$f(_{Z_{n(m}}\rangle)_{\mathit{9}}R(_{\mathcal{Z}}n(m);a)^{1}/p\mathit{7}=\gamma\iota^{-2}/_{\mathrm{P}}$
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なる $f\in H^{p}(R)$ が存在する. よって $marrow\infty$ のとき

$|f(Z_{n()})_{C|}mn(m)\geq m^{3-2/p}arrow\infty$

となるが、 これは $\{f(\mathcal{Z}_{n})_{C}n\}$ の有界性に矛盾する.

また、 正数 K’が存在して不等式

$g_{R}(z_{n}; a)1/p\leq K’|C_{n}|$

が成立することを示す. もし成り立たないとすると $\{z_{n}\}$ の部分列 $\{z_{n(m)}\}$ で

$m^{3}|c_{n(}|m)\leq g_{R}(z_{n}(m);a)^{1}/p$

をみたすものがとれる.

$a_{n}=\{$

$0$ , $n\not\in\{n(m)\}^{\infty}?n=1$
’

$m^{-2}$ , $n=n(m)$ .

とさだめると $\{a_{n}\}\in p1$なので条件から砺 $=f(z_{n})c_{n}$ となる $f\in H^{p}(R)$ が存在する. とく

に $m^{-2}=f(Z_{n}(m))c_{n(}m)$であるから

$m\leq|f(_{Z_{n}}(m)g_{R}(z_{n(};am))^{1}/p|$

となり $\{f(z_{n})g_{R}(\mathcal{Z}n;a)^{1/}p\}$ の有界性に矛盾する. 以上より $|c_{n}|\sim g_{R}(\mathcal{Z}_{n};a)1/p$が分かった.

したがって定理 1より $\{\{f(z_{n})_{C}n\}:f\in H^{p}(R)\}=$ 塵が成立する.
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