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1. はじめに
$X_{1},$ $X_{2},$

$\ldots$を互いに独立にいずれも ( $\sigma$-有限測度\muに関する)密度関数 f(x, $\theta$ )に従う確率変数とす

る. 但し, $\theta\in(\subset \mathrm{R}^{1})$ とする. \theta の –致推定量 T $=\{T_{n}(X_{1}, \ldots, x_{n})\}$ と任意の\epsilon $>0$に対して, 裾

確率

$\alpha_{n}(T, \theta, \epsilon):=P_{\theta}\{|\dot{\tau}_{n}-\theta|>\epsilon\}$

は, $narrow\infty$としたとき指数のオーダーで Oに近づき, その漸近展開が

$\alpha_{n}(\tau, \theta, \epsilon)=\exp\{-n\beta(T, \theta, \epsilon)+o(1)\}$ $(narrow\infty)$

で与えられる. ただし, $\beta(T, \theta, \epsilon)$は正の定数で exponential rateといわれる. ここで, $\alpha_{n}(\tau, \theta, \epsilon)$ は

小さい, すなわち $\beta(T, \theta, \epsilon)$は大きい方が良い推定量と考える.

Bahadur $([\mathrm{B}\mathrm{a}71])$は, 一致推定量 T $=\{T_{n}(X_{1}, \ldots, x_{n})\}$の漸近的な振る舞いを測る尺度と

してこの exponential rateを提案した. また, $\mathrm{F}\mathrm{u}([\mathrm{F}73])$は適当な正則条件の下で, $\theta$の $-$致推定

量 T $=\{T_{n}(X_{1}, \ldots, x_{n})\}$ と任意の\epsilon $>0$に対して

$\beta(T, \theta, \epsilon)\leq\beta(\theta, \epsilon)$

となることを示した. ここで, $\beta(\theta, \epsilon)$は Bahadur boundと呼ばれ,

$\beta(\theta, \epsilon):=\inf\theta’\{K(\theta’, \theta) : |\theta’-\theta|>\epsilon\}$

で与えられ, $K(\theta’, \theta)$は Kullback-Leibler情報量

$K( \theta’, \theta):=\int\{\log\frac{f(x,\theta’)}{f(x,\theta)}\}f(x, \theta’)d\mu$
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とする. ここで, 特に標本が独立同分布からのもので, 最尤推定量のときには, 適当な条件の下でこの不

等式で等号が成立, すなわち有効となることが知られている ( $[\mathrm{B}\mathrm{a}60,67]$ , [F75]).

方, 逐次の場合, 標本の大きさが無限大に概収束するような停止則の列に対して, 検定統計量の

効率が Berk and Brown ([BeBr78])等により論じられている. これは非逐次の場合の効率 (Bahadur

slopeという)が, 逐次の場合にも自然に拡張できる $\mathrm{c}$ とを示している. さらに, 逐次推定においては, 三

田 $([\mathrm{M}95])$が, exponential classの下で, ある種の停止則を用いたときの裾確率の評価を与え, 最尤推

定量がその評価式を達成していることを示している.

ここでは, 逐次推定の場合に, 標本の大きさの期待値が無限大に発散するような停止則の列に対し

て, Bahadur, Zabell and Gupta $([\mathrm{B}\mathrm{a}\mathrm{Z}\mathrm{G}80])$の方法に従って, 一致推定量の列の被覆確率に基づく

評価式を与える. なお, 逐次検定の場合に Berk $([\mathrm{B}\mathrm{e}76])$が同様の議論をしている.

2. 一致推定量の被覆確率に基づく下界
$\mathrm{X}_{(n)}=(X_{1}, X_{2}, . . " X_{n})$ を ( $\sigma-$有限測度\muに関する)密度関数 fn(x, $\theta$ ) に従う確率変数とす

る $(n\geq 1)$ . 但し, $\theta\in(\subset \mathrm{R}^{1})$とする. {N緑を停止則の列, すなわち, 各 k $=1,2,$ $\ldots$に対して

$\{N_{k}\leq n\}\in\sigma(\mathrm{x}_{(n)})$ ( $\mathrm{X}_{(n\rangle}$ より生成される $\sigma$-algebra) $(n\geq 1)$

なる自然数値確率変数とする. ここでは, 任意の\theta \in , $k=1$ ,2, . . .について E\theta (Nk) $<\infty$とする.

以下では簡単のため $N_{k}$の代わりに Nで表す.

$-\infty.-\leq t\leq_{1}\infty.’.\theta.’.\theta_{:}^{;}\in,$. $k=1.’ 2,$ $\ldots$に対して

$C_{k,\theta,\theta}’(t):=\{x$ : $\frac{1}{E_{\theta}(N)}\log\frac{f^{N}(x,\theta\prime)}{f^{N}(X,\theta)}\leq t\}$

とし, 任意の A $\in\sigma(\mathrm{X}_{(N)})$ について (ここで, $k=1,2,$ $\ldots$について

$\sigma(\mathrm{x}_{(N)}):=\{A : A\cap\{N\leq n\}\in\sigma(\mathrm{X}_{(n)}.), n=1,\mathit{2}, \ldots\}$

とする. 詳しくは西尾 $([\mathrm{N}78])$ を参照)

$P_{\theta}^{k}(A)$ $:= \int_{A}f^{N}(x, \theta)d\mu$ ,

$\tilde{K}(\theta’, \theta):=\inf\{t$ : $\lim_{karrow\infty}P_{\theta}^{k},\{C_{k},\theta,\theta’(t)\}=1\}$
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とおく. ただし, $f^{N}(x, \theta)$は停止則 Nの下での密度を表し, 実際には, 例えば

$P_{\theta}^{k}(A)= \int_{A}f^{N}(x, \theta)d\mu=\sum_{n=1}^{\infty}\int_{\{N=n\}}\cap A)fn(x,$$\theta dX$

となる. このとき

$P_{\theta}^{k}, \{C_{k,\theta},\theta’(t)\}=\int_{\{x:}\frac{1}{E_{\theta}(N)}\log\frac{f^{N}(x,\theta’)}{f^{N}(x,\theta)}\leq t\}^{f^{N}(_{X}}’\theta’)d\mu$

$\leq\int_{C_{k,\theta,\theta’}(}t)tf^{N}(X, \theta)\exp\{E\theta(N)\}d\mu$

$\leq\exp\{tE_{\theta}(N)\}$

となる. よって $E_{\theta}(N)arrow\infty(karrow\infty)$のとき, $t<0$に対して

$\lim_{karrow\infty}P_{\theta}k,\{C_{k},\theta,\theta’(t)\}=0$

となるので O $\leq\tilde{K}(\theta, \theta)\leq$ \infty が成り立つ.

定理 1. $E_{\theta}(N)arrow\infty(karrow\infty)$ を満たす停止則 $\{N_{k}\}$ と

$\varliminf_{karrow\infty}\int_{A_{k}}f^{N}(x, \theta’)d\mu>0$ (1)

なる事象列 $\{A_{k}\}$に対して

$\varliminf_{karrow\infty}\frac{1}{E_{\theta}(N)}\log\int_{A_{k}}f^{N}(X, \theta)d\mu\geq-\tilde{K}(\theta’, \theta)$ (2)

が成り立つ.

証明. $\tilde{K}(\theta’, \theta)$ =\infty oのとき, (2)は自明なので, $0\leq\tilde{K}(\theta’, \theta)<\infty$として良い. $t>\tilde{K}(\theta’, \theta)$ に対し

て, $B_{k,\theta,\theta’}(t)=c_{k,\theta,\theta}’(t)^{c}$ ( $B_{k,\theta,\theta’}(t)$の補集合) とおくと

$\lim_{karrow\infty}P_{\theta}^{k},$ $\{Bk,\theta,\theta’(t)\}=\lim_{karrow\infty}[1-P_{\theta}k, \{C_{k,\theta,\theta}’(t)\}]$

$=1- \lim_{\infty karrow}P\theta k,$
$\{C_{k},\theta,\theta^{\prime(t})\}$

$=1-1=0$ $(t>\tilde{K}(\theta’, \theta)\text{より})$
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となるので

$P_{\theta}^{k}(A_{k})\geq P_{\theta}^{k}\{A_{k}\cap C_{k,\theta,\theta’}(t)\}$

$= \int_{A_{k}\cap c_{k},(t}\theta,\theta’)xf^{N}(, \theta)d\mu$

$\geq\int_{A_{k}\mathrm{n}c(t)}k,\theta,\theta’)\exp\{-tE\theta(N\}\frac{f^{N}(x,\theta\prime)}{f^{N}(X,\theta)}fN(X, \theta)d\mu$

$=\exp\{-tE\theta(N)\}P_{\theta}^{k},$ $\{A_{k}\cap C_{k,\theta,\theta^{\prime(t}})\}$

$\geq\exp\{-tE\theta(N)\}[P_{\theta}^{k},(A_{k})-Pk,\{\theta B_{k},\theta,\theta’(t)\}]$

$(P_{\theta}^{k},(A_{k}\cap C_{k,\theta,\theta’}(t))+P_{\theta}^{k},(B_{k,\theta},\theta’(t))\geq P_{\theta}^{k},(A_{k}\cap C_{k,\theta,\theta’}(t))$

$+P_{\theta}^{k},$ $(A_{k}\cap B_{k,\theta,\theta’}(t))=P_{\theta}^{k},$ $(A_{k})\text{で}P^{k}\theta’(B_{k,\theta,\theta’}(t))$を移項すればよい)

となる. この式の両辺に対数をとり, {1/E\theta (N)}倍して, $karrow\infty$ とする. ここで,

$\lim$ $P_{\theta}^{k},$ $(A_{k})>0$ , $\lim_{karrow\infty}P_{\theta}^{k},$ $\{B_{k,\theta},\theta’(t)\}=0$

$karrow\infty$

より

$\varliminf_{karrow\infty}\frac{1}{E_{\theta}(N)}\log\{P_{\theta}^{k},(Ak)-P_{\theta}k,\{Bk,\theta,\theta’(t)\}\}=0$

が成り立つ (何故なら, $\varliminf_{karrow\infty}P_{\theta}k,$ $(A_{k})=a(>0)$ とすると

$-\infty<\log a=\varliminf_{karrow\infty}\log P_{\theta(A)}^{k},k\leq\log 1$ $=0$

となり, 両辺を {l/E\theta (N)}倍し, $karrow\infty$ とすればょい) . 従って

$\lim_{karrow\infty}\frac{1}{E_{\theta}(N)}\log P_{\theta(A)}^{k}k\geq-t$

を得る. $t$は t $>\tilde{K}(\theta’, \theta)$であればよかったので, この様なものの infimumをとれば (2)式を得る.

(証明終)

例 1. $X_{1},$ $X_{2},$
$\ldots$を互いに独立にいずれも ( $\sigma$-有限測度\muに関する)密度関数 f(x, $\theta$ )に従う確率変数とす

る. 但し, $\theta\in(\subset \mathrm{R}^{1})$ とする. 停止則の列 $\{N_{k}\}$を,

$N_{k}\equiv k$ with probability 1 $(k=1,2, \ldots)$
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とおく. このとき $E_{\theta}(N)=karrow\infty(karrow\infty)$である. また,

$C_{k,\theta,\theta}’(t)=\{x.\cdot$

.

$\frac{1}{E_{\theta}(N)}\log\frac{f^{N}(_{X,\theta’})}{f^{N}(X,\theta)}\leq t\}$

.,.
$=\{x$ : $\frac{1}{E_{\theta}(N)}\sum_{j=1}^{N}\log\frac{f(_{X_{j},\theta’})}{f(x_{j},\theta)}\leq t\}$

.:

$=\{x$ : $\frac{1}{k}\sum_{j=1}^{k}\log\frac{f(x_{j},\theta’)}{f(x_{j},\theta)}\leq t\}$ .

となる. 大数弱法則より, $X_{i}$の密度が f(x, $\theta’$ )のとき

$\frac{1}{k}\sum_{j=1}^{k}\log\frac{f(X_{j},\theta’)}{f(X_{j},\theta)}parrow E\theta^{\prime\{\mathrm{g}}\mathrm{l}\mathrm{o}\frac{f(X_{1},\theta\prime)}{f(X_{j},\theta)}\}=K(\theta’, \theta)$

$(karrow\infty)$

となるので,

$\lim_{karrow\infty}P_{\theta}^{k},$ $\{C_{k},\theta,\theta^{\prime(t})\}=\{$

1 $(t\geq K(\theta’, \theta)\sigma)\succeq \mathrm{g})$ ,

$0$ $(\ll^{- \text{の}}\mathrm{t}\mathfrak{j}|;)$

となり, $\tilde{K}(\theta’, \theta)$が通常の Kullback-Leibler情報量と –致, すなわち

$\tilde{K}(\theta’, \theta)=K(\theta^{;}, \theta)$ (3)

となることが示される. また, $P_{\theta}- \lim_{k}arrow\infty Nk/k=c(>0)$かつ lim$karrow\infty^{E_{\theta}()/k-}N_{k}-c$となるよ

うな停止則の列 $\{N_{k}\}$について考える. 大数強法則より, X,の密度が f(x, $\theta’$ )のとき

$\frac{1}{k}\sum_{j=1}^{k}\log\frac{f(x_{j},\theta’)}{f(X_{j},\theta)}\mathrm{a}.arrow E_{\theta}\prime \mathrm{S}.\{\log\frac{f(X_{1},\theta\prime)}{f(X_{j},\theta)}\}$ $(karrow\infty)$

が成り立つ. -方, 与えられた条件より $N_{k}arrow\infty p$ となるので

$\frac{1}{N_{k}}\sum_{j=1}^{N_{k}}\log\frac{f(X_{j},\theta’)}{f(X_{j},\theta)}arrow K(p)-\theta’,$$\theta$ $(karrow\infty)$

を得る. 以上より

$\frac{1}{E_{\theta}(N)}\sum_{j=1}^{N_{k}}\log\frac{f(X_{j},\theta\prime)}{f(X_{j},\theta)}=\frac{ck}{E_{\theta}(N)}\frac{N_{k}}{ck}\frac{1}{N_{k}}\sum_{=j1}^{N_{k}}\log\frac{f(X_{j},\theta’)}{f(X_{j},\theta)}arrow pK(\theta’, \theta)$
$(karrow\infty)$
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となり, 以下は Nた $\equiv k$の場合と同様にして (3)式が成り立つことが示される.

次に, $C_{k,\theta,\theta’}(t)$の代わりに

$\tilde{C}_{k,\theta,\theta}’(t):=\{x$ : $\frac{1}{N}\log\frac{f^{N}(x,\theta\prime)}{f^{N}(x,\theta)}\leq t\}$

とした場合を考える. このとき, $P_{\theta}- \lim_{karrow\infty}Nk=\infty$となるような停止則の列{N緑に対して, 上と

同様に

1 $\mathrm{R}_{1}N_{k}--jf(X, \theta’)P$

. $7\nearrow/\angle 1’\angle 1\backslash$ $/|_{\wedge}$ $\mathrm{c}\sim"\backslash$

$\overline{N_{k_{j=1}}}\perp\sum\log\frac{/\backslash z\mathrm{x}J1\text{ノ}J}{f(X_{j}’,\theta)}parrow K(\theta’, \theta)$

$(karrow\infty)$

となるので, この場合も (3)式が成り立つ.

以下では, $X_{1}$ , X2, . . .が互いに独立に同–の分布 (密度 f(x, $\theta$), $\theta\in$ ) に従う場合のみを考える.

\theta の実数値関数 g(\theta )の–致推定四 T $=\{\tau_{n}(\mathrm{x}_{(n)})\}$と停止則の列 $\{N_{k}\}$に対して,

$a_{k}(\epsilon, \theta)$ $:= \int_{\{|\tau_{N}-}g(\theta)|\geq\epsilon\}Xf^{N}(, \theta)d\mu$ ,

$\triangle(\epsilon, \theta)$ $:=\{\theta’\in : |g(\theta^{J})-g(\theta)|>\epsilon\}$ ,

$b(\epsilon, \theta)$ $:=\{$

$\inf\{\overline{K}(\theta’, \theta) : \theta’\in\triangle(\epsilon, \theta)\}$ $(\Delta(\epsilon, \theta)\neq\emptyset \text{のとき})$ ,

$\infty$ (その他)

とおく. このとき次の定理を得る.

定理 2. $\{N_{k}\}$を, $P_{\theta}- \lim_{karrow\infty}N_{k}=\infty(\theta\in)$を満たす停止則の列とし, $T=\{\tau_{n}..(\mathrm{x}_{(n)})\}$ を\theta の

実数値関数 g(\theta )の強一致推定量とする. このとき

$\varliminf_{karrow\infty}\frac{1}{E_{\theta}(N)}\log ak(\epsilon, \theta)\geq-b(\epsilon, \theta)$ (4)

が成り立つ.

証明. $\theta,$ $\epsilon$を固定する. $b(\epsilon, \theta)$ =\infty oのとき, (4)式は自明なので, $b(\epsilon, \theta)<\infty$ としてよい. このと

き $\Delta(\epsilon, \theta)\neq\emptyset$となる. $\theta’\in\Delta(\epsilon, \theta)$をとる. いま X,が密度 f(x, $\theta’$ )を持つ分布に従っているとすると,

$T_{n}$は強一致推定量なので T7n $\mathrm{a}\mathrm{s}’arrow g(\theta)$ となる. さらに, $P_{\theta’}\theta’-\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}karrow\infty^{N_{k}=}\infty(karrow\infty)$ なので,

$T_{N}arrow g(p\theta’)(karrow\infty)$ となる. よって, 三角不等式 $(||\mathrm{X}|-|\mathrm{Y}||\leq|X-\mathrm{Y}|)$ より

$P_{\theta’}\theta’\{||\tau N-g(\theta)|-|g(\theta’)-g(\theta)||\geq\epsilon\}$

$\leq P_{\theta’\theta’}\{|\tau_{N}.-g(\theta)-g(\theta’)+g(\theta)|=|T_{N}-g(\theta’)|.\geq\epsilon\}arrow$

.
$\mathrm{o}$ $(karrow\infty)$
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となる. よって, $\theta’\in\Delta(\epsilon, \theta)$ より $|T_{N}-g(\theta)|parrow|g(\theta’)-g(\theta)|>\epsilon(karrow\infty)$ となる. ここで,

$A_{k}:=\{x : |T_{N}-g(\theta)|\geq\epsilon\}$ とすると

$\lim_{karrow\infty}\int_{A_{k}}f^{N}(_{X,\theta}’)d\mu=1$

となる. これは定理 1の条件を満たしており,

$\varliminf_{karrow\infty}\frac{1}{E_{\theta}(N)}\log\int_{A_{k}}f^{N}(x, \theta)d\mu\geq-\tilde{K}(\theta’, \theta)$

となる. \theta ’は $\theta’\in\triangle(\epsilon, \theta)$であれば任意でよいので, 右辺の Supをとり題意を得る. (証明終)

注意. 特に T $=\{T_{n}(\mathrm{X}_{(})n)\}$ が g(\theta )の最尤推定量の場合に, Tが強一致推定量となるための十分条件

が, 例えばWald([W49])により与えられそいる. いくつかを列記すると

(i) は Rlの開区間である.

(ii) X,の分布 P\thetaの密度関数 f(x, $\theta$)の台 A $:=\{x : f(x, \theta)>0\}$ が\thetaと無関係である.

(iii) $P_{\theta}$は認定可能である.

例 2. $X_{1},$ $X_{2},$
$\ldots$ を互いに独立にいずれも $(0, \theta)$上の $-$様分布に従う確率変数とする. 但し,

$\theta\in=(0, \infty)$とする. $g(\theta)$ =\theta の推定について考える. $N\text{ん}\equiv k(k=1,2, \ldots)$なる停止則{N繍に

ついて考える. いま

$\tilde{K}(\theta’,$ $\theta)=K(\theta’,$ $\theta)=\{$

$\int_{0}^{\theta’}\theta’f(X,$ $\theta’)\log\frac{f(x,\theta’)}{f(x,\theta)}dX=\log\frac{\theta}{\theta’}$ $(\theta’\leq\theta \text{の}k\text{き})$ ,

$\infty$ $(\text{その他})$ ,
$\Delta(\epsilon, \theta)=\{\theta’\in(0, \infty) : |\theta’-\theta|>\epsilon\}$ ,

$b( \epsilon, \theta)=\inf\{\tilde{K}(\theta’, \theta)$ : $\theta’\in\Delta(\epsilon, \theta)\}$ :.
$\cdot$ :. $\cdot$

.$\cdot$

.

$= \{\inf_{\infty}\{\log\frac{\theta}{\theta},$

: $\theta’\in\Delta(\epsilon, \theta),$

$\theta’\leq\theta\}=\log\frac{\theta}{\theta-\epsilon}(\epsilon\geq\theta(0<\epsilon<\theta))$

’

となる. ここで

$a_{k}( \epsilon, \theta):=\int_{\{1|\geq 6\}}T_{k}-\theta)f^{k}(x,$
$\theta dX$

とし, $T_{k}:= \max_{1\leq i\leq ki}X=x_{()}k$ とおく (\theta の最尤推定量). $T_{k}$の分布関数は

$P_{\theta} \{T_{k}\leq t\}=P\theta(_{1\leq}\max_{i\leq k}X_{i}\leq t)$

$=P_{\theta}$ ($X_{1}$ \leq tかつ. . . かつ Xk $\leq t$ )

$= \{P_{\theta}(X_{1}\leq t)\}^{k}=(\frac{t}{\theta})^{k}$ (O\leq t\leq \theta のとき)
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となる (密度は $p \tau_{k}(t)=k(\frac{t}{\theta})^{k-1}\frac{1}{\theta}$ ). \epsilon <\theta のとき

$a_{k}( \epsilon, \theta)=\int_{0}^{\theta-\epsilon}pT_{k}(t)dt=\frac{k}{\theta^{k}}\int_{0}^{\theta-\epsilon}t^{k1}-dt=(\frac{\theta-\epsilon}{\theta})^{k}$

となり

$\frac{1}{E_{\theta}(N)}\log a_{k}(\epsilon, \theta)=\log\frac{\theta-\epsilon}{\theta}=-b(\epsilon, \theta)$

を得る. -方, \epsilon \geq \theta のとき

$a_{k}( \epsilon, \theta)=\int_{\{|\tau_{k}-\theta|\geq\}}\epsilon dfk(x, \theta)X=0$

となり, $\log 0=-\infty$ とすれば

$\frac{1}{E_{\theta}(N)}\log a_{k(\epsilon},$ $\theta)=-b(\epsilon, \theta)$

となる.

注意. 例 2においては, 最尤推定量が強一致性を持つための十分条件 (Wald$([\mathrm{W}49])$の条件)を満たさな

いが, $T_{k}$は強一致推定量となっている. 実際, 次のようにして示される.

一般に “$X_{n}arrow X\mathrm{a}.\mathrm{s}.(narrow\infty)$

$\Leftrightarrow P(|x_{k}-X|>\epsilon,k\forall\geq n)arrow 0(narrow\infty)$ ”が知られている (例えば西尾 $([\mathrm{N}78])$ , p.71参照).

いま,

$P_{\theta}(|T_{k}-\theta|>\epsilon, \forall_{k}\geq n)=P_{\theta}(\theta-T_{k}>\epsilon, \forall_{k}\geq n)$

$=P_{\theta}(\theta-\epsilon>T_{k},$ $\forall_{k\geq n)}$

$=P_{\theta}$ ($\theta-\epsilon>X_{(n)}$ かつ $\theta-\epsilon>X_{n+1}$ かつ $\theta-\epsilon>X_{n+1}$ . $,$ $.$ )

$=( \frac{\theta-\epsilon}{\theta})^{n}\cross\frac{\theta-\epsilon}{\theta}\cross\frac{\theta-\epsilon}{\theta}\cross\cdots$ . $\cdot$

.

$arrow 0$ $(narrow\infty)$

となる. よって, $T_{k}arrow\theta \mathrm{a}\mathrm{s}(karrow\infty)$がいえた.

$\text{が}\mathrm{R}1\text{の開区間であり}$ , 分布 P\theta の密度の台 A $=\{x : f(x, \theta) >0\}$か\thetaと無関係で, $(\partial/\partial\theta)f(x$ , \theta $)$が

存在し有限値をとるとする. このとき, \theta \in の関数 I(\theta ) $:=E_{\theta}[ \{\frac{\partial}{\partial\theta}\log f(X1, \theta)\}^{2}]$ を Fisher情

報量と呼ぶ.
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定理 3 $([\mathrm{B}\mathrm{a}60])$ . 適当な正則条件の下で, \epsilon \rightarrow 0のとき

$K( \theta+\epsilon, \theta)=\frac{\epsilon^{2}}{\mathit{2}}I(\theta)+o(\epsilon)2$

と展開できる.

証明の概略. 下式

$\int f(x, \theta)d\mu=1$

において, 両辺の $\theta$に関する 2次までの導関数が左辺においては積分記号下で得られる, すなわち

$\int\{\frac{\partial}{\partial\theta}\log f(x, \theta)\}f(X, \theta)d\mu=\int\frac{\partial}{\partial\theta}f(x, \theta)d\mu=\frac{\partial}{\partial\theta}\int f(x, \theta)d\mu=0$

$(E_{\theta} \{\frac{\partial}{\partial\theta}\log f(X, \theta)\}=0)$

かつ

$\int\{(\frac{\partial^{2}}{\partial\theta^{2}}\log f(x, \theta))+(\frac{\partial}{\partial\theta}\log f(X, \theta))2\}f(_{X,\theta})d\mu$

$= \int\frac{\partial^{2}}{\partial\theta^{2}}f(x, \theta)d\mu=(E_{\theta[])}\{\frac{\partial}{\partial\theta}\frac{\partial^{2}}{\partial\theta^{2}}\int f(_{X},\theta)d\}^{2}\log f(X,\theta)\mu=0=-E\theta\{\frac{\partial^{2}}{\partial\theta^{2}}\log f(X, \theta)\}$

が成り立つとする. Taylor展開より

$\log f(x, \theta+\epsilon)=\log f(_{X}, \theta)+\epsilon\frac{\partial}{\partial\theta}\log f(X, \theta)+\frac{\epsilon^{2}}{2}\frac{\partial^{2}}{\partial\theta^{2}}\log f(_{X,\theta)+}o(\epsilon)3$,

$f(x, \theta+\epsilon)=f(x, \theta)+\epsilon\frac{\partial}{\partial\theta}f(x, \theta)+o(\epsilon)2$
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となるので,

$K( \theta+\epsilon, \theta)=\int f(x, \theta+\epsilon)\log\frac{f(x,\theta+\epsilon)}{f(x,\theta)}d\mu$

$= \int f(x, \theta+\epsilon)\{\log f(x, \theta+\epsilon)-\log f(x, \theta)\}d\mu$

$= \int\{f(x, \theta)+\epsilon\frac{\partial}{\partial\theta}f(_{X,\theta)}+^{o(}\epsilon^{2})\}$

. $\cdot$

$= \epsilon^{2}.\int\{\log f(_{X},\theta\{\frac{\frac{\partial}{\partial\theta}f(X,\theta)}{f(x,\theta)})+\epsilon\frac{\partial}{2\partial\theta,f}\}(X, \theta)d\mu+\frac{\epsilon^{2}}{\mathit{2}}\frac{\partial^{2}}{\partial\theta^{2}}\log f(x,\theta)\}f(x, \theta)d\log f(x, \theta)+\frac{\epsilon^{2}}{\int \mathit{2}}\frac{\partial^{2}}{\partial\theta^{2},\{}\log f(x\theta)+O(\epsilon^{3})\}d\mu\mu$

:

$= \epsilon^{2}\int\{\frac{\partial}{\partial\theta}\log f(X, \theta)\}2\mu f(X, \theta)d+\frac{\epsilon^{2}}{\mathit{2}}\int\{\frac{\partial^{2}}{\partial\theta^{2}}\log f(_{X}, \theta)\}$

.

$f(X, \theta)d\mu$

$= \frac{\epsilon^{2}}{\mathit{2}}\int\{\frac{\partial}{\partial\theta}\log f(X, \theta)\}2f(X, \theta)d\mu$

$= \frac{\epsilon^{2}}{\mathit{2}}I(\theta)$

となる. ここで剰余項の積分値も無視できるものとした (このようなことが許されるための十分条件

は [Ba60]を参照). よって, 題意を得た. (証明終)

従って, 定理 2と 3から次を得る.

定理 4. $\{N_{k}\}$を, $P_{\theta}- \lim_{karrow\infty}N_{k}/k=c(>0)(\theta\in)$かつ limk\rightarrow \infty $E_{\theta}(N_{k})/k=c$となるような

停止則の列, $T=\{T_{n}(\mathrm{X}_{(n)})\}$ を\theta の実数値関数 g(\theta )の強一致推定量とする. このとき定理 3の正則条件

の下で,

$\varliminf_{\epsilonarrow 0}\varliminf_{\infty karrow}\frac{1}{\epsilon^{2}E_{\theta}(N)}\log ak(\epsilon, \theta)\geq-\frac{I(\theta)}{\mathit{2}}$

が成立する.

証明略.
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