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1 序論

有限群のコホモロジー論において、 最も完成された理論の–つとして 「周期性」 の理論がありま

す。 これを Frobenius algebra あるいは Frobenius extension の (相対的) コホモロジー論の場合

に拡張することを目標としています。 まず背景として、有限群の場合を概観し、次章以降で拡張へ

の試みを記します。 . :.. .$\cdot$,.
.$\cdot$

..:. ..
$G$ を有限群としたとき、 Tate cohomology $\hat{H}^{n}(G, M)$ が周期 $d(\geq 1, \in \mathbb{Z})$ をもっというのは、

加群としての同型 $\hat{H}^{n}$ $(G, M)\cong\hat{H}^{n+d}(c, M)$ が、 任意の整数 $n$ と任意の $G$-加群 $M$ に対して成

り立っていることをいう。 そして、周期を持つためには、 $G$ のすべての abelian subgroup が巡回
群であることが必要十分であることが知られている (Artin-Tate)。この理論を Cartan, Eilenberg
[C-E] の方法に沿って見ていく際のポイントを記すと次のようになる :

1. Tate cohomology (complete cohomology). すべての次元で定義されたコホモロジーを用

いる。ホモロジーも負の次元のコホモロジーとして取り込まれている : $\hat{H}^{n}(G, M)\cong\hat{H}-n-1(c$ ,
$M)$ for any $n\in \mathbb{Z}$ .

2. Cup product. $\cup:\hat{H}^{n}(G, M)\otimes\hat{H}^{m}(G, N)arrow\hat{H}^{n+m}(G, M\otimes N)$ を定義する。 これから、

cohomology ring $\hat{H}^{*}(G, \mathbb{Z}):=\oplus_{n\in \mathbb{Z}}\hat{H}^{n}(G, \mathbb{Z})$ が定義される。
. .

3. Duality Theorem. 同型

$\gamma_{n,-n}$ : $\hat{H}^{n}(G, \mathbb{Z})arrow \mathrm{H}_{\mathrm{o}\mathrm{m}}(\hat{H}^{-n}(G, \mathbb{Z}),\hat{H}^{0}(G, \mathbb{Z}, ))$

が $\gamma_{n,-n}(\alpha)(\beta)=\alpha\cup\beta$ によって与えられる。 この証明には二つの方法が知られており、–

つは dimension-shifting を用いて $0$ ないし $-1$ 次元での同型に帰着させる方法 $([\mathrm{c}_{-}\mathrm{E}])$。も

う –つは、 コホモロジーとホモロジーの間のある種の同型及び cap product を用いる方法で
ある (Brown [Br])。

4. 周期性定理 (Artin-Tate). $\alpha(\in H^{n}(G, \mathbb{Z}))$ に対し次は同値 : . .

1. There exists $\beta\in\hat{H}^{-n}(G, \mathbb{Z})$ such that $\alpha\cup\beta=1$ . (i.e. $\alpha$ is an invertible element in
$\hat{H}^{*}(G, \mathbb{Z}))$

2. $\alpha\cup$ –: $\hat{H}^{m}(G, M)arrow\hat{H}^{n+m}(G, M)$ is an isomorphism for any integer $m$ and any
$G$-module $M$ .

3. $\alpha\cup-:\hat{H}^{0}(G, \mathbb{Z})arrow\hat{H}^{n}(\check{G}, \mathbb{Z})$ is an isomorphism.

4. ord $\alpha=|G|$ ( $\alpha$ is a maximal generator)
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ここで、 $4\Rightarrow 1$ のために上記 Duality Theorem が用いられる。

5. 周期を持つ $G$ は. ... $\hat{H}^{n}(G, M)$ が周期的であるためには、 「 $G$ のすべての abelian subgroup
が巡回群であること」が必要十分である。 また、「 $G$ のすべての Sylow subgroup が巡回群ま
たは–般四運勢群であること」 も同値な条件である。

なお、巡回群及び–般四元数群については、実際に周期 2の complete resolution を作るこ
とで、 そのコホモロジーが周期 2であることがわかる。

2 Frobenius Algebra

前節での流れに順じて、finitely generated free Frobenius $R$-algebra $\Lambda$ (左 \Lambda -加群としての同型
$\Lambda\cong \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{R}(\Lambda, R)$ が存在するもの) の場合に拡張を試みると以下のようになる。
より –般に Frobenius extension の場合は後に記します。

1. Complete cohomology. 1957年、 Nakayama [Na] によって complete cohomology $\hat{H}^{n}(\Lambda, A)$

for $n\in \mathbb{Z}$ が定義された。 これは Hochschild [H] あるいは [C-E] による cohomology $H^{n}(\Lambda, A)$

for $n\geq 0$ のある種の–般化である。すなわち、 $\hat{H}^{n}(\Lambda, A)=H^{n}(\Lambda, A)$ for $n\geq 1.,’\hat{H}^{0}(\Lambda, A)=$

$A^{\Lambda}/N_{\Lambda}(A)$ が成り立っている。

この場合、 complete homology $\hat{H}_{n}(\Lambda, A)$ も同様に定義されるが、有限群のコホモロジーの

場合とは異なり、Nakayama automorphism $\Delta$ を用いて少し modify した homology との

同型が知られています; $\hat{H}^{n}(\Lambda, A)\cong\hat{H}^{\Delta}-n-1(\Lambda, A)$ for any $n\in \mathbb{Z}$ .

2. Cup product. $\cup:\hat{H}^{n}(\Lambda, A)\otimes\hat{H}^{m}(\Lambda, B)arrow\hat{H}^{n+m}(\Lambda, A\otimes_{\Lambda}B)$ が定義される (1992, Sanada
[Sl, $\mathrm{S}2|$ )。したがって、 cohomology ring $\hat{H}^{*}(\Lambda, \Lambda):=\oplus..{}_{n\in \mathbb{Z}}\hat{H}^{n}(\Lambda, \Lambda)$ も定義される。 同時.. に、 $\Lambda$ の Frobenius extension $\Gamma$ 可関して、 restriction map ${\rm Res}:\hat{H}^{n}(\Gamma,.A\sim.):arrow\hat{H}^{n}.(.\Lambda, A)$ 及

び corestriction map Cor: $\hat{H}^{n}(\Lambda, A)arrow\hat{H}^{n}(\Gamma, A)$ 等が定義できる。

3. Duality. $\gamma_{n,-n}(\alpha)(\beta)=\alpha\cup\beta$ によって与えられる写像

$\gamma_{n,-n}$ : $\hat{H}^{n}(\Lambda, \Lambda)arrow \mathrm{H}_{\mathrm{o}\mathrm{m}_{Z\Lambda}}(\hat{H}^{-}n(\Lambda, \Lambda),\hat{H}^{0_{(\Lambda,\Lambda))}}$

.

が同型になるかどうかは不明。 ここで、 $Z\Lambda$ は $\Lambda$ の中心。 ただ、 特殊な case: $\Lambda$ が complete
local field 上の commutative separable algebra の maximal $R$-order($\mathrm{f}$. $\mathrm{g}$ . free) の場合には
同型となる。

4. 周期について. $\alpha(\in\hat{H}^{n}(\Lambda, \Lambda))$ に対し $1\Rightarrow 2\Rightarrow 3$ が成り立つ。 $3\Rightarrow 1$ については、 “Duality
Theorem” が成立すれば、 当然ながら正しい。

1. There exists $\beta\in\hat{H}^{-n}(\Lambda, \Lambda)$ such that $\alpha\cup\beta=1$ . (i.e. $\alpha$ is an invertible element in
$\hat{H}^{*}(\Lambda, \Lambda))$

2. $\alpha\cup-:\hat{H}^{m}(\Lambda, A)arrow\hat{H}^{n+m}(\Lambda, A)$ is an isomorphism of $Z\Lambda$-modules for any integer $m$

and any two-sided $\Lambda$-module $A$ .
3. $\alpha\cup-:\hat{H}^{0}(\Lambda, \Lambda)arrow\hat{H}^{n}(\Lambda, \Lambda)$ is an isomorphism of $Z\Lambda$-modules.

5. 周期を持つ $\Lambda$ は. . .. 例えば、 次のようなものが知られている。
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1. 代数体の整数環、 central.simple algebra の maximal order は周期 2のコホモロジーを
もつ; 実際、 complete local case に帰着させて、周期 2の complete resolution を作るこ
とによる (1968, Bobovich, Faddeev [Bo-F]; 1992, Larsen [Ll; $\mathrm{L}2]$ )。この場合、 degree 2
の invertible element を見つけることもできる。.

2. complete local case における central simple algebra の minimal hereditary order は周
$\text{期}2$ のコホモロジーをもつ; 実際に、 degree 2の invertible element を見つけることに

..
よる (1995, Sanada [S4])。

方、 周期をもたないものとしては、例えば整数環 $\mathbb{Z}$ 上の quaternion algebra がある (1993,
Sanada [S3] $)$ .

ところで、 $\Lambda$ として群環 $\mathbb{Z}G$ をとると、 同型 $\hat{H}^{n}(\mathbb{Z}G, A)\cong\hat{H}^{n}(G, \psi A)$ が成り立つことから、有
限群のコホモロジーの場合に帰着される。 ここで、 両側 $\Lambda$-加群 $A$ に対し、 $\psi A$ は G-conjugation
によって作用する G-加群を表す。

定理 (1997, Nozawa, Sanada [No-S]) 上記同型 $\hat{H}^{n}(\mathbb{Z}G, A)\cong\hat{H}^{n}(G, \psi A)$ は cup product を保存
する。 よって、 環同型 $\hat{H}^{*}(\mathbb{Z}G, \mathbb{Z}G)\cong\hat{H}^{*}(G, \psi \mathbb{Z}G)$ が存在する。

$\}$

系 群環の cohomology ring $\hat{H}^{*}(\mathbb{Z}G, \mathbb{Z}G)$ が degree $n$ の invertible element を持つことと、群の
cohomology ring $\hat{H}^{*}(G, \mathbb{Z})$ が degree $n$ の invertible element を持つこと $|$ (よって、群のコホモロ

ジーが周期 $n$ をもっこと) とは同値である。

3 Frobenius Extension
$\Gamma,$

$\Lambda$ を $R$ 上有限生成射影的多元環とする。環の拡大 $\Gamma/\Lambda$ を Frobenius extension とする、すなわ
ち、 $\Gamma$ は $\Lambda$ 上加群として有限\not\subset -成射影的であり、左 $\Gamma-$ , 右 $\Lambda-$ 加群としての同型 $\tau\cong \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{\Lambda(\Lambda)}\tau$, が

存在するとする。Onodera [O] 等により、 $\Gamma$ の complete relative
$(\Gamma\otimes_{R}\Gamma^{\circ \mathrm{p}\mathrm{P}}.’.\Lambda\otimes_{R}\Lambda^{\mathrm{o}\mathrm{p}}\mathrm{p})- \mathrm{P}\mathrm{r}..0.\cdot \mathrm{j}\mathrm{e}.\mathrm{c}\mathrm{t}$.ive

resolution $x_{\mathrm{r}/\Lambda}$ の存在が知られている。前節までと同様に各項目ごとに記すと、

1. Complete relative cohomology. 上の $x_{\mathrm{r}/\Lambda}$ を用いて、両側 $F$-加群 $A$ に対して、 complete
relative cohomology $\hat{H}^{n}(\Gamma, \Lambda, A)$ for $n\in \mathbb{Z}$ が定義される (1993, Nozawa [Nol])。特に、 $\Lambda$

.
$=R$

とすれば前述の $\hat{H}^{n}(\Gamma, A)$ に–致する。

また、 同時に定義される complete relative homology との間に同型が存在するかどうかにっ
いては、 [No2] で議論されている。

有限群の complete relative (co)homology に関しては、一般には同型 $\hat{H}^{n}(G, H, M)\cong$

$\mathrm{A}_{-n-1}(G, H, M)$ は成り立たないことが知られている ([H] 参照)
。

2. Cup product. $\cup:\hat{H}^{n}(\Gamma, \Lambda, A)\otimes\hat{H}^{m}(\Gamma, \Lambda, B)arrow\hat{H}^{n+m}(\tau, \Lambda, A\otimes \mathrm{r}B)$

.
が定義される $([\mathrm{N}\dot{\mathrm{o}}1$ ,

$\mathrm{N}\mathrm{o}2])$。したがって、 relative cohomology ring
$t$

$\hat{H}^{*}(\Gamma, \Lambda, \Gamma):=\bigoplus_{n\in \mathbb{Z}}\hat{H}n(\tau,.\Lambda, \Gamma)$

も定義される。

3. Duality. 上述した cohomology と homology の間の同型の存在が、 “Duality Theorem” の成立
に関わっていることが、 わかりつつあるようです。
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4. 周期について. 前章と同様です。

5. 周期を持つ $\Lambda$ は. . . . 今後の課題です。

特に、 有限群 $G$ とその部分群 $H$ に対して、 $\Gamma=\mathbb{Z}G,$ $\Lambda=\mathbb{Z}H$ とおくと、同型 $\hat{H}^{n}(\mathbb{Z}G, \mathbb{Z}H, A)\cong$

$\hat{H}^{n}(G, H_{\psi},A)$ が存在するので、 この場合は、 Adamson [A] あるいは Hochschild [H] による群の
relative cohomology に帰着される。 そして、 この場合も次が成り立つ :’

定理 (1997, Nozawa, Sanada $[\mathrm{N}\mathrm{o}^{-}\mathrm{S}]$ ) 上記同型 $\hat{H}^{n}(\mathbb{Z}G, \mathbb{Z}H, A)\cong\hat{H}n(G, H_{\psi},A)$ は cup product
を保存する。 よって環同型 $\hat{H}^{*}(\mathbb{Z}G, \mathbb{Z}H, \mathbb{Z}G)\cong\hat{H}^{*}(G, H, \psi \mathbb{Z}G)$ が存在する。

系 群環の relative cohomology ring $\hat{H}^{*}(\mathbb{Z}G, \mathbb{Z}H, \mathbb{Z}G)$ が degree $n$ の invertible element を持つ
ことと、群の relative cohomology ring $\hat{H}^{*}(G, H, \mathbb{Z})$ が degree $n$ の invertible element を持つこと
とは同値である。
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