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複素変数 $s$ を $s=\sigma+it$ とおく. 自然数 $q$ を法とする Dirichlet 指標を\mbox{\boldmath $\chi$} とし, 対応する

Dirichlet $L$ 関数を $L(s, \chi)$ と記す. $L(s, \chi)$ の critical line, 即ち $\sigma=1/2$ 上における挙動に

ついて多くの結果が示されているが, ここでは Montgomery による四乗平均に関する結果

に注目することとする. Montgomery は [10] において

$\sum_{\chi}^{*}\int_{-}^{T}T(|L(\sigma+it, x)|4dt\ll\phi(q)\tau(\log qT))4$ (1)

が $T\geq 2$ なる $T$ と $q$ と 1/2–1/ $\log(qT)\leq\sigma\leq 1/2+1/\log(qT)$ なる $\sigma$ とに関して–様

に成り立つことを示した. 但し, $\phi$ は Euler 関数とし $\sum^{*}\chi$ は法 $q$ の原始指標全てをわたる

和を意味することとする. この評価は, Lavrik [9] による Dirichlet $L$ 関数の近似関数等式

を用いて (1) の左辺を Dirichlet 多項式の四道平均の評価に帰着させることによって証明さ

れる. 詳しくは Montgomery [10] の chapter 10を参照されたい. (1) の左辺は $L^{2}(s, \chi)$ の

二乗平均と見ることも出来る. $L^{2}(s, \chi)$ は約数関数を $d(n)$ と記せば $\sigma>1$ においては

$L^{2}(s, x)=n1 \sum_{=}\frac{\chi(n)d(n)}{n^{s}}\infty$

と表されることに注意する.
$k$ は自然数とし $h$ は $k$ と互いに素な自然数とする. $e(x)=\exp(2\pi ix)$ と記す. Estermann

ゼ一和関数は $\sigma>1$ において

$E(s;h/k)= \sum_{=n1}^{\infty}e(\frac{hn}{k})\frac{d(n)}{n^{s}}$

で定義される. $\mathrm{E}\mathrm{s}\{\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{n}[1]$ において, $E(s;h/k)$ は $s=1$ における 2位の極を除いて正

則に解析接続され, 関数等式

$( \frac{2\pi}{k})^{-s}\Gamma(S)E(s;h/k)=(\frac{2\pi}{k})^{s-1}\Gamma(1-S)$

$\cross\{\frac{E(1-s,\overline{h}/k)}{\sin(\pi s)}.-\frac{\cos(\pi s)}{\sin(\pi s)}E(1-s;-\overline{h}/k)\}$
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を満たすことが証明された. 但し, $\overline{h}$ は $h\overline{h}$
$\equiv 1(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} k)$ を満たす剰余類とする.

Estermann ゼータ関数は, Jutila [4] [5], Kiuchi [8] での研究において重要な役割を果たし
ている. また, その $s=0$ における値の性質についそは Ishibashi [3] において深く調べられ
ている. Jutila and Motohashi [6] では, Estermann ゼータ関数の二乗平均がスペクトル理
論の方法から研究されている.

今回, 次の様な評価を得ることができた.

Theorem 1 $A>49$ とする. このとき, $k$ について–様に

$\sum_{h=1}^{k}*\int_{-}1T,\tau]-[-A,A]|E(1/2+it;h/k)|^{2}dt\ll kT(\log(kT))^{4}$ , $Tarrow\infty$ ,

が成り立つ. 但し $\Sigma^{*k}h=1$ は $k$ と互いに素な $h$ についての和を意味する.

この評価は, ある意味で Dirichlet $L$ 関数に関する (1) の評価に対応するど言えよう.

Theorem 1を証明するために, 先ず $E(s;h/k)$ の近似関数等式を構或する. その構成は

Good [2] による方法に基づ $\langle$ . Good は [2] において cusp form に付随する $L$ 関数の近似

関数等式を作り, それを二乗平均の評価に応用している. 筆者は Good の方法は他の $L$ 関

数にも応用できると感じ, [7] において原始指標で twist した $L$ 関数の二乗平均の評価を得
た. 今回, $E(s;h/k)$ に Good の方法を用いたわけだが, 異なる点について述べよう. 第

に, $E(s;h/k)$ が極を持つことによる複雑化がある. 第二に, Theorem 1において $k$ に制限

が付かないよう工夫する必要がある. 前者については, 後で定義する $g(s)$ なる関数の導入

により多少計算が楽になる. 後者については, Good の用いた積分路を新しく取り直すとい
う議論をする.

さて, 必要な記号を定義しよう.
$\varphi(\rho)$ は $[0, \infty)$ 上の実数値関数で $C^{\infty}$ 級であり, かつ, $0\leq\rho\leq 1/2$ に対しては $\varphi(\rho)=1$

を満たし, $\rho\geq 2$ に対しては $\varphi(\rho)=0$ を満たすものとする. このような $\varphi$ の集合を $\mathcal{K}$ で

表す. $\varphi_{0}(\rho)=1-\varphi(1/\rho)$ とおけば $\varphi_{0}$ は $\mathcal{K}$ に属すことが分かる. \mbox{\boldmath $\varphi$}(力は $\varphi$ を $j$ 回微分し

たものとする. $T>0$ とし, $t$ #よ十分大きな $C$ に対し $|t|>C$ を満たすとし, $j=0,1,2,$ $\ldots$

は $j^{2}<|t|$ を満たすとする. こめような $\tau,$ $t,$ $j$ に対し\mbox{\boldmath $\gamma$}l,’(s, $\tau$), $\gamma_{2,j}(s, \tau)$ を

$\gamma_{1,j}(_{S,\mathcal{T}})=\frac{1}{2\pi i}\int_{f}\frac{g(s+w)\mathrm{r}(S+w)}{g(s)\Gamma(S)}\frac{\tau^{w}\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}.(-i\frac{\pi}{2}w\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}(t))}{w\cdot\cdot(w+j)}dw$

$\gamma_{2,j}(S, T)=\frac{1}{2\pi i}\frac{\sin(\pi s)}{\cos(\pi s)}\int_{\tau^{\frac{g(1-s-w)\Gamma(_{\dot{S}+w)}}{g(1-S)\Gamma(S)}\frac{\cos(\pi(_{S+}w))}{\sin(\pi(s+w))}\frac{\tau^{w}\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}.(-i\frac{\pi}{2}w\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}(t))}{w\cdot\cdot(w+j)}}}dw$

で定義する. 但し, $g(s)=(s+1)s(s-1)^{2}$ , sgn(t)=t/田とおき, $F$ は $|w|=\sqrt{|t|}$ で定義さ

れる積分路とする.
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Good の方法を用いて, 次の様な $E(s;h/k)$ の近似関数等式を得た.

Theorem 21は $l\geq 7$ なる整数とする. $0\leq\sigma\leq 1,$ $|t|>l^{2}$ とし $y=k|t|/(2\pi)$ とおく
このとき, 固定した $\varphi\in \mathcal{K}$ に対して

$E(s;h/k)= \sum_{n\leq 2y}e(\frac{hn}{k})\frac{d(n)}{n^{s}}\sum_{0j=}^{l}\varphi^{(j)}(\frac{n}{y})(-\frac{n}{y})^{j}\gamma_{1},j(_{S,|t}|^{-1})$

$-( \frac{2\pi}{k})^{2_{S}}-1\frac{\Gamma(1-S)}{\Gamma(s)}\frac{\cos(\pi s)}{\sin(\pi S)}n\leq 2y\sum e(\frac{-\overline{h}n}{k})\frac{d(n)}{n^{1-s}}$

$\cross\sum_{0j=}^{l}\varphi_{0}(j)(\frac{n}{y})\gamma_{2,j}(1-S, |t|^{-1})$

$+( \frac{2\pi}{k})^{2S}-1\frac{\Gamma(1-s)}{\Gamma(s)}\frac{1}{\sin(\pi S)}\sum_{n\leq 2y}e(\frac{\overline{h}n}{k})\frac{d(n)}{n^{1-s}}\varphi_{0}.(\frac{n}{y}\mathrm{I}$

$+R(s)$

とかけ, $\sigma$ と $k$ に対し–様に

$\sum_{h=1}^{k}*|R(S)|^{2}\ll k|t|1-ly1-2\sigma(\log y)^{3}$ , $|t|arrow\text{。}$ ,

が成り立つ.

さて $\gamma_{a,j}(a=1,2)$ について, 次の様な性質を示すことができる.

(a) $|t|>C$ のとき

$\gamma_{a,0}(S, \mathcal{T})\equiv 1$

となる.

(b) $0\leq\sigma\leq 1$ なる $\sigma$ に対して–様に

$\gamma_{a,j}(S, |t|^{-1})\ll\{$

$|t|^{-}(j+1)/2$ for odd $j$ ,
$|t|^{-j/2}$ for even $j$

となる.

これらの性質を Theorem 2の公式の右辺に代入して計算すると, 次の corollary を導く
ことができる.
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Corollary 1 $0\leq\sigma\underline{<}1,$ $|t|>49$ とし $y=k|l|/(2\pi)$ とおく. 固定した $\varphi\in \mathcal{K}$ に対して

$E(s;h/k)= \sum_{n\leq 2y}e(\frac{hn}{k})\frac{d(n)}{n^{s}}\varphi(\frac{n}{y})$

$-( \frac{2\pi}{k})^{2s-1}\frac{\Gamma(1-S)}{\Gamma(s)}\frac{\cos(\pi s)}{\sin(\pi s)}n\leq 2y\sum e(\frac{-\overline{h}n}{k})\frac{d(n)}{n^{1-s}}\varphi_{0}(\frac{n}{y})$

$+( \frac{2\pi}{k})^{2s}-1\frac{\Gamma(1-s)}{\Gamma(s)}\frac{1}{\sin(\pi s)}n\leq 2y\sum e(\frac{\overline{h}n}{k})\frac{d(n)}{n^{1-S}}\varphi_{0}(\frac{n}{y})$

$+F(s)$

とかけ, $\sigma$ と $k$ に対し–様に

$\sum_{h=1}^{k}*|F(S)|^{2}\ll k|t|^{-11-2\sigma}y(\log y)^{3}$, $|t|arrow\infty$ ,

が成り立つ.

Corollary 1の右辺の第 3項は, $1/\sin(\pi s)$ の性質から, 田を大きくするとき指数関数
の order で減少する. このことに注意し, Corollary 1で $s$ を $1/2+it$ に制限すれば次の

corollary を得る.

Corollary 2 $|t|>49$ とする. $\kappa=2\pi/k$とおく. 固定した $\varphi\in \mathcal{K}$ に対して

$E(1/2+it;h/k)=n \leq 2|t\sum_{|/\kappa}e(\frac{hn}{k})\frac{d(n)}{n^{1/2+it}}\varphi(\frac{\kappa n}{|t|})$

$. \wedge^{\vee}+_{i}\kappa^{2i}\frac{\Gamma(1/2-ii)}{\Gamma(1/2+il)}t\frac{\sinh(\pi t)}{\mathrm{c}\mathrm{o}\dot{\mathrm{s}}\mathrm{h}(\pi t)}\leq 2\sum_{n|t|/\kappa}e(\frac{-\overline{h}n}{k})\frac{d(n)}{n^{1/2-it}}\varphi_{0}(\frac{\kappa n}{|t|})$

$+G(1/2+it)$

とかけ, $k$ に対し–様に

$\sum_{h=!}^{k}*.|G(1/2+it)|^{2}\ll k|t|^{-1}(\log(k|t|))^{4}$ , $|t|arrow\infty$ ,

が成り立つ.

ここで, Good の方法の利点についていくつか述べてみよう: 第–に, 適応範囲が広いこ

とが挙げられる. 第二に, 重み $\varphi,$ $\varphi 0$ をつけることにより誤差項の $|t|$ に関する order を

小さくできるという利点がある. これは Corollary 2において $G(1/2+it)$ が $|t|$ の負巾の

order となっていることからもみてとれる. 第三に, 誤差項は, 複雑ではあるが, ある積分で
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表示できることが挙げられる. これにより Theorem 2において $\sum^{*k}h=1|R(s)|^{2}$ を k-につ

いて–様に評価することができる.

Corollary 2によって Theorem 1の左辺は Dirichlet 多項式の二乗平均に帰着された. あ

とは\mbox{\boldmath $\varphi$} の積分に関する若干の lemma を用いて計算すれば (この計算は [7] での方法と同じ

である) Theorem 1が得られる.

Remark 1997年 11月に京都大学の数理科学研究所で開かれた整数論のシンポジウムで, 筆

者がこの内容について話したとき, 富山大学の江上繁樹先生に, $k$ が素数のときは Theorem

1における評価は (1) と Riemann (関数 ($(s)$ の 4乗平均の評価から導くことができる, と

いう助言をいただきました. 実際, $P$ を素数とし $W(\chi)$ を Gauss 和とすると

$E(s;h/p)= \frac{1}{\phi(p)}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d}\sum_{x(p)}x(h)L2(s, \chi)W(\overline{\chi})+\frac{1}{p^{s}}\zeta^{2}(_{S})$ (2)

とかけるので

$\sum_{h=1}^{p}*\int_{-}TT|E(1/2+it;h/p)|2dt\ll\frac{p}{\phi(p)}x(\mathrm{d}\sum_{\mathrm{m}\mathrm{o}}*p)\int^{T}-T|L(1/2+it, \chi)|^{4}dt$

$+ \int_{-T}^{T}|\zeta(1/2+it)|^{4}dt$

$\ll pT(\log(p\tau))4$

を得る. $k$ が–般の合成数である場合, (2) に対応する $E(s;h/k)$ の表示は非常に複雑にな

るので, 上記の方法で Theorem 1の様な評価を得るのは難しいと感ずる.
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