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概要

本研究では, 目的関数の係数が凸多面体で制限された線形計画問題の最大リブレット
最小解の計算方法について考察する. 従来に提案されているいくつかのアプローチを
述べるとともに, 新たに外部近似法に基づくアプローチを示す. いずれのアプローチが
効率的かを調べるため, 計算機実験により計算時間が比較される. その結果, 凸多面体
が矩形の場合は, 問題の変形によるアプローチが極めて早いこと, 矩形でない場合は,
外部近似法に基づくアプローチが有効であることが示される.
Key Words: 凸多面体パラメ一 $P$ , 最大リブレット最小化, 線形計画法, 緩和法

外部近似法, 分枝限定法

1 はじめに

目的関数の係数が不明確でその取りうる範囲が凸多面体で表現された線形計画問題,

maximize $\gamma^{\mathrm{T}}x$

(1)
sub. to $x\in X=\{x|Ax\leq b, x\geq 0\}$

を考える. ただし, $x=(x_{1}, x_{2}, \ldots, X_{n})\mathrm{T}$ が決定変数で, $A$ は $m\mathrm{x}n$行列, $b=(b_{1}, b_{2}, \ldots, b_{m})^{\mathrm{T}}$

である. また, $X$ は有界であり, $\gamma$ の取りうる範囲 $\Gamma$ は, 次式で定められる.

$\Gamma=\{c=(C_{1}, \ldots, c_{n})^{\mathrm{T}}|Dc\leq \mathit{9}\}$ (2)

$D$ は $p\mathrm{x}n$ 行列であり, $g=(g_{1}, g_{2}, \ldots, g_{p})\mathrm{T}$ である. $\Gamma$ は有界であると仮定する.
特に, $\Gamma$ が

$\Gamma=\{c=(c1, \ldots, c_{n})^{\mathrm{T}}|c_{i}^{\mathrm{L}}\leq c_{i}\leq c_{i}^{\mathrm{R}}, i=1, \ldots, n\}$ (3)

と表される場合には, 問題 (1) は区間線形計画問題となり, 比較的よく研究されている. こ

の区間線形計画問題は, 従来, 区間目的関数の下限値と上限値とを同時に最大化する 2目
的の問題と解釈され, そのパレート最適解が合理的な解と考えられていた [1, 2, 3]. 著者ら
$[4, 5]$ は, この 2目的線形計画問題に完全最適解が存在しても最も合理的な解であるとは必
ずしもいえないことを示し, 最も合理的な解として必然的最適解を, 最低限の合理性を満

たす解として可能的最適解を定義した. また, 必然的最適解が存在する場合にはそれに $-$

致し, 存在しない場合には必然的最適性からの乖離をできる限り小さくする可能的最適解
として, 最大リブレット最小解を提案している. 必然的最適解, 可能的最適解, 最大リブ

レット最小解の概念は, $\Gamma$ が式 (2) の凸多面体の場合にも導入されている [6]. -方, 各証

券の収益率がファジィ数で与えられたポートフォリオ選択問題に従来のファジィ線形計画法
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を適用しても, 安全な分散投資解が得られないことを示すとともに, 最大リブレット最小

化を導入することにより, 分散投資解が得られることを示している [7]. このように, 最大

リブレット最小解は, ロバスト性の面のみでなく, リスク回避の面でも有用である.
問題 (1) に対する最大リブレット最小化問題は,

minimize $\max$ $(c^{\mathrm{T}\mathrm{T}}y-cx)$ (4)
$x\in X$ $c\in\Gamma,$ $y\in x$

と定式化される. 問題 (4) の解法として, いくつかの方法が提案されている. いずれも次の

緩和法に基づいたアルゴリズムであるが, Step 3のリブレット最大化問題の解法が異なる.

ただし, $\epsilon>0$ は許容誤差である.

アルゴリズム 1

Step 1. $c^{0}\in\Gamma$ について, $\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}x\in Xc^{0^{\mathrm{T}}}x$ の最適解 $z^{0}\in X$ を求める.

Step 2. $\Gamma^{0}=0,$ $k=1,$ $x=z^{0}0$ と設定する.

Step 3. $x^{0}$ に対するリブレット最大化問題,

maximize $(c^{\mathrm{T}}y-c^{\mathrm{T}}X^{0})$ (5)
$c\in\Gamma,$ $y\in x$

を解き, 最適解を $(c^{k}, z^{k})$ とし, 最適値を挿 とする.

Step 4. $r^{k}\leq r^{0}+\epsilon$ : ならば, 終了する. このとき, 最大リブレット最小解は $x^{0}$ である.

SteP 5. 緩和問題,

minimize $r$

sub. to. $A.x\mathrm{T}\leq b$

$.\mathrm{T}$

(6)
$c^{J}z^{j}-c^{J}x\leq r,$ $j=0,1,$ $\ldots,$

$k$

を解き, $(x^{0}, r^{0})$ をその最適解により更新する. $k=k+1$ として, Step 3に戻る.

Step 3のリブレット最大化問題 (5) は, 非凹計画問題となり, 従来, 種々の解法が提案さ

れている. 乾口ら $[4, 6]$ は, 問題 (1) の可能的最適端点集合を予め求めることにより, リブ

レット最大化問題 (5) を解く 2段階アプローチを提案している. また, Inuiguchi と Sakawa
$[6, 8]$ は, リブレット最大化問題 (5) が 2 レベル計画問題 [9] であることから, 下位問題を

最適性条件で置き換える Kuhn-Tucker アプロ一チ [9] を適用することにより, 分枝限定法

に基づいて解けることを示している. また, 区間線形計画問題の場合にリグレット最大化

問題 (5) の部分問題の解が容易にわかることを利用して, Mausser と Laguna [10] は, リ

ブレット最大化問題を混合 0-1計画問題に変形して, 分枝限定法を用いて解く方法を提案
するとともに, 数値実験により, このアプローチが 2 レベル計画問題によるアプローチよ

りも効率的であることを示している.
本研究では, リブレット最大化問題 (5) が凸最大化問題であることを鑑み, 外部近似法に

基づいた最大リブレット最小解の計算方法を考察する. 凸最大化問題に対して種々の方法
が提案されている [11] が, 制約集合が凸多面体となることやアルゴリズム 1の Step 3を通

過するたびにリブレット最大化問題を解かなければならないことから, 外部近似法の適用

を考える. 外部近似法を適用すれば, 一度, リブレット最大化問題が解かれると, 2回目以
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降のリブレット最大化問題を最初から解く必要はなく, 先に解いた問題の最後の状態から
継続して解くことができる.
いずれのアプローチが効率的か調べるため, 各手法に基づいたプログラムを $\mathrm{C}$ 言語によ

り作成し, 計算機実験により各手法の効率性を比較検討する. これにより, 従来十分に検討
されていなかった凸多面体の場合の解法の効率性が議論できる.

2 従来のリブレット最大化法

2.1 2段階アプローチ

制約集合 $X$ の可能的最適解集合を $\Pi B(X)$ とすると,

$\Pi B(X)=\{y|\exists c\in\Gamma,$ $c^{\mathrm{T}}y= \max c^{\mathrm{T}}Zz\in X’ y$ は $X\text{の端},|\Xi_{\backslash }\}\backslash$ (7)

となる. $1\mathrm{I}B(X)$ を用いると, リブレット最大化問題 (5) は,

maximize $(c^{\mathrm{T}}y-c^{\mathrm{T}}X^{0})$ (8)
$\mathrm{c}\in \mathrm{r},$ $y\epsilon\Pi B(X)$

と書ける. $y\in X$ が固定されたとき最大リブレットを出力する関数を $f$ とすると, $f$ : $Xarrow \mathrm{R}$

は次のように定められる.

$f(y)=\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}c\in\Gamma(cy-\mathrm{T}\mathrm{c}x^{0})\mathrm{T}$ (9)

$X$ の有界性より, $\Pi B(X)$ は有限集合となる. $\Pi B(X)$ の各要素 $y^{j}$ について, $f(y^{j})$ を線
形計画法により算出し, その最大値を与える要素 $y^{j}$ とそれに対応する問題 (9) の解 $c^{j}$ を

求めると, $y^{j},$ $c^{j}$ がリブレット最大化問題 (5) の最適解となる.
このことより, 予め $\Pi B(X)$ を求めることにより, リブレット最大化問題を解く方法が考

えられ, 2段階アプローチと呼ばれている [6]. 特に, $\Gamma$ が式 (3) で表される区間線形計画問
題の場合には, Steuer の方法 [12] により, $\Pi B(X)$ が列挙できるとともに, $f(y^{j})=c^{\mathrm{T}}y^{j}$ ,
$c\in\Gamma$ なる $c=(c_{1}, c_{2}\ldots, cn)^{\mathrm{T}}$ が次式で求められ, $f(y^{j})$ が容易に評価できるので, 2段

階アプローチは当初から提案されている [4].

$c_{i}=\{$

$c_{i}^{\mathrm{L}}$ ; $y_{i}^{j}\leq x_{i}^{0}$ のとき
$c_{i}^{\mathrm{R}}$ ; $y_{i}^{j}>x_{i}^{0}$ のとき

(10)

ただし, $y^{j}=(y_{1}^{j},\dot{\oint}_{2}, \ldots, y_{n})j\mathrm{T},$ $x^{0}=(x_{1’ 2}^{00}X, \ldots, x^{0})^{\mathrm{T}}n$ である.

Steuer の方法 [12] は, $\Gamma$ が式 (3) で表される場合に, ある可能的最適端点から隣接する
端点の可能的最適性を調べることにより, $\Pi B(X)$ の要素を列挙する方法であるが, $\Gamma$ が $\ovalbox{\tt\small REJECT}$

般の凸多面体の場合にも拡張することができる. すなわち, $k$ 番目の非基底変数を基底に
入れてできる端点の可能的最適性テストは, 次の線形計画問題の最適値が $0$ となることを

確認すればよい [13].

minimize $g^{\mathrm{T}}v$

subject to $Yu-y_{k^{w-}}D\mathrm{T}v=0$ (11)
$u\geq 0,$ $w\geq 0,$ $v\geq 0$

ただし, 問題 (1) の制約条件にスラック変数を導入した標準形の制約条件に対する現在の可
能的最適端点の基底行列を $B$ , 非基底行列を $\mathrm{A}^{\mathrm{N}}$ とすると, $Y=((B^{-1}A^{\mathrm{N}})^{\mathrm{T}}, -I)\mathrm{T}$ と定

められる. また, $y_{k}$ は $Y$ の第 $k$ 列である.
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22 2 レベル計画問題によるアプローチ

大規模な問題においては, $\Pi B(X)$ の要素の数が膨大なものとなり, メモリの制限から,

すべて列挙することが困難となる可能性があることから, $\Pi B(X)$ の列挙を伴わない最大リ

ブレット問題の解法として, 2 レベル計画問題による方法が考えられている $[6, 8]$ .
問題 (5) は次の 2 レベル計画問題に書き換えられる.

maximize $(c^{\mathrm{T}}y-C^{\mathrm{T}}X^{0})$

$c,y$

sub. to $c\in\Gamma,$ $Ay\leq b,$ $y\geq 0$

(12)
$c^{\mathrm{T}}y=$ maxim.um $c^{\mathrm{T}}z$

sub. to $Az\leq b,$ $z\geq 0$

下位問題を最適性条件で置き換え, 冗長な制約条件, $u^{\mathrm{T}}b\leq c^{\mathrm{R}}y$ を加えると, 問題 (11) は,

maximize $u^{\mathrm{T}}x^{0}$

$y,u$ (13)
sub. to $DA^{\mathrm{T}}u-- Du\leq g,$ $u^{\mathrm{T}}b\leq c^{\mathrm{R}^{\mathrm{T}}}y,$ $Ay\leq b,$ $y\geq 0,$ $u\geq 0,$ $u^{\mathrm{T}}y=0$

となる. ただし, $c^{\mathrm{R}}=(c_{1}^{\mathrm{R}}, C_{2}^{\mathrm{R}}, \ldots, c)^{\mathrm{T}}n\mathrm{R}$ で, 各成分は

$c_{j}^{\mathrm{R}}= \max_{c\in\Gamma}c_{j},$ $j=1,2,$ $\ldots,$
$n$ (14)

と定められる. 問題 (13) は, 最後の制約条件 $u^{\mathrm{T}}y=0$ を除けば, 線形計画問題となるの

で, この制約条件を除いた緩和問題を解き, $u_{i}=0$ あるいは $y_{i}=0$ を加えていく分枝限定

法により解くことができる. 各緩和問題の有界性は, 追加した冗長な制約条件 $u^{\mathrm{T}}b\leq c^{\mathrm{R}}y$

により保証される $[6, 8]$ .

23 問題の変形によるアプローチ

$\Gamma$ が式 (3) で表される区間線形計画問題の場合には, 式 (9) の右辺の問題が式 (10) によ

り容易に解けることから, 最大リブレット最小化問題 (5) を, 差異変数 $z^{+},$ $z^{-}$ を用いて,

maximize $c^{\mathrm{R}_{Z^{+}-c}\mathrm{L}-}z$

sub. to $y-z^{+}+z^{-}=x^{0},$ $Ay\leq b,$ $y\geq 0,$ $z^{+}\geq 0,$ $z^{-}\geq 0,$
$z^{+^{\mathrm{T}}}Z^{-}=0$

(15)

と書くことができる [10]. 2 レベル計画問題によるアプローチと同様, 問題 (15) の最後の

制約条件 $z^{+^{\mathrm{T}}}z-=0$ を除けば, 線形計画問題になることより, この条件を除いた緩和問題

を解き, $z_{i}^{+}=0$ あるいは $z_{i}^{-}=0$ を加えていく分枝限定法による解法が考えられる. ただ

し, 緩和問題の有界性を保証するため, 十分大きい正数 $M_{j},$ $j=1,2,$ $\ldots,$
$n$ を用いた冗長

な制約条件,

$z_{j}^{-}\leq x_{j}^{0},$ $z_{j}^{+}\leq(M_{j}-x^{0}j),$ $j=1,2,$ $\ldots,$
$n$ (16)

を加えることが望ましい. Mausser と Laguna [10] は, 式 (16) の代わりに, 十分大きい正

数 $M$ と 0-1変数 $w_{j},$ $j=1,2,$ $\ldots$ を用いて表される制約条件,

$z_{j}^{-}\leq x_{j}^{0}w_{j},$ $z_{j}^{+}\leq(M-x_{j}^{0})(1-wj),$ $w_{j}\in\{0,1\},$ $j=1,2,$ $\ldots,$
$n$ (17)

を追加して, 混合 0-1計画問題として解くことを提案し, 2 レベル計画問題によるアプロー
チより高速に最大リブレット問題が解けることを示している.
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3 外部近似法によるアプローチ

3.1 凸最大化問題への変形

式 (9) で定義される関数 $f$ : $Xarrow \mathrm{R}$ は凸関数となることが次のように証明できる.

命題 1式 (9) の関数 $f$ : $Xarrow \mathrm{R}$ は凸関数である.

(証明) 任意の $y^{i}\in X,$ $i=1,2,$ $\lambda\in[0,1]$ について,

$f( \lambda y^{1}+(1-\lambda)y^{2})=\max(c\in \mathrm{r}C\mathrm{T}(\lambda)-C\mathrm{T}_{X)}y0$

$= \max_{c\in\Gamma}\{\lambda(cv^{1}-\mathrm{T}\mathrm{T}0)Cx+(\iota-\lambda)(cy-\mathrm{T}2cx)\mathrm{T}0\}$

$\leq\lambda\max_{c\in\Gamma}(cy^{1}-\mathrm{T}cx)\mathrm{T}0+(1-\lambda)\max_{c\in\Gamma}(C^{\mathrm{T}}y^{2}-cX^{0})\mathrm{T}$

$\leq\lambda f(y^{1})+(\iota-\lambda)f(y^{2})$

が成立する. また, 定義域 $X$ は凸集合であるので, $f$ は凸関数となる. (証明終)

リブレット最大化問題 (5) は,

maximize $f(y)$ (18)
$y\in x$

と書け, 命題 1より, 凸最大化問題 [11] になる. このことより, 凸最大化問題に対して提

案されている種々の解法を適用することができる. ここでは, 制約集合 $X$ が凸多面体であ

ることから, 外部近似法 [11] に基づいた解法を考える.

32 外部近似法に基づいた解法アルゴリズム

問題 (8) に示すように, 問題 (18) の最適解は $\Pi B(X)$ 内にある. こ�こととより, 次の

ような外部近似法に基づいた問題 (18) の解法アルゴリズムが考えられる.

アルゴリズム 2

Step 1. $p=0$ として, $X\subseteq Y_{0}$ なる集合 $Y_{0}$ を定める.

Step 2. $\Pi\Pi B(Y_{p})$ を求める.

Step 3. すべての $y\in\Pi B(Y_{p})$ について $f(y)$ を評価し, 最大の $f(y)$ を与える $y$ を $y^{p}$

とし, $f(y^{p})=C^{\mathrm{T}}y^{p}$ なる $c\in\Gamma$ を $d^{p}$ とする.

Step 4. $f(y^{p})\leq r^{0}$ ならば終了する. このとき, 最大リブレット $\int$直 (は $r^{0}$ 以下となり, $r^{k}=r^{0}$

でアルゴリズム 1に復帰する. また, $y^{p}\in X$ の場合も終了する. このとき, $c^{k}=d^{p}$ ,
$z^{k}=y^{pk},$$r=f(v^{p})$ として, アルゴリズム 1に復帰する. ただし, $r^{0},$ $r^{kkk},$$c,$ $z$ は

ァルゴリズム 1の $r^{0},$ $r^{k},$ $c^{k},$ $z^{k}$ である.

Step 5. 線形計画問題

maximmze $d^{p\mathrm{T}}y$ (19)
$y\in x$

の最適解を $w^{p}$ を求め, $w^{p}$ でスラック変数が非基底変数となっている制約条件によ
り定められる集合を $Z$ とする.

Step 6. $\mathrm{Y}_{p+1}=Y_{p}\cap Z,$ $p=p+1$ と更新して, Step 2に戻る.
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3.3 アルゴリズム 2における各 Step での操作

3.3.1 Step 1での $Y0$ の定め方

アルゴリズム 2はアルゴリズム 1で Step 3に反復するたびに呼び出される. アルゴリズ
ム 2で生成される $Y_{p}$ は常に $X\subseteq Y_{p}$ を満たすので, 2回目以降のアルゴリズム 2の呼び
出しにおいては, その前に呼び出されたアルゴリズム 2の最後の $Y_{p}$ により, $Y_{0}$ を定めれ
ばよい. ここでは, 最初にアルゴリズム 2が呼び出された場合の巧の定め方を考察する.
最初にアルゴリズム 2が呼び出される直前に, アルゴリズム 1の Step 1で $z^{0}$ が求め
られているので, この基底解を用いて, $Y_{0}$ を定めることにする. すなわち, $z^{0}$ においてス

ラック変数が非基底変数となっている $n$ 本の制約条件と非負条件で $Y_{0}$ を定める. しかし,
これだけでは, $Y_{0}$ の有界性が保証できるとは限らないので, さらに次の制約条件を加える.

$1_{n}^{\mathrm{T}}x \leq\Sigma=_{y}\max 1y\in Xn\mathrm{T}$ (20)

ただし, $1_{n}=(1,1, \ldots, 1)^{\mathrm{T}}$ なる $n$ 次元ベクトルである. 右辺の最適値は, アルゴリズム 1
を開始する直前に計算し, アルゴリズム 1の Step 1を再最適化計算により行えば, $z^{0}$ の $X$

に関する基底形式より容易に $Y_{0}$ に関する基底形式が求められる. すなわち, $z^{0}$ の $X=\{x|$

$Ax\leq b\}$ に関する基底逆行列 $B^{-1}$ , 行列 $A$ およびベクトル $b$ から, $Y_{0}=\{x|\hat{\mathrm{A}}x\leq\hat{b}\}$

に関する基底逆行列 $\hat{B}^{-1}$ , 行列 $\hat{A}$ およびベクトル $\hat{b}$ は次のアルゴリズムにより求められ
る. ただし, $i$ 番目の制約条件に対応するスラック変数は $s_{i}$ であると仮定する.

アルゴリズム 3

Step 1 $\beta$ を $X$ に関する基底変数の集合で初期化するとともに, $\hat{B}^{-1}=B^{-1},\hat{A}=A$ ,
. $\hat{b}=b$ と初期化する.

Step 2 $\beta$ 内のスラック変数の中で, 最大の添え字を $i$ とする. このとき, この基底変数 $s_{i}$

は $i$ 番目の制約条件のスラック変数になる. $\beta$ 内にスラック変数が存在しなければ,
Step 6へ行く.

Step 3 $\hat{A}$ の $i$ 番目の行, $\hat{b}$ の第 $i$ 成分を削除する.

Step 4 $\hat{B}^{-1}$ の $i$ 番目の列は, 単位ベクトルになっているので, その成分が 1になってい
る行および $i$ 番目の列を $\hat{B}^{-1}$ から削除する.

Step 5 $\beta=\beta-\{s_{i}\}$ と更新し, Step 2へ戻る.

Step 6式 (20) の制約条件を加えるため, $\hat{A},\hat{b},\hat{B}^{-1}$ を次のように拡張する.

$\hat{\mathrm{A}}=$ , $\hat{b}=$ , $\hat{B}^{-1}=$

332 Step 2の $\Pi B(Y_{p})$ の求め方

2回目以降に呼び出されたアルゴリズム 2における琉に対する $\text{�}B(Y_{0})$ については, 先
に呼び出されたアルゴリズム 2において既に求められている. ここでは, 最初に呼び出さ
れたアルゴリズム 2における $\Pi B(Y_{0)}$ の求め方と Step 6での $Y_{p}$ の更新に伴った $\Pi B(Y_{p})$

の更新方法について述べる.
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最初に呼び出されたアルゴリズム 2における $\Pi B(Y_{0})$ は, 2.1節で述べた Steuer の列挙
法 [12] を拡張した方法 (可能的最適性テストに式 (11) を用いる列挙法) により求めることが
できる. 先に述べたように, アルゴリズム 1の Step 1終了後に可能的最適端点 $z^{0}$ の $\ovalbox{\tt\small REJECT}$

に関する基底形式が容易に求められるので, この端点を起点として可能的最適端点列挙を
行えばよい.
アルゴリズム 2の Step 6での $\mathrm{Y}_{p}$ の更新に伴った $\Pi B(Y_{p})$ の更新は, 次のアルゴリズム
に従えばよい.

アルゴリズム 4
Step 1 $\Pi B(Y_{p})=\Pi B(Y1)p-$ とする.

Step 2 アルゴリズム 2の Step 5で求められた $w^{p-1}$ の $Y_{p}$ に関する基底形式をアルゴリ
ズム 5により求め, 新たに加えられた制約条件のスラック変数のいずれかが非基底変
数となる範囲で, 可能出馬適性テストに式 (11) を用いる列挙法を適用し, 生成された
可能的最適端点を $\Pi B(Y_{p})$ に追加する.

アルゴリズム 5
Step 1 $\beta$ を $w^{p-1}$ の $X$ に関する基底変数の集合で初期化し, $\hat{B}^{-1}=B^{-1},\hat{A}=\mathrm{A},\hat{b}=b$

と初期化する. また, $I_{p-1}$ を $Y_{p-1}$ に加えられている制約条件の添え宇集合とする.

Step 2 $\beta$ 内のスラック変数の中で, 最大の添え字を $i$ とする. この基底変数 $s_{i}$ は $i$ 番目
の制約条件のスラック変数になる. $\beta$ 内にスラック変数が存在しなければ, 終了する.

Step 3 $i\not\in I_{p-1}$ ならば, $\hat{A}$ の $i$ 番目の行, $\hat{b}$ の第 $i$ 成分を削除する. そうでなければ,

Step 5へ行く.

Step 4 $\hat{B}^{-1}$ の $i$ 番目の列は, 単位ベクトルになっているので, その成分が 1になってい
る行および $i$ 番目の列を $\hat{B}^{-1}$ から削除する.

Step 5 $\beta=\beta-\{s_{i}\}$ と更新して, Step 2へ戻る.

4 数値実験

4.1 実験概要

以上の解法のいずれが効率的かを調べるため, パーソナルコンピ j\iota -- $P$ (pentium $\mathrm{I}\mathrm{I}400\mathrm{M}\mathrm{H}\mathrm{Z}$ ,
$128\mathrm{M}\mathrm{B})$ を用いて数値実験を行った. Free BSD $\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{r}.2.2.8$ 上の $\mathrm{C}$ 言語 (GNU project $\mathrm{C}$ and
$\mathrm{C}++\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{p}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{r}2.7)$を用いて, 各解法のプログラムを作成した. $\Gamma$ が式 (3) で表される
矩形の場合と, 式 (2) の–般の場合に分けて, 各解法により最大リブレット最小解が求めら
れるまでの計算時間 (CPU Time, 秒) を比較した. 決定変数の数 ( $x$ の次元 $n$ ), $X$ の制約
条件数 ( $A$ の行の数 $m$), $\Gamma$ の制約条件数 ( $D$ の行の数 $p$ ) が異なるいくつかの場合につい
て, 10個の問題を発生させ, 計算時間の平均, 分散, 最大値, 最小値, 中央値を求めた.

42 $\Gamma$ が矩形の場合

421 問題の生成方法

制約条件 $Ax\leq b$ を生成するため, 原点を中心とする超楕円体を用意し, 非負象限で $m$

個の接超平面を–様乱数を用いて発生させ, 超楕円体を含むように, $\mathrm{A}x\leq b$ を定めた. す
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表 1: $\Gamma$ が矩形の場合の実験結果

なわち, $[0,1]$ 内の値をとる独立な–様乱数 $r_{1}^{j},$ $j=1,2,$ $\ldots,$
$n$ , $[1, 3]$ 内の値をとる独立な

一様乱数 $r_{2}^{j},$ $i$ $=1,2,$ $\ldots,$
$n$ を発生させることにより, 1本の制約条件を

$\sum_{j=1}^{n}rr^{j}j12x_{j}\leq|r_{1}|$

と生成した. ただし, $r_{1}=(r_{1}^{1}, \Gamma_{1’ 1}^{2}\ldots, r^{n})\mathrm{T}$ で, $|r_{1}|$ は $r_{1}$ のノルムである. また, 式 (3)
の $\Gamma$ の生成は, $j=1,2,$ $\ldots,$

$n$ について, $c_{j}^{\mathrm{L}},$ $c_{j}^{\mathrm{R}}$ を–様乱数により発生させることにより
行った. すなわち, {1, 2, 3} 内の値をとる–様乱数 $\dot{P}_{3},$ $\{2,3,4\}$ 内の値をとる–様乱数 $r_{4}^{j}$ ,
$\{0,1, \ldots, 9\}$ 内の値をとる独立な–様乱数 $r_{5}^{j},$ $r_{6}^{j}$ により, 次のように生成した.

$c_{j}^{\mathrm{L}}=r_{3}^{j}+0.1\dot{P}_{5}$ , $c_{j}^{\mathrm{R}}=r_{4}^{j}+0.1_{7_{6}}^{\mathrm{j}}$ , $j=1,2,$ $\ldots,n$

4.2.2 実験結果と考察

いくつかのパラメータの組合せ $(.n, m)$ について数値実験を行い, 表 1に示す結果が得ら
れた. ただし, 問題の変形によるアプローチでは, 予備実験において最も良好な結果が得
られた次の場合を用いた. すなわち,

$M_{j}= \max y_{j},$ $j=1,2,$ $\ldots,$
$n$

$y\in x$
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により, Mらを評価し, 式 (16) の制約条件を加えた場合を考えた. なお, 計測した計算時
間には, $M_{j}$ の評価に必要な計算時間も含まれている.
表 1より, $n,$ $m$ がともに十分小さい場合を除き, 問題の変形によるアプローチが極めて

効率的であることがわかる. また, 分散も小さく安定しており, 端点を列挙しないので, 必

要な計算機の記憶容量も少ない. したがって, 区間線形計画問題の場合は, 四つのアプロー

チのうち, 問題の変形によるアプローチが最も適しているといえる. 他のアプローチにつ
いては, 外部近似法によるアプローチの方が, 2段階アプローチよりも効率的であることが
わかる. 2 レベル計画問題によるアプローチはあまり効率的でないようである.

43 $\Gamma$ が矩形でない場合

431 問題の生成方法

制約条件 $X$ の生成方法は, 区間線形計画問題の場合と同様である. 凸多面体 $\Gamma$ の生成

は, 次の手順で行った.

1. $X$ の発生と同様に, 原点を中心とする超楕円体を用意し, $(p-(n+1))$ 個の接超平面
を–様乱数に発生させ, これらの接超平面を境界とする超楕円体を含む制約集合 $\Gamma_{1}$ を

定める.

2. $[15, 22]$ 内の値をとる独立な–様乱数 $r_{7}^{j},$ $j=1,2,$ $\ldots,$
$n$ を発生させ, $\Gamma_{1}$ を $r_{7}=$

$(r_{7}^{1}, \Gamma_{7}^{2}, \ldots, \Gamma_{7})^{\mathrm{T}}n$ だけ平行移動した $\Gamma_{2}$ を求める.

3. $\Gamma_{2}$ は有界とは限らないので, $[0,3]$ 内の値をとる独立な–様乱数 $\dot{d}_{8},$ $j=1,2,$ $\ldots,$ $n+1$

を発生させ, $\Gamma_{2}$ に $n$ 本の制約条件 $c_{j}\leq r_{8}^{j}+9,$ $j=1,2,$ $\ldots,$
$n$ および 1本の制約条件

$1_{n}^{\mathrm{T}}c\leq 37-r_{8^{+}}^{n}1$ を加え, $\Gamma_{3}$ とする.

4. $[0,1]$ 内の値をとる独立な–様乱数 $r_{9}^{ij},$ $i=1,2,$ $\ldots,$ $n,$ $j=1,2,$ $\ldots,$
$n$ を発生させ, $r_{9}^{ij}$

を $(i, j)$ 成分とする正則な行列 $Q$ で $\Gamma_{3}$ を線形変換し, $\Gamma$ とする.

4.3.2 実験結果と考察

いくつかのパラメータの組合せ $(n, m,p)$ について数値実験を行い, 表 2に示す結果が得

られた. ただし, $n=15,$ $m=30,$ $p=20$ の場合については, 生成した 10問題のうちの
つは, 可能的最適端点が多く, 本研究で作成した 2段階アプローチでは, 最大リブレッ

ト最小解が計算できなかった. このため, 残りの 9問題での各統計量を算出した. 表 2に

示すように, $n,$ $m$ が十分大きい場合には, 外部近似法によるアプローチが最も効率的であ
る. また, 2 レベル計画問題によるアプローチは, $\Gamma$ が矩形でない凸多面体の場合も, あま

り効率的ではなかった. $n=15,$ $m=30,$ $p=20$ の場合のように, 計算効率化のため, 未

探索の可能的最適基底の基底逆行列をすべて保存する 2段階アプローチでは, 記憶容量の
制限から計算できない場合がある. 未探索の可能的最適基底の基底逆行列を保存する代わ
りに基底の組合せを保存すれば, より規模の大きい問題も 2段階アプローチで解ける. た

だし, 基底逆行列の計算にかなりの時間を要すると予想される.
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表 2: $\Gamma$ が矩形でない場合の実験結果

5 おわりに

目的関数の係数ベクトルの取りうる範囲が有界な凸多面体で与えられた線形計画問題の
最大リグレット最小解の計算方法について議論した. 部分問題が, 双線形の凸最大化問題

であることから, 種々のアプローチが考えられる. 比較したアプローチのうち, $\Gamma$ が矩形

の場合については, 問題の変形によるアプローチ, $\Gamma$ が矩形でない場合については, 外部近

似法によるアプローチが, それぞれ, 有効であった. 凸最大化問題や双線形計画問題, 非

凸 2次計画問題, 2 レベル計画問題に対して, 種々の解法が考えられているので, これら

の解法を基にしたアプローチも可能である. 最大リブレット最小化問題の性質をどれだけ
解法に反映できるかが, 解法の高速性を左右するであろう. 他の解法に基づいたアプロー
チの考察が, 今後の課題である.
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