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概要

ここでは, [1] に基づき 2階算術の部分体系 ATRo についてのモデル論的 ordinal
analysis を紹介する. この方法では, cut-elimination を使うことなしに, $ATR_{0}$ の

proof-theoretic ordinal が求められる. また, Kruskal の定理が ATRo で証明できな
いことを H. Friedman の方針に従って述べる.

1 $ATR_{0}\emptyset$ proof-theoretic ordinal

[1] にある $ATR_{0}$ に対する結果を述べるために, いくつか定義をする.

定義 1.1 ordinal (notation のゲーデル数) $\alpha$ に対して, 基本列 $\alpha[n|$ (自然数全体から

ordinal notation のゲーデル数の集合への関数) を以下のように定義する.

以下, $\lambda$ は limit ordinal をあらわすものとする.

1 $0[n]=0$.
2. $(\alpha+1)[n]=\alpha$ .

3. $(\alpha+\lambda)[n]=\alpha+(\lambda[n])$ .
4. $\omega^{\alpha+1}[n.]=\omega^{\alpha}\cdot(n+2)$ .
5. $\varphi(\alpha, \lambda)[n]=\varphi(\alpha, \lambda[n]+1)$ .
6. $\varphi(\alpha+1,0)[n]=\varphi_{\alpha}^{n+}(21)$ .
7. $\varphi(\alpha+1, \beta+1)[n]=\varphi_{\alpha}^{n}(+2(\varphi\alpha+1, \beta)+1)$ .
8. $\varphi(\lambda, 0)[n]=\varphi(\lambda[n], \lambda[n])$ .
9. $\varphi(\lambda,$ $\beta+1\rangle[n]=\varphi(\lambda[n]+1, \varphi(\lambda, \beta)+1)$ .

10. $\Gamma_{0}[n]=\gamma \mathrm{n}+1$ .
11. $\mathrm{r}_{\alpha+1}[n]=f_{n+1}^{\alpha}+1$ .
12. $\Gamma_{\lambda}[n]=\Gamma\lambda[n]+1$ .
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上の $\varphi(\alpha, \beta)$ (これを $\varphi_{\alpha}(\beta)$ とかく) は, 次のような ordinal をあらわしている.

$\bullet\varphi_{0}(\beta)=\omega^{\beta}$ .
$\bullet$ $\varphi_{\alpha}(\beta)=$ 任意の $\alpha^{l}\prec\alpha$ に対して, $\varphi_{\alpha’}(\gamma)=\gamma$ となる $\beta$ 番目の $\gamma$ .

また, $\gamma 0=\epsilon 0,$ $\gamma n+1=\varphi(\gamma_{n}, 0)$ であり, $\Gamma_{\beta}$ は $\varphi_{\alpha}(0)=\alpha$ となる $\beta$ 番目の $\alpha$ のことである.

以下, $M$ を true arithmetic の超準モデルとする. また, 集合を $\{a_{0}, \ldots, a_{k}\}$ とかいた場

合には, $a_{0}<\cdots<a_{k}$ であるとする.

定義 1.2 $M$ の部分集合 $A=\{a_{0}, , .., a_{k}\}$ と ordinal notation $\alpha$ に対し,

$\alpha[A]=(\cdots((\alpha[a\mathrm{o}])[a1])\cdots)[ak]$

とする. また, $A$ が $\alpha$-large であるとは, $\alpha[A]=0$ となることである.

次の定理の証明を与えることが以下の目標である.

定理 1 $a,$ $b\in M$ は超準元であるとし,

$M\models[a, b]$ は ro-large

とする. このとき, ある cut $a\in I<b$ と $M$ で code される finite set $S$ があって,

$\langle$I, $\{S_{i}^{I}|i\in I\}\rangle$ $\models ATR_{0}$

ただし, $S_{i}^{I}=\{x\in M|\langle x, i\rangle\in S\}\cap I$ とする.

定理 1から AT烏の proof theoretic-ordinal は, 以下のように求められる. $b\in M$ を

$[a, b]$ は $\Gamma_{0}$-large となる最小のものとする. このとき, 定理 1より, ある cut $a\in I<b$ と

$M$ で code される finite set $S$ があって, $\langle$I, $\{S_{i}^{I}|i\in I\}\rangle$ は ATRo のモデルとなる. $M$ に

おける $b$ の最小性より, 定理 1から得られた AT馬のモデルでは, formula

$\forall x\exists y$ ( $[X,$ $y]\dagger\mathrm{h}\Gamma_{\mathit{0}}$ -large)

は成り立たない. よって, $ATR_{\mathit{0}}$ で上の formula は証明できないことになる. -方で, $ATR_{0}$

$+$ ( $\Gamma_{0}$ までの超限帰納法) という体系では, 上の formula が証明できるので, 結局 ATRo
では, $\mathrm{r}_{0}$ までの超限帰納法が証明できないことになる. すなわち, $ATR_{0}$ の proof-theoretic

ordinal は $\Gamma_{0}$ (以下) である. (注. $\mathrm{r}_{\mathit{0}}$ より小さい ordinal $\alpha$ に対し, $ATR_{0}$ で $WO(\alpha)$ が

証明できることについては, [8] 参照)
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2 定理 1の証明

定義 2.1 $M$ の部分集合 $A=\{a_{\mathit{0}}, \ldots, a_{k}\}$ ($k$ は $M$の超準元) に対し, $A$ の limit $I$ を次の

ように定義する: 単調増加関数 $f$ : $\mathrm{N}arrow A$ に対し,

$I=\{x\in M|\exists i\in \mathrm{N}x<f(i)\}$ .

定義 2.2集合 $A=\{a_{0}, \ldots, a_{k}\}$ が spread out であるとは, 任意の $i\leq k-2$ に対し,
$2^{a_{i}}<a_{i+1}$ となることである.

補題 2.3 $M$ で code される集合 $A=\{a_{0}, .., , a_{k}\}$ ( $k$ は $M$の超準元) に対し, $A$ が spread

out で $I$ が $A$ の limit ならば,

$I\models I\Delta_{\mathit{0}}+(\exp)$ .

証明. $I$ で $\Delta_{0}^{0}$-induction が成り立つことを示すには, \Delta 8-最小値原理が成り立つことを示
せばよいが, これは $M$ で最小値原理が成り立つことと, $\Delta_{0}^{0}$-formula は $I$ と $M$ の問で

absolute であることによる 口

定義 2.4 $\bullet$ 2階算術の部分体系 $ACA_{0}$ は, 基本算術公理, $\Sigma_{1}^{0}$-induction に次の公理
$(ACA)$ を加えた体系である.

$\exists \mathrm{Y}\forall x(x\in \mathrm{Y}rightarrow. \varphi(x))$

ただし, $\varphi$ は arithmetical formula である.

$\bullet$ 2階算術の部分体系 AT瑞は, $ACA_{0}$ に次の公理 $(ATR)$ を加えた体系である.

$WO(\prec)arrow\exists \mathrm{Y}\forall b\forall x(X\in \mathrm{Y}_{b}rightarrow\varphi(x, \mathrm{Y}_{\prec b}))$

ただし, $\varphi$ は arithmetical formula である.

$\bullet$ $(\Sigma_{1^{-}}^{1}Ao)$ とは次の公理とする.

$\forall x\exists \mathrm{Y}\varphi(x,\mathrm{Y})arrow\exists \mathrm{Y}\forall x\varphi(x, \mathrm{Y}_{x})$

ただし, $\varphi$ は $\Sigma_{1}^{1}$-formula である.

定義 2.5 $\bullet$ 集合 $S$ が $\Sigma_{1^{-AC}}^{1}$ の $\omega$-model であるとは $(ACA)$ と $(\Sigma_{1}^{1_{-}}Ac)$ の相対化が

成り立つことである. ただし, second-order formula $\varphi$ の $S$ への相対化とは, 例えば,
$\varphi$ が $\forall X\exists \mathrm{Y}\theta(X, \mathrm{Y})$ (\theta は arithmetical) のときは, $\forall x\exists y\theta(S_{x}, S_{y})$ と変換した formula
である.
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$\bullet$ 集合 $S$ が集合 $T$ を含む $\Sigma_{1^{-}}^{1}AC$ の $\omega$-model であるとは, $S$ は $\Sigma_{1^{-AC}}^{1}$ の $\omega$-model

であり, ある $i$ に対して $S_{i}=T$ となることである.

$\bullet$ 集合 $H$ が c-level nested $\Sigma_{1^{-AC}}^{1}$ hierarchy であるとは, 各 $0<i\leq c$ に対して, $H_{i}$ は

$H_{<i}$ を含む $\Sigma_{1^{-AC}}^{1}$ の $\omega$-model となることである.

集合 $T$ に対し, $T$ の Turing iumP $T’$ を, $T’=\{x|?\}_{\Sigma^{0}1}(X, T)\}$ と定義する. ただし,

$\mathrm{R}_{\Sigma^{0}}.(X, z)\equiv\exists y\Theta(x, y, z)t\mathrm{h}$ complete $\Sigma_{1}^{0}$ truth predicate relative to $Z\text{で},$ $$ ia $\Delta_{0}^{0}T^{\backslash }b$

る. また, $j^{a,b}(z)=\{e<a|\exists y\leq b\Theta(e, y, Z)\}$ とする.

定義 2.6集合 $A=\{a_{0},a_{k}\}:..,(k\geq 1),$ $S,$ $T$ は finite set とする. $A$ において $S$ は $T$

の Turing iump を近似するとは, 次が成り立つことである.

$\bullet$ 任意の $i<k$ に対して, $j^{a_{i},a_{i+(}}1T$) $=j^{aa}i,k(\tau)$ .
$\bullet j^{a_{k-1,k}}a(T)=\{x\in s|x<a_{k-1}\}$ .

定義 2.7集合 $H$ が $\alpha$-level iump hierarchy であるとは, 次が成り立つことである.

$\bullet$ $\gamma\prec\alpha$ ならば, $H_{\gamma+1}=(H_{\preceq\gamma})’$ .
$\bullet$ $\lambda\preceq\alpha$ が limit notation ならば, $H_{\lambda}=H_{\prec\lambda}$ .

定義 2.8集合 $A=\{a_{0}, \ldots, a_{k}\}$ とする. $A$ において集合 $H$ は $\alpha$-level jump hierarchy を

近似するとは, 次が成り立つことである.

$\bullet$ $\gamma\prec\alpha,$ $\lceil\gamma\rceil<a_{i}(i\leq k)$ ならば, $\{a_{i}, \ldots, a_{k}\}$ において $H_{\gamma+1}$ は $H_{\preceq\gamma}$ の Turing iumP
を近似する.

$\bullet$ $\lambda\preceq\alpha$ が limit notation で $\lceil\lambda\rceil<a_{k}$ ならば, $H_{\lambda}=H_{\prec\lambda}$ .

補題 2.9次の性質をもつ $I\Delta_{0}+(\exp)$ -definable function

buthCOde$(\mathrm{r}\psi\rceil,X)$

が存在する: $\langle N, \{H\}\rangle\models I\Delta_{0}+(\exp)+$ ($H$ は $\alpha$ -level jump hierarchy)

であり, $\psi(Xx)\gamma\text{、}’\cdots,\gamma_{k}$ は $\Sigma_{m}^{0}$ -formula であって, $\alpha\succeq\beta\succeq(\sup\{\gamma_{1}, \ldots, \gamma k\}+m)$ ならば,

$\langle N, \{H\}\rangle\models\psi(H_{\gamma_{\text{、}}’\cdots,\gamma k}H)rightarrow \mathrm{T}\mathrm{r}\mathrm{u}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{C}_{0}\mathrm{d}\mathrm{e}(\mathrm{r}\psi 1, \beta)\in H_{\beta}$.

定義 2.10 $M$ で code される集合 $A=\{a_{0}, \ldots, a_{k}\}(k$は $M$の超準元, $A$ は $\alpha- \mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{g}\mathrm{e}$, spread

out), $S$ は $M$ の finite set とする. $A$ において $S$ は $\Sigma_{1^{-AC}}^{1}$ の $\omega$-model を近似するとは,

$M$ で code される集合 $H$ と ordinal notation の有限列 $\langle\alpha_{i}\rangle,$ $\langle\beta_{i}\rangle$ があって, 次をみたす

ことである.
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$\bullet$ $A-\{a_{0}\}$ において $H$ は $\omega^{\alpha}$ -level iump hierarchy を近似する.
$\bullet 0=\alpha_{0}\prec\alpha_{1}\prec\cdots\prec\alpha_{k}\prec\beta_{k}\prec\cdots\prec\beta 1\prec\beta 0=\omega^{\alpha}[a_{0}]$.
$\bullet$ $i<k-4$ ならば, $\alpha_{i}$ と $\beta_{i}$ の code は $2^{a_{i+1}^{2}}$ より小さい.

$\bullet$ $\varphi(X)$ は arithmetical formula で $a_{i-1}(0<i<k)$ より下で code されるとし,

TruthCode $(\lceil\varphi(X_{\beta i})1, \beta_{0})\in H_{\beta_{0}}$

ならば, ある $\gamma\preceq\alpha_{i}$ があって,

TruthCode $(\lceil\varphi(X\gamma)\rceil,$ $\beta_{0)}\in H_{\beta_{0}}$ .

$\bullet$ $T_{\langle a_{i\gamma,d\rangle}},=\{e|\mathrm{T}\mathrm{r}\mathrm{u}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{e}(\lceil\psi(e)1, \gamma)\in H_{\gamma}\}$ (右辺の集合を以下では, $H_{\gamma}^{[d]}$とかく) とす

ると,

$S= \bigoplus_{da_{i}\in A,\gamma\prec\alpha\cdot<ak}.,\tau_{(\rangle}ai,\gamma,d$

ただし, $d$ は $\psi(x)$ の code である.

定義 2.11 $A,$ $T$ は $M$ で code される集合とし, $A=\{a_{0}, \ldots, a_{k}\}$ ( $k$ は $M$ の超準元), $S$

は $M$ の finite set とする. $A$ において $S$ は $T$ を含む $\Sigma_{1^{-AC}}^{1}$ の $\omega$-model を近似すると

は, $A$ において $S$ は $\Sigma_{1^{-AC}}^{1}$ の $\omega$ -model を近似し, $H_{0}.=T$ となることである. ($H$ は定

義 210 $\text{のもの}.$ )

定義 2.12 $A,$ $H$ は $M$ で code される集合とし, $A=\{a_{0}, \ldots, a_{k}\}$ ( $k$ は $M$ の超準元) と

する. $A$ において $H$ は c-level nested $\Sigma_{1}^{1_{-AC}}$ hierarchy を近似するとは, 各 $0<i\leq c$ に

対し, $A$ において $H_{i}$ は $H_{<i}$ を含む $\Sigma_{1^{-AC}}^{1}$ の $\omega$ -model を近似することである.

補題 2.13 $A,$ $H$ は $M$ で code される集合, $I$ を $A$ の任意の limit とし, $c\in I$ とする.

このとき,

$M\models A$ において $H$ は $c$-level nested $\Sigma_{1}^{1}-AC$ hierarchyを近似する

ならば,
$\langle$I, $\{H^{I}\}\rangle$ $\models H^{I}l\mathrm{h}c$-level nested $\Sigma_{1}^{1}-AC$ hierarchy.

補題 2.14 $M$ の部分集合 $C$ は $\gamma$。-large であるとする. このとき, $M$ で code される

$\epsilon_{0}$-large set $A\subset C$ と $H$ が存在して, $A$ において $H$ は $\mathrm{c}$-level nested $\Sigma_{1^{-AC}}^{1}$ hierarchy

を近似する.
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nested $\Sigma_{1^{-AC}}^{1}$ hierarchy と $(ATR)$ には次のような関係がある.

補題 2.15 ACAo 上で次が成り立つ.
“任意の $X$ に対して, $X$ を含む $\Sigma_{1}^{1_{-}}Ao$ の $\omega$-model が存在する $”arrow(ATR)$ .

証明. 任意の $X$ に対して, $X$ を含む $\Sigma_{1^{-}}^{1}Ao$ の $\omega$-model が存在するとし, $\prec$ を well-

ordering とする. $\varphi(x, \mathrm{Y})$ を任意の arithmetical formula としたときに, $\varphi$ によって定義

される $\prec$ にそった hierarchy が存在することを示せばよい. $\varphi(x, \mathrm{Y})$ の中のすべての set

parameter を code することにより, 1つの集合とみることができる. よって, 仮定により,

これらの parameter を含む $\Sigma_{1^{-AC}}^{1}$ の $\omega$-model $S$ が存在する.

主張. 任意の $c$ に対してある集合 $W$ in $S$ があって,

$\forall b\prec c\forall x(x\in W_{b}rightarrow\varphi(x, W_{\prec b}))$

が成り立ち, $b$ が $c$ の predecessor でなければ, $W_{b}=\emptyset$ となる.

(主張の証明) もし, ある $c$ があって, どんな集合 $W$ in $S$ をとっても,

$\forall b\prec c\forall x(x\in W_{b}rightarrow\varphi(x, W_{\prec b}))$

が成り立たないとすると, $(ACA)$ により, そのような $c$ 全体の集合が存在し, $\prec$ が well-

ordering であることから, $\prec$ について最小の $c$ がとれる. このとき, 任意の $d\prec c$ に対し

ては, ある集合 $W$ in $S$ があって,
’

$\forall b\prec d\forall x(x\in W_{b}rightarrow\varphi(x, W_{\prec b}))$

となる. $(\Sigma_{1}^{1_{-}}Ac)$ in $S$ を使うことにより, ある $W$ in $S$ が存在して, 任意の $d\prec c$ に対し,

$\forall b\prec d\forall x(X\in(W_{d})brightarrow\varphi(x, (W_{d})_{\prec b}))$

となるが, $(ACA)$ in $S$ により, この $W$ を使って,

$\forall b\prec c\forall x(x\in \mathrm{Y}_{b}rightarrow\varphi(x, \mathrm{Y}_{\prec b}))$

となる集合 $\mathrm{Y}$ in $S$ が作られる. $\mathrm{Y}$ は $c$ までの hierarchy なので, 仮定に矛盾する.

(主張の証明終わり)

主張より, $(\Sigma_{1^{-A}}^{1}c)$ in $S$ と $(ACA)$ in $S$ を (主張の証明の中と同様に)使って, $\prec$ のす

べての元に対して定義された hierarchy をつくることができる 口
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定理 1の証明. $[a, b]$ が $\mathrm{r}_{\mathit{0}}$-large であることから, $[a+1, b]$ は $\gamma_{a+1}$-large である. よっ

て, 補題 2.14により, ある $\epsilon_{0}$-large set $A\subset[a+1, b]$ と $T$ が存在して, $A$ において $T$ は

$(a+1)$-level $\Sigma_{1^{-AC}}^{1}$ hierarchy を近似する. $I$ を $A$ の limit, $J$ を $\{0, \ldots, a+1\}$ の limit
とする. 各 $j\in J$ に対し, $T_{j+1}^{I}$ は $T_{j}^{I}$ を含む $\Sigma_{1^{-AC}}^{1}$ の $\omega$-model なので,

$\langle$I, $\{(T_{j}^{I})_{i}|i\in I,j\in J\}\rangle$

は, “任意の $X$ に対して, $X$ を含む $\Sigma_{1^{-AC}}^{1}$ の $\omega$-model が存在する” を成り立たせる

ことがわかる. (各 $T_{j}^{I}$ は, H騨の形の集合を含んでいることから, $(ACA)$ も成り立つ)
よって, 補題 215により, $\langle$I, $\{(T_{j}^{I})_{i}|i\in I,j\in J\}\rangle$ は $(ATR)$ を成り立たせる. あとは,

{(写)di\in I, $j\in J$} を適当に code することにより $S$ が得られる. 口

3 Kruskalの定理の $ATR_{0}$ における証明不可能性

定義 3.1半順序 $\leq$ をもつ有限集合 $T$ が finite tree であるとは, 次が成り立つことである.

$\bullet$ $T$ は最小元をもつ. (この元を $T$ の root とよぶ)
$\bullet$ 各 $b\in T$ に対し, $\{a\in T|a\leq b\}$ は $T$ の全順序部分集合.

定義 3.2 $T_{1},$ $T_{2}$ を finite tree とする. $T_{1}$ の乃への embedding とは, 1対 1写像 $f$ : $T_{1}arrow$

$T_{2}$ で, 任意の $a,$ $b\in T_{1}$ に対し, $f(a\wedge b)=f(a)\wedge f(b)$ となる写像のことである. ただし,
$a\wedge b$ とは, $a$ と $b$ より小さい元の中の最大元をあらわす. また, embedding $f$ : $T_{1}arrow T_{2}$

が存在するとき, $T_{1}\leq T_{2}$ とかく.

定理 2(Kruskal) finite tree の任意の無限恥 $\langle T_{k}|k<\omega\rangle$ に対し, ある的が存在して,
$i<j<\omega$ かっ $T_{i}\leq T_{j}$ となる.

証明. [5] 参照. 口

以下, $\mathcal{T}$ をすべての finite tree の集合とし, Kruskal の定理の主張を $WQO(\mathcal{T})$ とあらわ

す. また, $\mathrm{r}_{0}$ より小さい ordinal に対する notation system が well-ordered である, とい

う主張を $WO(\Gamma 0)$ とあらわす.

定義 3.3 primitive recursive mapping $\mathit{0}:\mathcal{T}arrow \mathrm{r}_{0}$ を次のように定義する. ($T\in \mathcal{T}$ に対

し, $T$ の元の個数を $|T|$ とかく)
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1. $|T|=1$ のとき, $o(T)=0$.
2. $|T|\neq 1$ のとき. このとき, root $(\tau)$ は, 有限個の immediate successor $b_{1},$

$\ldots,$
$b_{m}$

$(m\geq 1)$ をもつ. $T$ の subtree $T^{i}=\{c\in T|c\geq b_{i}\}$ とするとき, $o(T)$ を次のように

定義する. ($o(T^{1})\succeq o(T^{2})\succeq\cdots\succeq o(T^{m})$ としてよい)

$o(T)=\{$

$\beta$ , $m=1$ のとき

$\beta+\alpha$ , $m=2$ のとき

$\varphi(\alpha, \beta)$ , $m=3$ かつ $\beta\prec\varphi(\alpha, \beta)$ のとき

$\beta+\alpha$ , $m=3$ かつ $\beta=\varphi(\alpha, \beta)$ のとき

$\varphi(\beta, \alpha)$ , $m\geq 4$ のとき

ただし, $\beta=o(T^{1}),$ $\alpha=o(T^{2})$ である.

補題 3.4任意の $\alpha\prec\Gamma_{0}$ に対し, ある finite tree $T$ があって, $o(T)=\alpha$ となる.

証明. 任意の $0\prec\alpha\prec\Gamma_{0}$ に対して, $\alpha_{i},$
$\beta_{i}\prec\varphi(\alpha_{i}, \beta_{i})\preceq\alpha(1\leq i\leq n)$ を満たすよう

な ordinal $\alpha_{1},$
$\ldots,$

$\alpha_{n},$ $\beta 1,$

$\ldots,$
$\beta n$ が–意に存在して, $\alpha=\varphi(\alpha_{1}, \beta 1)+\cdots+\varphi(\alpha_{n}, \beta n)$ かつ

$\varphi(\alpha_{1}, \beta_{1})\succeq\cdots\succeq\varphi(\alpha_{n}, \beta_{n})$ とかけるので ([6] 参照), $o(T)$ の定義にしたがって, $T$ をつく

ればよい 口

補題 3.5 finite tree $T_{1},$ $T_{2}$ に対し,

$T_{1}\leq T_{2}arrow o(T_{1})\preceq o(T_{2})$ .

証明. Fo より小さい ordinal $\alpha,$
$\beta,$ $\alpha_{1,2}\alpha,$ $\beta_{1},$ $\beta 2$ に対して, 次の性質が成り立つ. ([6] 参照)

$\bullet$ $\alpha\preceq\beta$ ならば, $\beta\preceq\beta+\alpha\preceq\varphi(\beta, \alpha)$ .
$\bullet$ $\alpha\preceq\beta$ かつ $\beta\prec\varphi(\alpha, \beta)$ ならば, $\beta+\alpha\preceq\varphi(\alpha, \beta)\preceq\varphi(\beta, \alpha)$ .
$\bullet$ $\alpha_{1}\preceq\alpha_{2}$ かつ $\beta_{1}\preceq\beta_{2}$ ならば, $\varphi(\alpha_{1}, \beta_{1})\preceq\varphi(\alpha_{2}, \beta_{2})$.

これらの性質と $o(T)$ の定義よりわかる. 口

補題 3.6 $WQO(\mathcal{T})arrow WO(\Gamma 0)$ .

証明. $\Gamma_{0}$ より小さい ordinal の無限列 $\langle\alpha_{k}|k<\omega\rangle$ があって, $\alpha_{k}\succ\alpha_{k+1}(\forall k\geq 0)$ と

する. 補題 34より, finite tree のある無限列 $\langle T_{k}|k<\omega\rangle$ があって, $\mathrm{o}(T_{k})=\alpha_{k}$ となる.

方, Kruskal の定理により, ある $i<j$ があって, $T_{i}\leq T_{j}$ となるので, 補題 35により,

$o(T_{i})\preceq \mathrm{o}(T_{j})$ , すなわち, $\alpha_{i}\preceq\alpha_{j}$ となり, $\langle\alpha_{k}|k<\omega\rangle$ のとり方に矛盾する. 口
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定理 3 $ATR_{0}$ で Kruskalの定理は証明できない.

証明. もし, 証明できるとすると, 補題 36により, $ATR_{0}$ で $WO(\Gamma_{\mathit{0}})$ が証明できること

になるが, これは定理 1から得られた結果に矛盾する 口

定義 33と同様に, finite tree に $\Gamma_{\epsilon_{0}}$ までの ordinal を対応させることにより, 次の補題
が成り立つ. ([7] 参照)

補題 3.7 $WQO(\mathcal{T})arrow WO(\Gamma_{\mathcal{E}_{0}})$.

上の補題と次の定理により, AT烏で補題 36の逆, すなわち,

$WO(\mathrm{r}_{0})arrow wQO(\mathcal{T})$

は証明できないことがわかる.

定理 4 $a,$ $b\in M$ は超準元であるとし,

$M\models[a, b]$ は $\Gamma_{\epsilon_{0^{-}}}1\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{g}\mathrm{e}$

とする. このとき, ある cut $a\in I<b$ と $M$ で code される finite set $S$ があって,

$\langle$I, $\{S_{i}^{I}|i\in I\rangle$ $\models ATR$

ただし, $ATR$ とは, AT烏に full second-order induction を加えた体系である.

実際, 定理 4で得られたモデルでは, $WO(\Gamma_{\epsilon_{0}})$ は成り立たないので, 補題 3.7より, Kruskal
の定理は成り立たない. –方, $ATR$ の proof-theoretic ordinal は $\Gamma_{\epsilon 0}$ なので, $ATR$ のモ

デルで $WO(\Gamma 0)$ は成り立つ. すなわち,

$\langle$I, $\{S_{i}^{I}|i\in I\}\rangle$ $\models WO(\Gamma \mathit{0})+\neg WQo(\mathcal{T})$ .

よつて, 補題 36の逆は, AT瑞で証明できない.
また, 定理 4の証明は, 次の定義と補題から定理 1の証明と同様である.

定義 3.8集合 $H$ が $\omega$ -level nested $\Sigma_{1^{-AC}}^{1}$ hierarchy であるとは, 任意の $i>0$ に対して,
$H_{i}$ は $H_{<i}$ を含む $\Sigma_{1^{-AC}}^{1}$ の $\omega$ -model となることである.

定義 3.9 $A,$ $H$ は $M$ で code される集合とし, $A=\{a_{0}, \ldots, a_{k}\}$ ( $k$ は $M$ の超準元) とす
る. $A$ において $H$ は $\omega$ -level nested $\Sigma_{1^{-AC}}^{1}$ hierarchy を近似するとは, $0<i<a_{j}-1$ なら

ば, $\{a_{j+1}, \ldots, a_{k}\}$ において $H_{i}$ は $H_{<i}$ を含む $\Sigma_{1^{-AC}}^{1}$ の $\omega$ -model を近似することである.

補題 3.10 $M$ の部分集合 $C$ は $\Gamma_{\alpha}$ -large であるとする. このとき, $M$ で code される
$\alpha$-large set $A\subset C$ と $H$ が存在して, $A$ において $H$ は $\omega$ -level nested $\Sigma_{1^{-}}^{1}AC$ hierarchy
を近似する.
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$[1,2]$ では, ATRo の他に, 1階や 2階算術の多くの重要な体系に対して, ここで紹介した

方法を使って proof-theoretic ordinal を求めている. [3] では, ATRo と ID<。の関係につ

いて, [4] では, $PA$ のいろいろな部分体系の問の相対的な強さについて調べている. [5] で

は Kruskalの定理の $ATR_{0}$ における証明不可能性について述べているとともに, Kruskal

の定理のある拡張が, $\Pi_{1^{-c}}^{1}A_{0}$ で証明できないことについても述べている. また, [61では,

[5] における Kruskalの定理の $ATR_{0}$ における証明不可能性の証明の不備を訂正している.

[7] では, Kruskalの定理と Ackermann-ordinal の well-orderedness が同値であることを示

している.
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