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代数的整数論のシンポジウムにて、昨年に続き、 講演の機会を与えてい
ただいたことに、 深く感謝いたします。

ディオファントス問題と呼ばれる、 不定方程式の数論的解の考察などの
問題で、 非常に大切な役割を持つもののひとつに、 $\mathrm{S}$-Unit Equation という
ものがあります。

ここでは、S-Unit Equation の最近の発展、特に J.-H. Evertse, H.-P. Schlick-
ewei, W. M. Schmidt らによるこの数年間の進展を解説しました $[\mathrm{E}-\mathrm{S}\mathrm{c}\mathrm{h}1]_{0}$

1. Introduction

S-Unit Equation というものについて、 まず簡単に復習する。

Kを $\mathrm{Q}$ 上有限次の代数体、 $K^{*}=K-\{0\}$ とする。 $a_{1},$ $\cdots,$ $a_{n}\in I\iota’*$に対
し、 $x_{1},$ $\cdots,$ $x_{n}$を未知数とする方程式

$a_{1}x_{1}+\cdots+aX=1nn$ (1)

を考える。 ただし、
任意の non-empty subset $I$ of $\{1 \cdots n\}$ に対して、 その subsum は消えな

い、 つまり

$\sum_{i\in I}$

$aixi\neq 0$ (2)
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という条件を常に満たすとする。

$\mathrm{S}$ を Kの place の有限集合で、 無限素点をすべて含むものとし、 固定す
る。 $\mathrm{S}$ -単数とは、 $\mathrm{S}$ のそとで単数となるものとする。未知数 $x_{1},$ $\cdots,x_{n}$ を、 $K$

の単数群、 あるいは $\mathrm{S}$-単数群において考えるとき、 この方程式 (1) を Unit
Equation もしくは S-Unit Equation と呼ぶ。

S-Unit Equation (1) の解は有限であることが、 $n=2$ のときは Siegel に
よって示されている。 これには、 Roth の定理の少し弱い形である、 Thue-
Siegel の近似をもちいることは、昨年の筆者の講究録において解説してある。
$n=2$ のときの解の個数の評価は、 J. H. Evertse によるものが Best known
(1984, [E1]) で、 その評価の数についても述べてあるが, $s$ を Sの cardinality
としたとき、 3 $\cross$ 74s以下、 という評価であり、 $s$ 以外の何の情報にも依らな
い。 たとえば、係数 $a_{1},$ $a_{2}$にも、 Sの中身の places にもよらない。 もちろん、
$s\geq[K:\mathrm{Q}]/2$ なのだから、 $[K:\mathrm{Q}]$ には依ることになる。 また、 $n>2$ では
open だが、 $n=2$ のときなら、 Baker の方法で effective な解の評価がわかっ
ている。

一般の旧こついては、その有限性はW. M. Schmidt の Subspace Theorem
から得られ、 その解の個数の評価を初めて計算したのは、 H. P. Schlickewei
(1990, [Sch12]) である。 その後この個数の評価は、 改良され、 一般の $n$ につ

いても、 Best known の記録をもっているのが、Evertse $(1995,[\mathrm{E}41)_{\text{、}}$ その評
価についても昨年の講究録に述べてある。

さて、 本稿では、次のような考察を行う。

この S-Unit Equation (1) の解の有限性の証明の際、 S-単数群の性質とし
て用いられているのは、有限生成である、 という事実なのである。 したがっ
て、 S-単数群に限らず、 $K^{*}$の有限生成なる乗法部分群 $G$ に対しても、 同じ
性質が成り立つに違いないという、 素朴な見方ができる。 この洞察は実際正
しく、 Evertse (1984, [E2]) と、 van der Poorten $-$ H. P. Schlickewei (1991,
[$\mathrm{P}$-Schl] $)$ の結果があり、証明にはやはり、 Schmidt の Subspace Theorem を

用いる。

このような素朴な洞察をさらに続けて、 どのような場合に、 (1) の形の方
程式の解の有限性の証明が可能なのか、その必要十分条件の決定、 とまでは
いかなくても、未知数の集合をできるだけ広く考えたい、 という試みを行お
う。 また、 係数についても、 実際に代数的数であることを、 どこまで使って
いるのか、群論的のような見方をしているとはいえないのか、 など、 あれこ
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れ見直してみよう。

さらに、それぞれの場合で解の個数や、高さの評価が得られるならば、そ
れが何に依っているのか、新しい dependence が得られないのか、 な Eの問
題に関し、 以下、 最近の結果について、順を追って紹介していく。

なお、 ここで–応説明しておくが、何かが有限個である、 としかわから
ない主張は、 あまり説得力がない、 という反論をかうことが多い。 この場合、
その有限集合の元が、 explicit すなわち実際に全部書き下せるのならば、 理
想的であるのだが、そうもいかないとき、 effective つまり理論的には、全部
書き下すことが可能である、 という主張が、 望ましい。

しかし、 それさえ言えない場合は、解の個数の上からの評価というのは、
この有限個なる性質の、あいまいでない主張として役に立っているといえる。
したがって、解の個数の上からの評価がわかっても、解を知ることは出来な
いのだから意味がない、 とはいえない。第–、解の個数なるものが、少なく
とも何を用いて書けるのか、はっきりわかるだけでも、楽しいのであります。

2. Notations and results

$K=\mathrm{Q}$ 上有限次の代数体
$|\cdot|_{\infty}=|\cdot|=\mathrm{Q}$ の通常の絶対値 ’

$|\cdot|_{\mathrm{p}}=\mathrm{Q}$ のか adic absolute value で素数 $P$ に対して $|p|_{p}=1/P$ を満たす
よう normahized されたもの

$M(K)=$ { $\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{C}\mathrm{e}\mathrm{S}$ of $K$ }
$M^{\infty}(K)=\{\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{C}\mathrm{e}\mathrm{S}\in M(K)\}$

$M_{f}(K)=$ { $\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{e}$ places $\in M(K)$ }
$K_{v}=\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}$ completion of $K$ at a place $v\in M(K)$ とおく。
$v\in M(K)$ に対して $v$ が素数 $P$ の上にあるとき国 v $=$ 国 p for $x\in \mathrm{Q}$ と

なるよう絶対値 $|\cdot|_{v}$ を定める。
$\overline{\mathrm{Q}}=\mathrm{Q}$ の $\mathrm{C}$ 内の algebraic closure とし、
$v\in M(K)$ に対して $||\cdot||_{v}:=|\cdot|_{v}^{d(v)}$ 但し $d(v)=\mathrm{L}^{K_{v}\mathrm{Q}}A[K:\mathrm{q}]^{1}$ を Kvの algebraic

closure $\overline{K_{v}}$ へ延長し、 $\overline{K_{v}}$ 内への Qの埋め込みをを選んで固定してやれば、 $\overline{\mathrm{Q}}$

上の絶対値 $||$ . Lが定まる。
さて、 高さを定義する。 $\mathrm{x}=(x_{1}\cdots x_{n})\in\overline{\mathrm{Q}}^{n}$をとる。
この $\mathrm{x}$ に対して、 $K$を x\in Knなる代数体として--つとる。 $v\in M(K)$ に

29



対して、 $|| \mathrm{x}||_{v}=\max(||x_{1}||_{v}\cdots||x_{n}||_{v})$ とおき、 $\mathrm{x}$ の高さを

$H( \mathrm{x}):=\prod_{(v\in MK)}||\mathrm{x}||_{v}$

と定義する。
Product Formula および Extension Formula から、 Kのとりかたは関与

しないことに注意する。
Sを infinite places 全部を含む、 Kの place の有限集合とし、 S整数の集

合を
$O_{S}=$ { $x\in K:||x||_{v}\leq 1$ for $v\in M(K)-s$} $\text{、}$ S単数群を
$Us=\{x\in K:||x||_{v}=1$ for $v\in M(K)-^{s\}}$ とおく。
$G=K^{*}$の有限生成なる乗法部分群とする $\sim_{1},$ $\cdots,$ $a_{n}\in K^{*}$を係数 dl, , , $x_{n}\in$

$G$ を未知数とする、 (2) の条件を満たす方程式

$a_{1}x_{1}+\cdots+a_{n}x_{n}=1$ (3)

を考える。
$G$ の free part のランクを $r$ とおく。
Schlickewei #2. Parametric subspace theorem (Quantitative version $\ovalbox{\tt\small REJECT}\mathrm{h}$

1996, [Schl 5] $)$ というものを導入し、それにより、 次の結果を得た。

定理 1 (Schlickewei, [Schl 7], to appear)

(3) の解は有限個で、個数は

$2^{2^{26n}}\cdot 216n^{4}r+4n^{2}r2..d^{6(}nr+1)2$

個以下である。 ただし、 $d=[K$ :Ql である。

Evertse による Roth のレンマの改良 [E4] を用いて、 Schlickewei は定理 1
の評価を改良し、 その後、 Schlickewei と Schmidt はさらに改良して

$(2d)41n^{3}rrn^{2}r$

を得た $[\mathrm{S}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{l}- \mathrm{S}\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{m}]\circ$

ここで (3) の $n=2$ のときを考える。 Schlickewei は、 (3) に対して、 しば
らく未解決予想であった、 解の個数は $n$ と rだけに依る、 ということを証明
した $[\mathrm{S}\mathrm{c}\mathrm{h}15]_{\circ}\text{し}$かも、 $G$ として、 $K^{*}$に限らず、 $\mathrm{c}*$の有限生成乗法群 (有限
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r個の free part に、 torsion の積も許す) であっても、 よいという主張を示し
た。 また、 係数の範囲もひろげた。
具体的には次の評価となる。

定理 2 (Schhckewei [Sch18], to appear)

$G$ を $\mathrm{c}*$の有限生成乗法部分群、 $n=2$ とする。 また、 $a_{1},$ $a_{2}\in \mathrm{C}^{*}$ とする。
このとき、 (3) の解の個数は

$2^{2^{26}+9}r^{2}$

個以下である。

これはその後、 Schlickewei-Schmidt (to appear, [Schl-Schm]) によ
り、 $2^{14r+632r}r$ 個以下に改良された。また、F. Beukers-Schlickewei (1996, [Be-
Schl]) は、 hypergeometric functions を用いた方法で、 $2^{16(r+1}$ ) という bound
を得ている。 E. Bombieri, J. Mueller, M. Poe らの、 別の方法での bound も
存在する $(1997, [\mathrm{B}\mathrm{o}-\mathrm{M}- \mathrm{P}_{\lrcorner}^{1})$

。

3. Absolute bound

ここでは、 Schlickewei の Quantitative Parametric Subspace Thorem に
対し、 Evertse と Schhickewei が、代数体の Discriminant によらない評価を出
したことと、 その S-Unit Equation への応用について述べたい。

Kを $\mathrm{Q}$ 上 $d$ 次の代数体とし、 Discriminant は $D_{K}$であるとする。 $v\in$

$M(K)$ に対して、 $||\cdot||_{v}$ を $K_{v}$まで延長しておく。今までと同じ、 place の有
限集合 $S$ に対し、 $S^{f}$ を Sの finite places 全体、 つまり $S=S^{f\infty}\cup M(K)$ な
るものとする。

$v\in S$に対し、 $L_{1}^{(v)}\cdots L_{n}^{()}v$ を Kv係数の linearly independent linear forms
in $X_{1}\cdots X_{n}$とおく。 $Q\geq 1$ を実数とし、 $\mathrm{c}=(c_{iv} : v\in s, i=1\cdots n)$ を実
数の組とし、

$\Pi(Q, \mathrm{c})=\{\mathrm{X}\in O_{S}^{n}$ : $||Li(\mathrm{t}^{v})\mathrm{x})||_{v}\leq Q^{\alpha v}$

但し $v\in S,$ $i=1\cdots n$ とおく。
実数\mbox{\boldmath $\lambda$} $>0$ に対して、 .

$\lambda\Pi(Q, \mathrm{c}):=\{_{\mathrm{X}\in}O_{s}n$ :
$||L_{i}^{()}v(\mathrm{X})||_{v}\leq\lambda d(v)Qc:_{V}(v\in M^{\infty}(K), i=1\cdots n)$ ,
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$||L_{i}^{(v)}(\mathrm{X})||_{v}\leq Q^{c_{v}}\cdot.(v\in SJ, i=1, \cdots, n)\}$ ,
ただし $d(v)=1/d$ if $\mathrm{A}_{v}’=\mathrm{R},$ $d(v)=2/d$ if $K_{v}=\mathrm{C}$ とする。
The i-th successive minimum $\lambda_{i}=\lambda_{i}(Q, \mathrm{c})$ of $\Pi(Q, \mathrm{c})$ とは、 $\lambda\Pi(Q, \mathrm{c})$

が $i$ 個の linearly independent vectors を含むようなすべての\mbox{\boldmath $\lambda$} $>0$ の下限と
して定義される。

$\Delta=\prod_{sv\in}||\det(L_{1}(v)\ldots L_{n}(v).)||_{v}$

$6=-( \sum\sum Cniv)$

$v\in S$ 仁 1

とおく。

さて、 次に述べる結果は、 D. Roy-J. Thunder( $1996,$ [R-Thl]) によるも
のである。 Fを Kの finite extension とし、 $S_{F}$ を、 places of $F$ で Sの上に

あるもの全体とする。 $\mathit{0}_{s_{F}}$ は Osの integral closure in Fである。 各 $v\in S_{\text{、}}$

$w\in S_{F},$ $w|v$ に対し、 linear forms $L_{i}^{(w)}$ と実数 $c_{iw}$ を次のように定める。

$L^{(w)}i=Li(v)$ , $c_{iw}=d(w|v)\cdot c_{iv}\cdot(i=1\cdots n)$

但し $d(w|v)=\cup F_{w}.:_{K]}[F\cdot K_{v}$である $\circ$

$\Pi_{F}(Q, \mathrm{c})=\{\mathrm{x}\in \mathit{0}_{S}^{n_{F}}$ : $||L_{i}\mathrm{t}^{w}\rangle$ $(\mathrm{x})||w\leq Qc:w$

ただし $w\in S_{F},$ $i=1\cdots n$ と定める。 さて、 Kの finite extensions $F,$ $E$ で

$F\subseteq$ Eなるものについては、 $\Pi_{E}(Q, \mathrm{C})\cap F^{n}=\Pi_{F}(Q, \mathrm{c})$ である。 ここで、
$\mathrm{I}\mathrm{I}(Q, \mathrm{c})$ の algebraic closure を

$\overline{\Pi}(Q, \mathrm{c})=F\supseteq\cup K\mathrm{I}\mathrm{I}p(Q, \mathrm{C})$

と定義する。
$K$のすべての finite extension $F$と、 実数\mbox{\boldmath $\lambda$} $>0$ に対して、
$\lambda\Pi(Q, \mathrm{c})=\{\mathrm{x}\in o_{S}n$ :
$||L_{i}^{(w)}(\mathrm{x})||_{w}\leq\lambda^{d(w})Q^{c_{w}}\dot{\cdot}(w\in M\infty(K), i=1, \cdots n)$

$||L_{i}^{()}w(\mathrm{X})||_{w}\leq Q^{\mathrm{C}}\cdot.w\}(w\in s_{F}^{f}, i=1, \cdots n)\}$,
ただし $d(w)= \frac{1}{[F:\mathrm{Q}]}$ if $F_{w}=\mathrm{R},$ $d(w)= \frac{2}{[F.\mathrm{Q}]}$. if $F_{w}=\mathrm{C}$ とする。
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さて� (Q, c) の i-th successive minimum $\overline{\lambda}_{i}=\overline{\lambda}_{i}(Q, \mathrm{c})$ とは、 $\lambda\overline{\Pi}(Q, \mathrm{c})$ が、
$i$ 個の hnearly independent vectors from $\overline{o_{s}}$を含むような、 すべての\mbox{\boldmath $\lambda$} $>0$

の下限として定義される。

定理 3 (Roy-Thunder, 1996 [R-Thl])

$\overline{\Pi}(Q, \mathrm{c})$ はちょうど $n$個の successive minimumで、次を満たすものをもつ。
$0<\overline{\lambda}_{1}\leq\cdots\leq\overline{\lambda}_{n}<\infty$ かつ、

$n^{-n/2}\Delta Qs_{\leq\cdots\overline{\lambda}_{n}}\overline{\lambda}1\leq en(n-1)/4\Delta Q^{\delta}$

この、 どこにも Discriminant の登場しない successive minimum の存在定
理を用いると、 次の定理 4が証明できる。

$K$, Sは上述のものとし、 $L_{i}^{(v)}(v\in S, i=1\cdots n)$ を linear forms で以下
の性質を満たすものとする。

Hは正数とする。
$v\in S$に対し、 $\{L_{1}^{(v)\ldots(}L_{n}v)\}$ は K係数 変数が $X_{1}\cdots$ Xnの linearly in-

dependent なる–次形式であり、 $L_{i}^{(v)}$の係数ベクトルの高さ $H(L_{i}^{(v)})$ につい

て、 $H(L_{i}^{(v)})\leq H,$ $||L_{i}^{(v)}||_{v}=1$ for $v\in S,$ $i=1\cdots n$ が満たされ、 さらに、
$\{L_{1}^{(v)\ldots(}Lv)\}n(v\in S)$ のなかに、 ちょうど R個の異なる集合があるとする。
加えて、 $\mathrm{c}=(c_{iv} : v\in s, i=1\cdots n)$ を実数の組としたとき、

$\sum_{v\in s}\sum_{i=}n1c_{iv}\leq-\delta$

ただし $0<\delta<1_{\text{、}}$

$v \in\sum_{s}\max(c_{1nv}v\ldots c)\leq 1$

が成り立っているとする。今

$\Delta=\prod_{v\in S}||\det(L_{1}(v)\ldots L_{n}(v))||_{v}$

とおく。
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0. $3\mathrm{c}\mathrm{m}$

定理 4 (Evertse-Schlickewei, to appear [E-Schl])

$b\leq 4^{(n+5)^{2}}\delta^{-n-3}\log 4R\cdot\log(\delta-1\log 4R)$

なる、 $\overline{\mathrm{Q}}$の proper linear subspaces $T_{1}\cdots T_{b}$ で、次を満たすものが存在する。

$Q \geq\max(H, (n^{n/1}2\Delta^{-})^{2/\mathit{5}})$

を満たす全ての $Q$ に対して、

$\overline{\Pi}(Q, \mathrm{c})\subset T_{i}$

なる $i\in\{1\cdots b\}$ が存在する。

そして、 この定理 4から、 次の定理 5が示せる。

定理 5 ( $\mathrm{E}_{\mathrm{V}}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{t}_{\mathrm{S}\mathrm{e}_{-}}\mathrm{S}\mathrm{C}\mathrm{h}\iota \mathrm{i}_{\mathrm{C}}\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{w}\mathrm{e}\mathrm{i}-\mathrm{s}_{\mathrm{C}}\mathrm{h}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{d}\mathrm{t}$ , to appear [E-Schl-Schm])

$G$ として $\mathrm{c}*$のランク $r$の有限生成乗法群とする。 $a_{1}\cdots a_{n}\in \mathrm{c}*$をとる。
このとき、 (2) を満たす (3) の解は、 高々

$c(n)^{r+2}$

個である。 ただし、
$c(n)=\exp((6n)^{4n})$ 。

つまりここで、 (2) を満たす (3) の解の個数は、 $n$ と $r$のみを用いて表さ
れ、 それ以外には、 $d$ を用いる必要のないことが証明された。
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