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概要

量子力学では, 非可換な物理量を同時に測定することは不可能であると言われる. これは数学的には非可換な
物理量の同時対角化が不可能であることに起因する. 本論文では, POVM(正作用素値測度) を用いて同時測定を緩
い条件で定式化し, その上でその同時測定の共分散の下限を与える. 本稿で与える下限は Holevo [3] により与えら
れた下限よりも良く, 長岡 [5] により 2つの物理量の同時測定のときに与えられた下限の–般化になっている. な

お, 物理量の同時測定の定式化には様々な方法があり, あくまでもここで述べられるものはそのうちの 1つである.

1 $.\text{問題の定式化}$

$\mathcal{H}$ を対応する量子系の表現空間とする. このとき測定対象となる量子系の状態は $\mathcal{H}$ 上の非負定値で trace か q

となる自己共役作用素 $S$ で表される. そして, 状態の集合を $S(\mathcal{H})$ で表し, そのような $S$ のことを密度演算子と
呼ぶことにする. 一般に量子系の測定値のなす集合が $\Omega$ であるとき, 測定は次の条件を満たす $\mathcal{F}$ 上の $\sigma$-algebra
$\mathcal{F}(\Omega)$ から $\mathcal{H}$ 非負定値な自己共役作用素への写像 $M$ で与えられる.

$\mathrm{o}$ $\forall B\in \mathcal{F}(\Omega)$ $M(B)=M(B)^{*}\geq 0$ (self-adjoint 非負定値),
$\mathrm{o}$ $M(\emptyset)=0,$ $M(\Omega)=\mathrm{I}$ ,

$\circ$ $B_{i}\cap B_{j}=\emptyset(\mathrm{i}\neq j)$ を満たす加算個の集合列 $\{B_{j}\}\subset F(\Omega)$ に対し $\sum_{j}M(B_{j})=M(\bigcup_{j}Bj)$ .

このような条件を満たす $M$ は正作用素値測度 (Positive Operator-Valued Measure, POVM) と呼ばれ, 量子系で
情報理論や統計的推測を展開するための基礎的概念となる. そして, 状態 $S$ を測定 $M$ で測定したときに測定値が
$B\in F(\Omega)$ に含まれる確率は Tr $SM(B)$ で与えられる. さらに任意の $B\in \mathcal{F}(\Omega)$ にたいして $M(B)$ が $H$ 上の射

影であるとき, $M$ は射影値測度 (Projection-Valued Measure, PVM) と呼ばれる. そして以下の $\mathrm{N}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{k}\vee$ の拡張

定理 [6] により, 任意の POVM はより広い空間上の PVM と見なすことが可能となる.

定理 1($\mathrm{N}\mathrm{a}\check{\mathrm{i}}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{k}$ の拡張定理) 任意の $\mathcal{H}$ 上の POVM $M$ に対して, 以下の条件を満たす $\mathcal{H}$ を含む Hilbert 空間
$\mathcal{H}’$ と $\mathcal{H}’$ 上の $PVME$ が存在する.

$PE(B)P=M(B)$ , $\forall B\in \mathcal{F}(\Omega)$ .

ただし, $P$ は $H’$ から $\mathcal{H}$ への射影を表す.

今後上記の条件を満たす $(\mathcal{H}’, P, E)$ の組を $M$ の N%mark 拡張と呼ぶことにする. そして量子力学系では物理量
は $\mathcal{H}$ 上の自己共役作用素 $X$ で表される. 今後物理量とそれに対応する自己共役作用素 $X$ を同–視することにす
る. そして物理量 $X$ の測定は以下の条件を満たす POVM $M$ と考えることができる.

$X= \int_{\mathrm{J}\mathrm{R}}XM(dx)$ . (1)

条件 (1) の下で状態 $S\in S(7\{)$ に測定を行ったときの分散は

$\int_{\mathrm{R}}x^{2}\mathrm{T}\mathrm{r}(M(dX)S)-(\mathrm{T}\mathrm{r}xS)^{2}$
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となる. (1) を満たす POVM $M$ について

$\prime 0\leq\int_{\mathrm{R}}(x-x)$ Tr $M(dx)(x-x)= \int_{1\mathrm{R}}\dot{x}^{2}$ Tr $M(dx)-^{x^{2}}$

となる. したがって任意の状態 $S\in S(\mathcal{H})$ について

$\int_{1\mathrm{R}}x^{2}\mathrm{T}\mathrm{r}(M(dX)s)\geq \mathrm{T}\mathrm{r}X^{2}S$ . (2)

となる. 任意の状態 $S\in S(\mathcal{H})$ について (2) で等号が成立するために必要十分条件は $M$ が $X$ のスペクトル分解
$Ex$ になるときである. したがって, 物理量 $X$ の測定は $X$ のスペクトル分解 $Ex$ で考えればよい. 次に複数の物
理量 $\mathrm{X}:=$ $(X_{1}, \ldots , X_{d})$ の同時測定を考えてみることにする.

$X_{i}= \int_{1\mathrm{R}^{d}}x_{i}M(dx)$ . (3)

を満たす PVM $M$ を X の回時測定と定義したい所であるが, X の各要素が可換でないと (3) を満たす PVM $M$ は

存在しない. しかし (3) を満たす POVM $M$ lま存在するので (3) を満たす POVM $M$ を X の同時測定 (Simultaneous
Measurement, $\mathrm{S}\mathrm{M}$) と呼ぶことにする. X の同時測定 $M$ の共分散行列は

$\int_{\mathrm{R}^{d}}$ xixj Tr $SM(dx)-(\mathrm{T}\mathrm{r}x_{i}S)(\mathrm{T}\mathrm{r}Xjs)$. (4)

で与えられる. 1つ目の物理量 $X_{1}$ の分散を最小化すると 2つ目以降の物理量の分散が大きくなり, trade-off の関
係になっている. 従って以下では X の同時測定の範囲での共分散行列の対角和の最小化を扱うことにする. まず
(4) の第 1項を $\mathrm{v}(S, M):=[v_{i,j}(s, M)]$ で表し, $C(S, M):=\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{v}(s, M)$ とおくことにする. 従って以下の量を求
めることが本稿の目的となる.

$C(S, \mathrm{X}):=\inf${$c(s,$ $M)|M$ は X の同時測定}. (5)

ここで以下の節の内容を簡単に触れておくことにする. \S 2では本論文で必要となる作用素値行列に関する準備を
行う. \S 3では作用素値行列を考えることによって容易に得られる $C(S, \mathrm{X})$ の 2つの下限 $C^{1}(S, \mathrm{X}),$ $c2(S, \mathrm{X})$ を導
入する. \S 4ではその 2つの下限を線形計画的見地から分析する. $c^{2}(s, \mathrm{x})$ については具体的な解が得られる. そ
して $C^{1}(S, \mathrm{x})$ については線形計画的見地から問題の書き換えを行う. ここで行われる問題の書き換えは後の節の
証明で用いられる. また $d=2$ については以前に長岡 [5] によってなされた結果と –致していることを示す.

\S 5では i.i.d. 拡張を考えたときの 2つの下限の漸近的挙動を扱う. \S 6では 2つの下限が--致するための必要十
分条件を扱う. \S 7では POVM に対して条件 (3) に加えて各自野共役作用素 $X_{i}$ の線形結合の射影分解を確率的
に行うものに限るという条件を加えたときの考察をする. その上でこの条件の下でり最適解と \S 3で導入した下限
$C^{1}(S, \mathrm{x})$ が–致するための必要十分条件を扱う. 最後に \S 8ではいくつかの具体例について扱った. なお,\S A では

\S 4で述べられる定理 4の証明を行った. \S B では \S 5で必要となる補題を証明した. \S C では主に \S 6 \S 7で必要と
なる作用素値行列に関するいくつかの補題を証明した.

2 作用素値行列に関する準備

$C(S, \mathrm{X})$ の評価のためには以下に導入する作用素値行列を用いると便利である. 本稿では作用素に値を持つ行
列を太い大文字を用いて A $=[A_{i,j}]$ (各 $A_{i}$ ,戸は $\mathcal{H}$ 上の作用素) と表すことにする. そして, A の転置行列は
${}^{t}\mathrm{A}=[A_{j,i}]$ で与えられ, その共役行列は $\mathrm{A}^{*}=[A_{j,\mathrm{i}}^{*}]$ で与えられる. そして $\mathrm{A}={}^{t}\mathrm{A}$ となるとき自己転置と呼び,
$\mathrm{A}=\mathrm{A}^{*}$ となるとき自己共役と呼ぶことにする. また $\mathrm{A}=-{}^{t}\mathrm{A}$ なるとき反自己転置と呼び, $\mathrm{A}=-\mathrm{A}^{*}$ となると

き反自己共役と呼ぶことにするさらに任意の作用素値行列 A は

$\mathrm{A}=\mathrm{G}‘(\mathrm{A})+\mathfrak{U}(\mathrm{A})$ , 6(A) $:= \frac{1}{2}(\mathrm{A}+^{t}\mathrm{A})$ , $\mathfrak{U}(\mathrm{A}):=\frac{1}{2}(\mathrm{A}-^{t}\mathrm{A})$

97



と自己転置行列と反自己転置行列の和に分解できる.
さらに本稿では複素数に値を持つ行列を太い小文字を用いて a $=[a_{i,j}]$ と表すことにする. そして次の式が成り

立つことが容易に分る. ${}^{t}(T\otimes \mathrm{a})=(T\otimes {}^{t}\mathrm{a})$. なおテンソル積を取るときには左側に $\mathcal{H}$ 上の作用素右側に複素数

に値を持つ行列を書くことにする. さらに 1 $\mathrm{x}d$ の作用素値行列 $\mathrm{P}_{i}$ を以下のように定義する.

$\mathrm{p}_{i}:=$ $(00 \ldots \mathrm{I}...0)^{*}$ . (6)

以下では次のように集合を定義する.

$B(\mathcal{H})$ $:=$ { $\mathcal{H}$ 上の有界作用素}

$\mathcal{T}(\mathcal{H}):=.${ $\mathcal{H}$ 上の trace class 作用素}

$B_{sa}(\mathcal{H})$ $:=\{A\in B(7\{)|A$ は自己共役作用素}

$B_{Sa}^{+}(\mathcal{H})$ $:=\{A\in B_{sa}(\mathcal{H})|A\geq 0\}$

$\mathcal{T}_{\epsilon a}(H)$ $:=B_{\epsilon a}(\mathcal{H})\cap\tau(^{\gamma t})$

$\mathcal{T}_{Sa}^{+}(?\{)$ $:=B+(sa\mathcal{H})\cap\tau(\mathcal{H})$

さらに, 作用素値行列の集合は $H\otimes \mathbb{C}^{d}$ 上の線形作用素とみなすことによって, $\mathcal{B}(\mathcal{H}\otimes \mathbb{C}^{d})$ 等で表すことができる.

$B_{st}(\mathcal{H}\otimes \mathbb{C}^{d}):=$ { $\mathrm{A}\in B(\mathcal{H}\otimes \mathbb{C}^{d})|\mathrm{A}$ は自己転置}

$B_{Sa,\mathit{8}t}(H\otimes \mathbb{C}^{d})$ $:=B_{sa}(\mathcal{H}\otimes \mathbb{C}^{d})\mathrm{n}B_{\mathit{8}}t(\mathcal{H}\otimes \mathbb{C}^{d})$

$\mathcal{B}_{sa,St}^{+}(?\{\otimes \mathbb{C}d)$ $:=\mathcal{B}^{+}(8a\mathcal{H}\otimes \mathbb{C}^{d})\mathrm{n}\mathcal{B}_{s}t(\mathcal{H}\otimes \mathbb{C}^{d})$

.
$B_{at}(\mathcal{H}\otimes \mathbb{C}^{d}):=${ $\mathrm{A}\in B(H\otimes \mathbb{C}^{d})|\mathrm{A}$ は反自己転置}

この他, $B_{\epsilon a,Si}(?\mathrm{f}\otimes \mathbb{C}^{\dot{d}})$ も同じように定義する. さらに $\mathcal{T}_{et}(\mathcal{H}\otimes \mathbb{C}^{d}),$ $\mathcal{T}_{sa},st(\mathcal{H}\otimes \mathbb{C}^{d})\mathcal{T}_{\mathit{8}a}^{+},t(sH\otimes \mathbb{C}^{d})\tau_{at}(H\otimes$

$\mathbb{C}^{d})\mathcal{T}_{\mathit{8}a,s}t(\mathcal{H}\otimes \mathbb{C}^{d})$ も同じように定義する.

また,作用素 $A$ の値域を $\mathcal{R}(A)$ , Kernel を $\mathcal{K}(A)$ で表すことにする. そして $\mathcal{H}$ の閉部分空間 $\mathcal{H}’$ への射影を Pん

で表すことにする.
最後に trace について若干の準備をしておく. 本稿では既に見たように単に $\mathcal{H}$ 上の作用素の trace は大文字の

Tr を用いて表してきた. 従って, 作用素値行列 A に対しては Tr を次のように定義する.

Tr A $:=$ [Tr $A_{i,j}$ ]

そして複素数に値を持つ行列 $\mathrm{a}=[a_{i_{J}},’]$ の trace は太い小文字の $\mathrm{t}\mathrm{r}$ で数のように表すことにする. $\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{a}:=\sum_{i=1}dai,i$ .

従って作用素値行列 A を $\mathcal{H}\otimes \mathbb{C}^{d}$ 上の作用素としてみたときの trace は $\mathrm{T}\mathrm{r}\otimes \mathrm{t}\mathrm{r}$ で与えられ, 簡単のため Tr で

あらわすことにする.

3 作用素値行列による下限

前節で準備した作用素値行列の言葉を用いて $\mathrm{x}:=(x_{1}, \ldots, x_{d}.)\in \mathbb{R}^{d*}$ と表すと, $M$ が X の同時測定であるた

めの条件式は以下のように書き直される. ( $\mathbb{R}^{d}$ は縦ベクトルの集合を $\mathbb{R}^{d*}$ は横ベクトルの集合を表すとする)

$\int_{\mathrm{R}^{d}}M(d\mathrm{x})\mathrm{I}\otimes \mathrm{x}=\mathrm{x}$ . (7)
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そして以下の作用素不等式が常に成り立つ.

$\int_{\mathrm{R}^{d}}(\mathrm{X}-\mathrm{I}\otimes \mathrm{x})*M(d\mathrm{x})(\mathrm{X}-\mathrm{I}\otimes \mathrm{X})\geq 0$ . (8)

$M$ が X の同時測定であるときは, (7) を用いて (8) を整理すると次の定理を得る.

定理 2 $M$ が X の同時測定であるとき次の不等式を得る.

$\mathrm{V}(M)\geq$

.
$\mathrm{x}^{*}\mathrm{x}$ . (9)

ただしここでは $\mathrm{V}(M)$ を以下のように定義した.

$\mathrm{V}(\dot{M}):=\int_{\mathrm{R}^{d}}(\mathrm{I}\otimes \mathrm{X})^{*}M(d_{\mathrm{X}})(1\otimes \mathrm{X})$.

ここで $\mathrm{V}(M)$ を用いると $\mathrm{v}(S, M)$ は $\mathrm{v}(S, M)=\mathrm{T}\mathrm{r}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{V}(M)(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})$ と書け, $C(S, M)$ は

Tr $(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{V}(M)(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})$ と書ける. さらに定理 2から次の不等式が得られる. $\cdot$

$(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{V}(M)(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\geq(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{X}^{*}\mathrm{x}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})$ on $\mathcal{H}\otimes \mathbb{C}^{d}$ .
$\text{従^{}\backslash }$って, 作用素値行列 $(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{V}(M)(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})$ は自己共役かつ自己転置であることから $C^{1}(S, \mathrm{x})$ を (11) のよ
うに定義すると, 次の不等式を得る.

$C(S, \mathrm{X})\geq C^{1}(S, \mathrm{x})$ , (10)

ただし,

$C^{1}(S, \mathrm{X}):=\inf\{\mathrm{T}\mathrm{r}\mathrm{V}|\mathrm{V}\in \mathcal{T}_{sa,st}(\mathcal{H}\otimes \mathbb{C}^{d})$ , $\mathrm{V}\geq(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{x}^{*}\mathrm{X}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\}$ . (11)

と定義した. (11) で定義した下限 $C^{1}(S, \mathrm{X})$ を第 1下限 (Firs,$\mathrm{t}$. bound) と呼ぶことにする. しかし, 今定義した第
1下限 $C^{1}(s, \mathrm{x})$ は計算がかなり難しく, 見通しが悪いことが多い. ここで第 1下限 $c^{1}(s, \mathrm{x})$ を下から押さえら
れ, かつ計算が容易な下限 $C^{2}(S, \mathrm{X})$ を以下のように導入する.

$C^{2}(S, \mathrm{X}):=\inf\{\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{v}|\mathrm{v}\in \mathcal{T}_{sa,st}(\mathbb{C}^{d})$, $\mathrm{v}\geq?\mathrm{k}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{x}^{*}\mathrm{X}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\}$ . (12)

第 1下限 $C^{1}(S, \mathrm{X})$ の条件式を満たす V に対して $\mathrm{v}:=\mathrm{T}\mathrm{r}\mathrm{V}$ とおくと, $C^{2}(S, \mathrm{X})$ の条件を満たすことから,

$C^{1}(S, \mathrm{x})\geq C^{2}(S, \mathrm{X})$ (13)

を得ることが分る. 今後 $C^{2}(S, \mathrm{x})$ を第 2下限 (Second bound) と呼ぶことにする. この第 2下限 $C^{2}(S, \mathrm{x})$ は

[3, 1, 2] などで示されている不等式から容易に導けるがここでは, 第 1下限 $C^{1}(S, \mathrm{x})$ の自明な下限として導いた.
そして (10) の等号成立に関連して以下の定理が証明できる.

定理 3 $\mathcal{H}$ 上の有界自己共役作用素の列 $\mathrm{X}=(X_{1}, \ldots, X_{d})$ とする. $H$ 上の自己共役かつ自己転置な作用素値行
列 V が以下の条件を満たすとする. $\mathrm{r}\mathrm{V}-\mathrm{x}*\mathrm{x}$ が正定値かつ, $\mathrm{V}-\mathrm{X}^{*}\mathrm{X}$ の逆元が有界である」このとき次
の条件を満たすように $\mathcal{H}$ を含む ffilbert 空間 $\mathcal{H}’$ と $H’$ 上の自己共役作用素の列文 $=$ $(X_{1}, \ldots ,\tilde{X}_{d})$ が取れる.
$[\tilde{X}\dot{.},\tilde{X}_{j}]=0$ かつ $P\tilde{X}_{i}P=X_{i}$ . ただし, $P$ は自己共役な $\mathcal{H}’$ から $\mathcal{H}$ への射影とする.

しかしながら残念なことに, 上記の条件を満たす有界な作用素の列又が存在することは証明できていない. 現在
のところ,H の次元が有限であっても –般的には $7t’$ の次元が無限になる場合でしか上記の条件を満たす,文が構
成できていない. およらく, 一般には $C(S, \mathrm{X})$ と $C^{1}(S, \mathrm{x})$ は–致しないと思われる. この事情は \S 6の末尾でも
う少し深く触れる. なお,H’ の次元が無限になる場合では, $\tilde{\mathrm{X}}$ の同時スペクトル分解が存在するための必要十分条
件は $1^{\mathrm{e}\mathrm{x}}\mathrm{p}(\sqrt{-1}t\tilde{X}i),$ $\exp(\sqrt{-1}s\tilde{X}_{j})]=0,\forall s.$

, 参であることに注意せよ.
ここで状態が純粋状態 $|\phi\rangle\langle$ $\emptyset|$ のときについて考える. このとき $(|\phi\rangle$ $\langle\emptyset|,\otimes \mathrm{i})\mathrm{X}^{*}\mathrm{X}(|\phi\rangle\langle\emptyset|\otimes \mathrm{i})=$

$(\mathrm{b}(|\phi\rangle\langle\emptyset|\otimes \mathrm{i})\mathrm{X}^{*}\mathrm{X}(|\phi\rangle\langle\emptyset|\otimes \mathrm{i}))\otimes|\phi\rangle\langle$ $\emptyset|$ となることから, $C^{1}(|\phi\rangle$ $\langle\emptyset|, \mathrm{X})=C2(|\emptyset\rangle(\phi|, \mathrm{X})$ が成立する.
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4 線形計画的アプローチ

この節では第 1下限 $C^{1}(S,\mathrm{x})$ 及び第 2下限 $C^{2}(S, \mathrm{x})$ を線形計画的手法を用いて分析することにする. 第 1下

険 $C^{1}(S, \mathrm{X})$ についてはこの方法では完全に解くことは不可能であるが以下の節での分析でこの手法は基礎となる
のでここで紹介しておく. -方, 第 2下限 $C^{2}(S, \mathrm{X})$ についてはここで扱う線形計画的手法で完全に求めることが

できるが, この方法以外にも解法はある. しかし, 第 2下限 $C^{2}(S, \mathrm{x})$ を線形計画的手法で解くことが後の節の議論

を展開する基礎になるので, ここではこの手法を用いて解くことにする.

第 1下限 $C^{1}(S, \mathrm{x})$ 及び第 2下限 $C^{2}(S, \mathrm{X})$ は以下のように変形できる.

$C^{1}(S, \mathrm{x})=\mathrm{f}\mathrm{R}6($

.
$(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{x}^{*}\mathrm{X}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i}))$

$+ \inf\{$Tr $\mathrm{V}|\mathrm{V}\in \mathcal{T}_{sa,S}t(\mathcal{H}\otimes \mathbb{C}^{d})$ , $\mathrm{V}-\mathfrak{U}((\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{x}^{*}\mathrm{X}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i}))\geq 0\}$ . (14)

$C^{2}(S.’ \mathrm{x})=\mathrm{I}\mathrm{k}6((\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{x}^{*}\mathrm{X}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i}))$

$+ \inf\{\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{v}|\mathrm{v}\in \mathcal{T}_{sa,s}t(\mathbb{C}^{d})$ , $\mathrm{v}-\mathrm{T}\mathrm{r}\mathfrak{U}((\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{X}^{*}\mathrm{x}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i}))\geq 0\}$. (15)

ここで (14) 及び (15) の第 2項を $\tilde{C}^{1}$

$(S, \mathrm{X})$ 及び $\tilde{C}^{2}(S, \mathrm{X})$ とおくことにする. 以下の節では任意のベクトル
$\mathrm{a},\mathrm{b}\in \mathbb{R}^{d}$ に対して,

Tr $(\sqrt{S}|(\mathrm{I}\otimes \mathrm{a})^{*}\mathfrak{U}(\mathrm{x}^{*}\mathrm{x})(\mathrm{I}\otimes \mathrm{b})|\sqrt{S})<\infty$. (16)

が成立するものとする.

定理 4 $\tilde{C}^{2}(S, \mathrm{x})$ について以下の等式を得る.

$\tilde{C}^{2}(S, \mathrm{x})=\min\{.\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{v}|\mathrm{v}\in \mathcal{T}_{sa}^{+}(\mathbb{C}^{d})$ , $\mathfrak{U}(\mathrm{v})=-\mathrm{T}\mathrm{r}\mathfrak{U}((\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{x}^{*}\mathrm{X}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i}))\}$ (17)

$= \max\{\mathrm{t}\mathrm{r}\bm{\mathrm{w}}(-\mathrm{T}\mathrm{r}\mathfrak{U}((\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{X}^{*}\mathrm{X}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})))|\mathrm{w}\in B_{sa,at}(\mathbb{C}^{d})$, $\mathrm{i}-\mathrm{w}\geq 0\}$ (18)

$=\mathrm{t}\mathrm{r}|\mathrm{T}\mathrm{r}\mathfrak{U}((\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{x}^{*}\mathrm{X}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i}))|$ . .. (19)

さらにこのとき (18) の右辺及び (17)の右辺の解は $|\mathrm{T}\mathrm{r}\mathfrak{U}((\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{x}*\mathrm{x}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i}))|-\mathrm{T}\mathrm{r}\mathfrak{U}((\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{x}*\mathrm{x}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}^{\backslash }$

及び $-\mathrm{u}$ で与えられる. ただし $\mathrm{u}$ は以下の条件の $\mathrm{T}\mathrm{r}\mathfrak{U}((\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{x}*\mathrm{x}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i}))$ の極分解で与えられる.

Tr $\mathfrak{U}((\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{X}^{*}\mathrm{x}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i}))=\mathrm{u}|\mathrm{T}\mathrm{r}\mathfrak{U}((\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{x}^{*}\mathrm{X}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i}))|$ .

証明 (17) は自明な書き換えである. まず (18) の不等式 $\geq$ を示す. $\mathrm{v}\in \mathcal{T}_{sa}^{+}(\mathbb{C}^{d})$ 及び $\mathrm{w}\in B_{sa,at}(\mathbb{C}d)$ を以下の

条件を満たすように取る.

$\mathfrak{U}(\mathrm{v})=-\mathrm{T}\mathrm{r}\mathfrak{U}((\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{x}^{*}\mathrm{X}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i}))$ , $\mathrm{i}-\mathrm{w}\geq 0$ .

すると $\mathrm{t}\mathrm{r}(\mathrm{i}-\mathrm{w})\mathrm{V}\geq 0$ となり, $\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{v}\geq \mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{w}(-\mathrm{T}\mathrm{r}\mathfrak{U}((\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{x}*\mathrm{x}$

.
$(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})))$ . を得る. 従って,(18) の不等式

$\geq$ が示せた. さらに vo $:=|\mathrm{T}\mathrm{r}\mathfrak{U}((\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{x}*\mathrm{x}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i}))|-\mathrm{T}\mathrm{r}\mathfrak{U}((\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{x}*\mathrm{x}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})),$ $\mathrm{w}_{0}:=-\mathrm{u}$ と

おくと, $\mathrm{t}\mathrm{r}(\mathrm{i}-\mathrm{w}_{0})\mathrm{v}_{00}=$ となり, trvo $=\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{w}_{0}$ $(-\mathrm{T}\mathrm{r}\mathfrak{U}((\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{X}^{*}\mathrm{X}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})))$ . を得る. 従って,

$\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{v}_{0}\geq\min \mathrm{f}^{\mathrm{t}\mathrm{r}}\mathrm{v}|\mathrm{v}\in \mathcal{T}_{sa}^{+}(\mathbb{C}^{d})$ , $\mathfrak{U}(\mathrm{v})=-\mathrm{T}\mathrm{k}\mathfrak{U}((\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{X}^{*}\mathrm{x}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i}))\}$

$\geq\max\{\mathrm{t}\mathrm{r}\bm{\mathrm{w}}(-\mathrm{T}\mathrm{r}\mathfrak{U}((\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{x}^{*}\mathrm{X}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})))|\mathrm{w}\in B_{sa,at}(\mathbb{C}^{d})$, $\mathrm{i}-\mathrm{w}\geq 0\}$

$\geq \mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{w}_{0}(-\mathrm{T}\mathrm{r}\mathfrak{U}((\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{X}^{*}\mathrm{x}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})))$

$=\mathrm{t}\mathrm{r}|\mathrm{T}\mathrm{r}\mathfrak{U}((\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{x}^{*}\mathrm{X}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i}))|$ .

これらの式より題意を得る. 口
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$\overline{i\mathrm{E}}\text{理}5\tilde{C}^{1}(S, \mathrm{x})$ に $\vee\supset\mathrm{A}^{\mathrm{a}}$ て以下の等式を得る.

$\overline{C}^{1}(S, \mathrm{x})=\inf\{.\mathrm{t}\mathrm{b}\mathrm{V}|\mathrm{V}\in \mathcal{T}_{sa}+(\mathcal{H}\otimes \mathbb{C}^{d})$ , $\mathfrak{U}(\mathrm{V})=-\mathfrak{U}((\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{x}*\mathrm{X}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i}))\}$ (20)
$= \sup\{\mathrm{R}\mathrm{W}$ $(-\mathfrak{U}((\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{x}*\mathrm{x}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})))|\mathrm{W}\in B_{\mathit{8}}a,at(\mathcal{H}\otimes \mathbb{C}^{d})$, $\mathrm{I}-\mathrm{W}\geq 0\}$ .

さらに系として次を得る.

系 6以下の条件:

$\mathfrak{U}(\mathrm{V}_{0})=-\mathfrak{U}((\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{x}*\mathrm{x}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i}))$ , $\mathrm{I}-\mathrm{W}_{0}\geq 0$ , $\mathrm{R}(\mathrm{I}-\mathrm{w}_{0})\mathrm{V}_{0}=0$ (21)
を満たす Vo $\in \mathcal{T}_{\epsilon a}^{+}(H\otimes \mathbb{C}^{d})$ 及び $\mathrm{w}_{0}\in \mathcal{B}_{sa,at}(\mathcal{H}\otimes \mathbb{C}^{d})$ が取れるとき (22) が成立する.

$\overline{C}^{1}(S, \mathrm{X})=\mathrm{T}\mathrm{r}$

$\mathrm{V}_{0}=\mathrm{b}\mathrm{W}_{0}(-\mathfrak{U}((\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{x}^{*}\mathrm{X}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})))$ . (22)
証明 (20) は $C^{1}(S, \mathrm{x})$ の定義より自明. (20) の等号成立は困難なので付録 A にまわしここでは $\geq$ のみ簡単に
示す. $\mathrm{V}\in \mathcal{T}_{Sa}^{+}(\mathcal{H}\otimes \mathbb{C}^{d})$ 及び $\mathrm{W}\in B_{sa,at}(\mathcal{H}\otimes \mathbb{C}^{d})$ が条件:

$\mathfrak{U}(\mathrm{V})=-\mathfrak{U}((\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{x}^{*}\mathrm{X}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i}))$ , I-W $\geq 0$

を満たすとする. このとき,

Tr $(\mathrm{I}-\mathrm{W})\mathrm{v}\geq 0$

Tr $\mathrm{V}-\mathrm{R}\mathrm{W}(-\mathfrak{U}((\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{x}*\mathrm{x}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})))\geq 0$ .
よって (20) の $\geq$ が示せた 口
次に $d=2$ のときには長岡 [5] によって与えられた下限と $C^{1}(S, \mathrm{X})$ が等しくなることを示す.
補題 7 $d=2$ のとき $\tilde{C}^{1}$

$(S, \mathrm{X})$ は以下の式で与えられる.

$\tilde{C}^{1}(s, \mathrm{X})=\mathrm{T}\mathrm{r}$ $|\sqrt{S}1^{x_{1},x_{2}}]\sqrt{S}|$ .

なお本論文では作用素の絶対値 $|A|$ は $\sqrt{A^{*}A}$ で定義されるが $A$ が正規作用素の場合は対角化を行った上で各対
角或分の絶対値を取るという操作と –致している. したがって, これは長岡 [5] よって与えられた下限と –致して
いる.

証明 $\sqrt{S}[x_{1}, x_{2}]\sqrt{S}$ を次のように極分解する.

$\sqrt{S}[X_{1}, X_{2}]\sqrt{S}=U|\sqrt{S}[X_{1},X_{2}1\sqrt{S}|\cdot$

このとき,

$[|\sqrt{S}[X_{1}, x_{2}]^{\sqrt{S}}.|,$ $U]=0$ , $U^{*}=-U$

となることに注意せよ. ここで

$\mathrm{V}_{0}:=\frac{1}{2}$ ( $|\sqrt{S}[X_{1},x2]\sqrt{S}|\sqrt{S}1^{x_{1},X}2]\sqrt{S}$

$|\sqrt{S}[X1,’ x_{2}]\sqrt{S}\sqrt{S}[X_{12}X]\sqrt{S}|$ ), $\mathrm{W}_{0}:=$ $U0$

とおくと, 補題 18より $\mathrm{V}_{0}\geq 0$ となる. さらに $\mathrm{I}-\mathrm{W}_{0}\geq 0$ 及び

( $|\sqrt{S}[x_{1},X\mathrm{z}]\sqrt{S}[x1,X2]\sqrt{S}\sqrt{S}|$

$|\sqrt{S}\iota X_{1},’ x]\sqrt{S}\sqrt{S}[X1x_{2}2]\sqrt{S}|$ ) $=$.
$0$

となることから (21) の 3条件を満たすことから系 6が使えて, Tr $x_{0}=\overline{C}^{1}(S, \mathrm{x})$ となり題意が示せた. 口
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5 $n\mathrm{i}.\mathrm{i}.\mathrm{d}$ .拡張
次に独立同–分布の量子力学的対応物を考えてみることにする. まず $H_{1},$ $\ldots,\mathcal{H}_{n}$ を各量子系に対応する Hilbert

空間とする. 従って合成系は以下のテンソル空間で表される.

$H^{(n)}:=\mathcal{H}_{1}\otimes\cdots\otimes \mathcal{H}_{n}$ .

さらに, 合成系上の状態は $S(?t(n))$ の元 $S^{\langle n)}$ 表され, 自己共役作用素の列 $\mathrm{X}^{(n)}$ の同時測定を考える.
量子系での独立性条件は状態 $S^{(n)}$ 及び自己共役作用素の列 $\mathrm{X}^{(n)}$ が以下のように書けることである.

$S^{(n)}=S_{1}\otimes\cdots\otimes s_{n},$ $X_{i}^{(n)}=\grave{\sum_{k=1}^{n}}X_{i}^{k,(n})$ ,

ただし,

$X_{i}^{k,(n)}=\mathrm{I}\otimes\cdots\otimes \mathrm{I}\otimes X_{1}^{k_{\otimes}}.\mathrm{I}\otimes\cdots\otimes \mathrm{I}\dot{8}$.

さらに量子系での同–性条件は以下で与えられる:

$H_{1}=\cdot,$ . $=\mathcal{H}_{n}=\mathcal{H},$ $S_{1}=\cdots=S_{n}=S$

$X_{1}^{1}=\cdots=X_{1}^{n}=X_{1},$
$\ldots,$

$X_{d}^{1}=\cdots=X_{d}^{n}=X_{d}$.

同–性条件を満たすときは $\mathcal{H}^{(n)}$ を $\mathcal{H}^{\otimes n}$ で表し, $S^{(n)}$ を $S^{\otimes n}$ で表すことにする. 以下では独立同–性条件を満

たす場合の自己共役作用素の列 $\mathrm{X}^{(n)}$ の同時測定を考える.

定理 8 $\mathrm{X}^{(n)}$ が独立同–性条件を満たすとき以下の式が成立する,

$C(S, \mathrm{X}).\geq\frac{1}{n}C(s^{\otimes n}, \mathrm{x}^{(n)})\geq\frac{1}{n}...C^{1}(S^{\otimes n}, \mathrm{x}^{(n}))$

${ }$ (23)

$\lim_{narrow\infty}\frac{1}{n}c1(s\otimes n, \mathrm{X}^{(n)})=C^{2}(S, \mathrm{x})$ (24)

$\frac{1}{\eta,}C^{2}(S\otimes n, \mathrm{x}^{(n)})=C^{2}(S, \mathrm{x})$ . (25)

証明 (23) は自明である.

$n$ Tr $\mathfrak{U}((\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{x}*\mathrm{x}..(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i}))=\mathrm{T}\mathrm{r}\mathfrak{U}((\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})(\mathrm{X}^{(n)})^{*}\mathrm{X}^{(}n$
)

$(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i}))$

より (25) は導ける. 以下では (24) を証明する.

適当な直交変換により以下のように対角化する.

$\mathrm{T}\mathrm{r}\mathfrak{U}((\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{X}^{*}\mathrm{x}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i}))=(-...a_{1}00000$

$a_{0}0000^{\cdot}..1$
$-.\cdot.a00_{2}000$ $a_{0}00_{2}00^{\cdot}.$

.

$\cdot.\cdot.\cdot$

.
$-a_{m}00000^{\cdot}.$

.
$a_{m}00\mathrm{o}\mathrm{o}\dot{0}..$

.
$0)$ . (26)
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$d$ が偶数のときは $2m=d$ となり最後の列は存在しない. -方 $d$ が奇数のときは $2m+1=d$ となり最後の列の対
角成分は $0$ となる. なお $a\dot{.}\geq 0$ とする. このとき $\lim_{narrow\infty}\frac{1}{n}\tilde{C}^{2}(s\emptyset n, \mathrm{X}\mathrm{t}n))=.\tilde{C}^{2}(S, \mathrm{x})=2\sum i=a_{i}m_{1}$ となる. 題
意を示すには

$\lim_{narrow\infty}\frac{1}{n}\tilde{C}1(S^{\otimes(}n, \mathrm{X}n))$
.

$\leq\tilde{c}^{2}(S,\mathrm{x})=2\sum_{\dot{\iota}=1}a_{i}m$

を示すとよい. 以下では (26) の座標系で考える. (14) の inf の中での条件式を満たす $\mathrm{V}_{n}$ を以下で定義する.

$\mathrm{V}_{n}:=\frac{1}{2}$ Diag $(_{j} \sum_{=1}^{d}|\sqrt{S}[X_{i’ j}^{(n)}X^{()}n]\sqrt{S}|)$ . (27)

ここで Diag(G) は対角成分が $C_{i}$ となる作用素値行列を表す. そして条件 (16) より補題 15を用いるための条件
は満たされているので,

$\lim_{narrow\infty}\frac{1}{2n}\mathrm{T}\mathrm{r}|\sqrt{S}[x^{(n}),$$X_{j}^{()}n]\dot{|}\sqrt{S}|=\{$

$a_{1}$ $i=2l,$ $j=2l$ – 1 or $i=2l$ – 1, $j=2l$

$0$ 上記以外
(28)

を得る. 以下では $\mathrm{V}_{n}-\mathfrak{U}((\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{x}*\mathrm{x}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i}))\geq 0$ となることを示す. $\mathrm{A}_{n}(i,j)$ を次のように定義する.

$\mathrm{A}_{n}(i, j):=(\mathrm{P}_{i}+\mathrm{P}_{j})^{*}\mathfrak{U}((\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{x}^{*}\mathrm{X}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i}))(\mathrm{P}:+\mathrm{P}_{j})$ .

$\mathrm{P}_{*}$ の定義については (6) を参照のこと. そして $\mathrm{V}_{n}(i, j)$ を $(i,i),$ $(i,j),$ $(j,i),$ $(j,j)$ 成分は以下で定義され, それ以
外の成分が $0$ となる作用素値行列とする. .

$= \frac{1}{2}(|\sqrt{S}[x_{i}^{(n},$$x_{j}^{(n)}])\mathrm{o}\sqrt{S}|$

$|\sqrt{S}[X_{i}(n),$

$x_{j}(n)\mathrm{o}]\sqrt{S}|)$ . (29)

すると $\mathrm{V}_{n}(i, j)\geq \mathrm{A}_{n}(i, j)$ を得る. したがって

$\mathrm{V}_{n}--\sum_{i>j}\mathrm{V}(i,j)\geq\sum_{>}n\mathrm{A}_{n}(i, j\rangle=\mathfrak{U}\dot{\mathrm{z}}j(\cdot(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{X}*\mathrm{X}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i}))\cdot$ (30)

したがって,(27) 及び (28) より

$\lim_{narrow\infty}\frac{1}{n}$ Tr $\mathrm{V}_{n}=2\sum_{i=1}a_{*}m.$ . (31)

(30) 及び (31) より

$\lim_{narrow\infty}\frac{1}{n}\tilde{C}^{1}(S\otimes n, \mathrm{x}(n))\leq 2\sum_{i=1}^{m}a_{i}$.

を得る. よって題意を得た. 口

6 第 1下限と第 2下限が–致するための条件
この節では第 1下限 $C^{1}(S, \mathrm{x})$ と第 2下限 $C^{2}(S, \mathrm{X})$ が–致するための条件を考える.
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定理 9以下のように極分解することにする.

$\mathfrak{U}(\mathrm{T}\mathrm{r}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{X}^{*}\mathrm{x}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i}))=\mathrm{u}|\mathfrak{U}(\mathrm{T}\mathrm{r}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{x}^{*}\mathrm{X}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i}))|$ .

このとき, 部分等距離作用素の値域に関して, $\mathcal{R}(\mathrm{u})=\mathcal{R}(\mathrm{T}\mathrm{r}\mathfrak{U}((\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{X}^{*}\mathrm{X}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})))$ が成立するものとす

る. そして, $\mathrm{p}:=\frac{1}{2}(\mathrm{u}^{2}-\mathrm{u})$ と定義する. このとき以下の 2条件は同値になう.
(9.1) $C^{1}(S, \mathrm{x})=C^{2}(S, \mathrm{x})$ .

(9.2) 以下の 2条件を満たす自己共役かつ非負定値な作用素値行列 $\mathrm{K}$ が取れる.

(9.2.1) $\mathrm{K}$ の値域が $\mathrm{P}:=\mathrm{I}\otimes \mathrm{p}$ の値域に含まれる.

(9.2.2) $-\mathfrak{U}((\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{x}*\mathrm{x}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i}))=\mathfrak{U}(\mathrm{K})$ が成立する.

証明 まず $\mathrm{u}$ 及び $\mathrm{P}$ の性質を調べる. 補題 28より, $\mathrm{u}$ は自己共役かつ反自己転置な部分等距離作用素であるか

ら, $\mathrm{u}^{2}$ は射影作用素となり, 補題 29より $\mathrm{u}^{3}=\mathrm{u}$ となる. 従って,

$\mathrm{p}^{2}=\frac{1}{4}(\mathrm{u}^{2}-\mathrm{u})^{2}=\frac{1}{4}2(\mathrm{u}^{2}-\mathrm{u})=\mathrm{p}$

となることから $\mathrm{P}$ は射影となる. よって $\mathrm{P}$ は補題 23の条件を満たすことが分る. そして,U: $=\mathrm{I}\otimes \mathrm{u}$ とおくと,
$\mathrm{P}:=\frac{1}{2}(\mathrm{U}^{2}-\mathrm{U})$ は同様にして, 補題 23の条件を満たすことが分る.

次に (9.2) から (9.1) を導 $\langle$ . $\mathrm{K}$ の値域が $\mathrm{P}$ の値域に含まれることから, $\mathrm{K}=\mathrm{P}\mathrm{K}$ となる. 従って,U(P) $=- \frac{1}{2}\mathrm{U}$

であることに注意して, 補題 23の条件 (23.7) を用いると,

Tr $(1+\mathrm{U})\mathrm{K}=\mathrm{T}\mathrm{r}(1+\mathrm{U})\mathrm{P}\mathrm{K}=0$ . (32)

従って Vo $:=\mathrm{K}$ , $\mathrm{W}_{0}:=-\mathrm{U}$ とおくと系 6の条件を満たし補題 32を用いると以下のような変形が可能となる.

$\tilde{C}^{1}(S, \mathrm{x})=\mathrm{T}\mathrm{r}.6(\mathrm{K})=\mathrm{b}\mathrm{U}\mathfrak{U}((\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{X}^{*}\mathrm{x}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i}))_{\sim}.’$

.

$=\mathrm{R}1\otimes \mathrm{u}\mathfrak{U}((\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{x}^{*}\mathrm{X}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i}))$

$=\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{u}\mathfrak{U}(\mathrm{T}\mathrm{r}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{x}^{*}\mathrm{X}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i}))=\mathrm{t}r|\mathfrak{U}(?\mathrm{k}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{X}^{*}\mathrm{x}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i}))|$.

よって (19) より $C^{1}(S, \mathrm{x})=C^{2}(S, \mathrm{x})$ を得る. よって (9.2) から (9.1) が導けた.
次に (9.1) から ( $9.2\rangle$ を導く. まず条件 (9.1) より, 定理 4及び補題 32を用いると,

Tr $\mathrm{U}\mathfrak{U}((\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{X}^{*}\mathrm{x}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i}))=\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{u}\mathfrak{U}(\mathrm{T}\mathrm{r}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{x}^{*}\mathrm{X}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i}))$

$=\mathrm{t}\mathrm{r}|\mathfrak{U}(\mathrm{T}\mathrm{r}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{x}^{*}\mathrm{X}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i}))|$

$=\tilde{C}^{2}(S, \mathrm{x})=\overline{C}^{1}(S, \mathrm{x})$ .

となることが分る. さらに定理 5より以下の条件を満たす作用素の列 $\mathrm{V}_{n}\in \mathcal{T}_{sa}^{+}(\mu\otimes \mathbb{C}^{d})$ が取れる.

$0$ $\mathfrak{U}(\mathrm{v}_{n})=-\mathfrak{U}((\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{X}^{*\mathrm{x}}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i}))$

$0$ $\mathrm{T}\mathrm{r}(\mathrm{I}+\mathrm{U}^{\cdot})\mathrm{V}_{n}arrow 0$

補題 22より $t\mathrm{p}$ も射影となることから, $t\mathrm{P}=\mathrm{P}+\mathrm{U}\geq 0$ より $(\mathrm{I}-\mathrm{p})\leq(\mathrm{I}+\mathrm{U})$ が導ける. 従って, $\mathrm{T}\mathrm{r}(\mathrm{I}-\mathrm{P})\mathrm{v}(n\mathrm{I}-\mathrm{P})$

$=\mathrm{T}\mathrm{r}(\mathrm{I}-\mathrm{P})\mathrm{V}n\leq r_{\mathrm{R}(\mathrm{I}}+\mathrm{U})\mathrm{V}_{n}arrow 0$ となる. 従って $\mathrm{P}$ が射影であることから, 補題 20より, $||\mathrm{K}_{n}-\mathrm{p}\mathrm{K}\mathrm{p}|n|_{\mathrm{T}}\mathrm{r}arrow 0$

となる. さらに補題 24より $||\mathfrak{U}(\mathrm{K}_{n})-\mathfrak{U}(.\mathrm{P}\mathrm{K}_{n}\mathrm{P})||\mathrm{T}\mathrm{r}arrow 0$ すなわち

$||-\mathfrak{U}((\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{x}^{*}\mathrm{X}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i}))-\mathfrak{U}(\mathrm{P}\mathrm{K}_{n}\mathrm{p})||_{\mathrm{T}}\mathrm{r}arrow 0$
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を得る. 従って $\{\mathfrak{U}(\mathrm{P}\mathrm{K}_{n}\mathrm{p})\}$ はコ一シー列となる. ここで補題 25を用いると, $\{\mathrm{P}\mathrm{K}_{n}\mathrm{P}\}$ もコーシー列となる. 従っ
て値域が $\mathrm{P}$ の値域に含まれる非負定値な自己共役作用素 $\mathrm{K}$ が存在して $\mathrm{P}\mathrm{K}_{n}\mathrm{P}arrow$ 耳となる. $\mathrm{K}$ が条件 (9.2.1)
及び (9.2.2) を満たすことは容易に確かめられる. よって ( $9.2\rangle$ が導かれた. 口

定理 10以下の 3条件は同値となる.

(10.1) $\mathfrak{U}((\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{X}*\mathrm{x}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i}))$

.
$\in \mathcal{T}_{sa}(\mathcal{H}\otimes \mathbb{C}d)$ となる任意の密度演算子 S に対して Tr $(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{V}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})$

$=C^{1}(S, \mathrm{X})=c2(s,$ $\mathrm{x}\rangle$ となる作用素値行列 V が取れる.

(10.2) Kernel が $\{0\}$ で $C^{1}(S, \mathrm{X})=C^{2}(S, \mathrm{x})$ かつ $\mathfrak{U}((\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{X}*\mathrm{x}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i}))\in \mathcal{T}_{sa}(\mathcal{H}\otimes \mathbb{C}^{d})$ となる密度
演算子 $S$ が取れる.

(10.3) 以下の 3条件を満たす自己共役かつ非負定値な作用素値行列 $\mathrm{K}$ と $\mathbb{C}^{d}$ 上の射影 $\mathrm{P}$ が取れる. $\mathrm{P}:=\mathrm{I}\otimes \mathrm{p}$

とすると,

(10.3.1) $\mathrm{K}\mathrm{P}=\mathrm{K}\mathrm{P}=\mathrm{K}$.
(10.3.2) $26(\mathrm{p})$ が射影.

$(10.3.s)\mathfrak{U}(\mathrm{K})=-\mathfrak{U}(\mathrm{X}^{*\mathrm{x})}$.

証明 (10.1) から ( $10.2\rangle$ は自明である.
次に (10.2) から (10.3) を示す. 定理 9に従って $\mathrm{u}$ 及び $\mathrm{P}$ を定義し, 条件 (9.2) を満たす $\mathrm{K}$ を取る. 条件

( $9.2.2\rangle$ を変形すると以下の式を得る.

$-(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathfrak{U}(\mathrm{x}^{*\mathrm{x}})(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})=\mathfrak{U}(\mathrm{K})$ . (33)

$\mathrm{K}’:=(\sqrt{\mathrm{K}}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})^{-1})^{*}(\sqrt{\mathrm{K}}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})^{-1})=(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})^{-1}\mathrm{K}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})^{-1}$ と定義すると $(\sqrt{\mathrm{K}}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})^{-1})$

$\mathcal{H}\otimes \mathbb{C}^{\mathrm{d}}$ の dense な部分集合で定義されてるので $\mathrm{K}’$ も $\mathcal{H}\otimes \mathbb{C}^{d}$ の dense な部分集合で定義される. そして (33)
及び補題 33から $\mathrm{K}’$ は条件 ( $10.3.3\rangle$ を満たす. また定理 9の証明の前半部で行った議論により $26(\mathrm{p})=.\mathrm{u}^{2}$ が

射影であることが分り条件 ( $10.3.2\rangle$ が満たされる. また条件 (.1.0.3.1) を満たすことは容易に確かめられる.
最後に (10.3) から (10.1) を示す. $\mathrm{u}:=-2\mathfrak{U}(\mathrm{P})$ , $\mathrm{U}:=\mathrm{I}\otimes \mathrm{u}$ とおく. $\mathrm{P}$ 及び $\mathrm{P}$ は条件 (10.3.2) より補題 23
の条件を満たす.
ここで $\mathrm{V}_{0}:=(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{K}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})^{*}$ , $\mathrm{W}_{0}$ $:=-\mathrm{U}\in B_{sa,at}(\mathcal{H}\otimes \mathbb{C}^{d})$ とおく.

条件 (10.3.3) 及び補題 33より $\mathfrak{U}(\mathrm{V}_{0})=-\mathfrak{U}((\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{x}*\mathrm{x}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i}))$ を得る. このとき条件 (10.3.1) より
Vo の値域は $\mathrm{P}$ の値域に含まれることから Vo $=\mathrm{P}\mathrm{V}_{0}\mathrm{P}$ となる. 従って, 補題 30が使えて,

$||\mathrm{V}_{0}||\mathrm{T}\mathrm{r}=2||\mathfrak{U}(\mathrm{V}\mathrm{o})||\mathrm{T}\mathrm{r}=2||-\mathfrak{U}$

.
$((\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{X}^{*\mathrm{x}}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i}))||_{\mathrm{T}\mathrm{r}}<\infty$ .

従って $\mathrm{v}_{0}\in \mathcal{T}_{Sa}^{+}(\mathcal{H}\otimes \mathbb{C}^{d})$ を得る. -方,I+U $=\mathrm{I}-2\mathfrak{U}(\mathrm{p})$ であるから, 補題 23の ( $23.7\rangle$ より,

$\mathrm{R}(\mathrm{I}+\mathrm{U})\mathrm{V}_{0}=\mathrm{T}\mathrm{r}(\mathrm{I}+\mathrm{U})^{\mathrm{p}}\mathrm{v}_{0}\mathrm{p}=0$ . (34)

ゆえに, 補題 35及び (34) より系 6が適用できる. 従って, 補題 32及び補題 34を用いると,

$\overline{C}^{1}(S, \mathrm{X})=\mathrm{R}\mathrm{U}\mathfrak{U}((\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{x}^{*}\mathrm{X}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i}))=\mathrm{T}\mathrm{r}\mathrm{I}\otimes \mathfrak{U}(\mathrm{u})\mathfrak{U}((\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{X}^{*}\mathrm{x}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i}))$

$=\mathrm{t}\mathrm{r}\mathfrak{U}(\mathrm{u})^{]\mathrm{p}\mathfrak{U}}((\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{x}*\mathrm{X}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i}))\cdot$

.

(35)
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さらに補題 35及び $\mathrm{u}$ の反自己転置性に注意して定理 4を用いると,

$\mathrm{t}\mathrm{r}\mathfrak{U}(\mathrm{u})\mathrm{R}\mathfrak{U}((\sqrt{S}.\otimes \mathrm{i})\mathrm{x}^{*}\mathrm{x}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i}))\leq\tilde{C}^{2}(S, \mathrm{x})$ . (36)

よって (13),(35) 及び (36) より $C^{1}(s, \mathrm{x})=c2(s, \mathrm{x})$ を得る. 口

次に $d=2$ の場合に定理 10の条件を満たす場合について詳しく調べてみることにする. 条件 ( $10.3.2\rangle$ を満たす $\mathbb{C}^{d}$

上の射影 $\mathrm{p}$ は 12 ( $\sqrt{-1}1$ $-\sqrt{-1}1$ ) または $\frac{1}{2}(-\sqrt{-1}1$ $\sqrt{-1}1)$ に限られる. 以後 $\mathrm{p}=\frac{1}{2}(-\sqrt{-1}1$ $\sqrt{-1}1)$

の場合について考える. そして $\mathrm{K}$ の非負定値性及び条件 (10.3.1) より $\mathrm{K}$ は $\mathcal{H}$ 上の非負定値な作用素 $K$ を用い

て $\mathrm{K}:=($ $-\sqrt{-1}KK$ $\sqrt{-1}KK$ ) と書ける. そして条件 ( $10.3.3\rangle$ は以下のように書き直される.

( $-\sqrt{-1}K0$ $\sqrt{-1}K0)=-\frac{1}{2}$ .

すなわち今の議論をまとめると次の系を得る.

系 11 $d=2$ のとき, 任意の $S\in S(\mathcal{H})$ について $C^{1}(S, \mathrm{X})=c2(s, \mathrm{x})$ となるための必要十分条件は $\sqrt{-1}[X_{1}, X_{2}]\geq$

$0$ または $\sqrt{-1}[X1, X2]\leq 0$ で書き表される.

この条件は $A:=X_{1}+\sqrt{-1}x_{2}$ とおくと $[A^{*}, A]\geq 0$ または $[A, A^{*}]\geq 0$ と書き換えられる. [$A^{*},$ $A|\geq 0$ を満たす作用

素はハイポ正規 (hyponormal)作用素と呼ばれる. それについては既に多くの研究がなされている. -方 $[A^{*}, A]\geq 0$

のとき $A^{*}= \int_{\mathbb{C}}zQ(dz),$ $A*A= \int_{\mathbb{C}}|z|^{2}M_{A}(dZ)$ となる POVM $Q$ が存在することが $C(S, M)=C^{1}(S, \mathrm{x})$ とな

る $M$ が存在することの必要十分条件である. 一般には $[A^{*}, A]\geq 0$ であってもそのような POVM MM衛が存在す
るとは限らないことが確かめられている. このことから –般には $C(S, \mathrm{X})$ と $C^{1}(S, \mathrm{X})$ は–致しないのではない
かと予想される. コンパクトな台をもつ POVM でそのような条件を満たす $M_{A}$ が存在するとき, $A$ はサブ正規

(subnormal)作用素と呼ばれる. サブ正規作用素についてはハイポ正規作用素と並んで詳しく研究されている.

7 Random 測定による最適化

次に以下の方法で構成する $\mathrm{X}=(X_{1}, \ldots, X_{d})$ の同時測定に限って $C(S, M)$ を最小化する.

各自己共役作用素 $X_{i}$ の線形結合で表される自己共役作用素 X $( \mathrm{I}\otimes \mathrm{X}):=\sum_{i=1}^{d}X_{i}x_{i}\text{の}$スペクトル分解 $E\mathrm{x}(\mathrm{I}\otimes \mathrm{x})$

に対応する測定を確率的に行ういその上で mline なデータ変換行うことによって構成できる同時測定を考える. な
おここで $\mathrm{x}$ は縦ベクトルとした. 今後 $d$ 次の実縦ベクトルのなす空間を $\mathbb{R}^{d}$ と書き, $d$ 次の実横ベクトルのなす空
間を $\mathbb{R}^{d*}$ と書くことにする.
このような手法で構成される POVM を Random POVM と呼ぶことにする. この問題を定式化するために

横ベクトル $\mathrm{y},$

$\mathrm{z}\in \mathbb{R}^{d*}$ に対して $\mathbb{R}$ から $\mathbb{R}^{d*}$ への affine な写像 $f_{\mathrm{y}_{2}}$, を $f_{\mathrm{y},\mathrm{z}}(a)=a\mathrm{y}+\mathrm{z}$ で定義する. そして
$(\mathrm{x},\mathrm{y}, \mathrm{z})\in \mathbb{R}^{d}\cross \mathbb{R}^{2}d*$ に対して $\mathbb{R}^{d*}$ 上の PVM を $E_{\mathrm{x}}^{\mathrm{y},\mathrm{z}}:=E\mathrm{x}(\mathrm{I}\otimes \mathrm{x})^{\circ f^{-}\mathrm{z}}\mathrm{y}^{1}$, と定義する. すると, 先に述べた Random
POVM は $\mathbb{R}^{d}\mathrm{x}\mathbb{R}2d*$ 上の確率測度 $\mu$ で以下のように記述される.

$E_{\mu}:= \int_{\mathrm{N}}2ddE_{\mathrm{x}}^{\mathrm{y}}’ \mathrm{Z}\mu(\mathrm{X}d\mathrm{y}\backslash d_{\mathrm{Z})}$

そして $E_{\mu}$ が X の同時測定になるための必要十分条件は

$\int \mathrm{J}\mathrm{R}^{d}\mathrm{x}\mathrm{l}\mathrm{R}^{2}d\mathrm{p}\int_{\mathrm{R}^{d}}$. $a_{i}E_{\mathrm{x}}^{\mathrm{y},\mathrm{z}}(d\mathrm{a})\mu(d\mathrm{X}d\mathrm{y}d\mathrm{z})=xi$ .

この条件は以下のようにも書き換えることができる.

$\int_{\mathrm{R}^{d}\mathrm{X}\mathrm{R}^{2}}d*)(\mathrm{x}(\mathrm{I}\otimes \mathrm{X}))\otimes \mathrm{y}+\mathrm{I}\otimes \mathrm{z}\mu(d\mathrm{X}d\mathrm{y}d_{\mathrm{Z}}=$ X. (37)
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ここで $C^{R}(S, \mathrm{X})$ を以下のように定義する.

$C^{R}(S, \mathrm{X}):=\inf$ { $C(S,$ $E_{\mu})|\mu$ は条件 (37) を満たす $\mathbb{R}^{d}\mathrm{x}\mathbb{R}2d*$ 上の確率測度}

$C(S, E_{\mu})$ は以下のように変形できる.

$C(S, E_{\mu})$

$= \int_{\mathrm{R}^{d_{\mathrm{X}\mathrm{l}}2}}\mathrm{R}d\cdot \mathrm{a}^{*}\mathrm{a}$Tr $(E_{2\mathrm{C}}^{\mathrm{y},\mathrm{z}}(d\mathrm{a})s)\mu(d_{\mathrm{X}d}\mathrm{y}d_{\mathrm{Z}})$

$= \int_{\mathrm{R}^{d}\cross \mathit{1}\mathrm{R}^{2d*}}\mathrm{T}\mathrm{r}$ $(\mathrm{X}(\mathrm{I}\otimes \mathrm{x})\otimes \mathrm{y}+\mathrm{I}\otimes \mathrm{z})^{*}(\mathrm{X}(\mathrm{I}\otimes \mathrm{x})\otimes \mathrm{y}+\mathrm{I}\otimes \mathrm{z})S\mu(d_{\mathrm{X}}d\mathrm{y}d\mathrm{z})$

$= \int_{\mathrm{R}^{d}\cross \mathrm{R}^{2}}d\prime \mathrm{T}\mathrm{r}$ $((\mathrm{X}(\mathrm{I}\otimes \mathrm{x}))2*)\mathrm{y}\mathrm{y}+\mathrm{x}(\mathrm{I}\otimes \mathrm{X} . (\mathrm{y}^{*}\mathrm{z}+\mathrm{z}^{*}\mathrm{y})+\mathrm{I}\otimes \mathrm{Z}^{*}\mathrm{Z})s\mu(d\mathrm{X}d\mathrm{y}d_{\mathrm{Z}})$

$= \int_{\mathrm{R}^{d_{\mathrm{X}\mathrm{l}\mathrm{R}}^{-\mathrm{T}\mathrm{r}(}}}d\cdot)(\mathrm{X}(\mathrm{I}\otimes \mathrm{x}))^{2}\mathrm{y}^{*}\mathrm{y}+\mathrm{x}(\mathrm{I}\otimes \mathrm{X})\cdot(\mathrm{y}^{*}E(\mathrm{z}|\mathrm{x},Y+\mu E_{\mu}(\mathrm{z}|\mathrm{X},\mathrm{y})^{*}\mathrm{y})+\mathrm{I}\otimes E(\mu \mathrm{Z}|\mathrm{x},\mathrm{y})^{*}E_{\mu}(\mathrm{Z}|\mathrm{x},\mathrm{y})$

$+ \mathrm{I}\otimes(\int_{\mathrm{R}^{d}}$ . $(_{\mathrm{Z}}-E_{\mu}(_{\mathrm{Z}|_{\mathrm{X}},\mathrm{y}))}*(\mathrm{z}-E_{\mu}(\mathrm{z}|\mathrm{x},\mathrm{y}))\mu(d\mathrm{Z}|\mathrm{X},\mathrm{y})))\mu(d_{\mathrm{X}}d\mathrm{y})$

$= \int_{\mathrm{R}^{d}\mathrm{X}\mathrm{R}^{d}}\mathrm{p}((\mathrm{X}(\mathrm{I}\otimes \mathrm{x}))2)S\mathrm{y}^{*}\mathrm{y}+\mathrm{T}\mathrm{r}(S\mathrm{x})\mathrm{X}\cdot(\mathrm{y}^{*}E(\mu 2|\mathrm{X},\mathrm{y})+E(\mu \mathrm{Z}|_{\mathrm{X},\mathrm{y}}\mathrm{T}r)^{*}Y)+E(\mu.)\mathrm{Z}|_{\mathrm{X}},\mathrm{y}*E_{\mu}(\mathrm{Z}|_{\mathrm{X}},\mathrm{y})$

$+( \int_{1\mathrm{R}^{d\mathrm{s}}}(\mathrm{z}-E(\mu \mathrm{Z}|\mathrm{x}, \mathrm{y}))^{*}(\mathrm{Z}-E_{\mu}(\mathrm{Z}|\mathrm{X},\mathrm{y}))\mu(d\mathrm{z}|\mathrm{x},\mathrm{y}))\mu(d\mathrm{x}d\mathrm{y})$

$= \int_{\mathrm{J}\mathrm{R}^{d_{\mathrm{X}}}}\mathrm{R}^{dt})(E\mu(_{\mathrm{Z}|\mathrm{y})}\mathrm{x},+(\mathrm{T}\mathrm{r}S\mathrm{x}_{)\mathrm{x}\cdot \mathrm{y})((\mathrm{Z}}*E_{\mu}|\mathrm{X}, \mathrm{y}+(\mathrm{T}\mathrm{r}s\mathrm{X})\mathrm{x}\cdot \mathrm{y})+\mathrm{T}\mathrm{r}((\mathrm{X}(\mathrm{I}\otimes \mathrm{x}))2.S)\mathrm{y}^{*}\mathrm{y}-((\mathrm{T}\mathrm{r}S\mathrm{x})\mathrm{x})^{2}\mathrm{y}\mathrm{y}*$

$+( \int_{\mathrm{R}^{d*}}(\mathrm{z}-E(\mathrm{Z}|\mathrm{X},\mathrm{y}))*(\mathrm{z}-E(\mathrm{Z}|_{\mathrm{X}}, \mathrm{y}))\mu(d\mathrm{z}|\mathrm{x},\mathrm{y}))\mu(\mu\mu d\mathrm{x}d\mathrm{y})$

$= \int_{\mathrm{I}\mathrm{R}^{d}\cross \mathrm{R}^{d}}\mathrm{v}$ Tr $(((\mathrm{X}-\mathrm{I}\otimes(\mathrm{T}\mathrm{r}s\mathrm{X}))(\mathrm{I}\otimes \mathrm{X}))2S)\mathrm{y}^{*}\mathrm{y}+(E(_{\mathrm{Z}}\mu|\mathrm{x},\mathrm{y})+(\mathrm{b}S\mathrm{x}_{)_{\mathrm{X}}}\cdot \mathrm{y})*(E_{\mu}(\mathrm{Z}|_{\mathrm{X}},\mathrm{y})+(\mathrm{T}\mathrm{r}S\mathrm{x}_{)\mathrm{x}}\cdot \mathrm{y})$

$+( \int_{\mathrm{R}^{d}}$ . $(\mathrm{Z}-E(\mathrm{z}|\mathrm{x},\mathrm{y}))^{*}(\mathrm{z}-E(\mu \mathrm{z}|\mu \mathrm{y})\mathrm{x},)\mu(d\mathrm{z}|\mathrm{X},\mathrm{y}))\mu(d\mathrm{x}d\mathrm{y})$.

ここで $E_{\mu}(\mathrm{z}|\mathrm{x},\mathrm{y})$ は X, $\mathrm{y}$ が与えられたときの条件付き確率を $.\text{表}$ し, $\mu(d\mathrm{X}, d\mathrm{y})$ は $\mu(d\mathrm{x}, d\mathrm{y}, d_{\mathrm{Z}})$ を 2について積
分することによって得られる確率測度を表すことにする. (37) は以下のように書き直される.

$\int_{\mathrm{R}^{d}\mathrm{x}\mathrm{R}^{d\wedge}}E(\mu \mathrm{Z}|\mathrm{x}, \mathrm{y})+(\mathrm{T}\mathrm{r}S\mathrm{x})\mathrm{x}\cdot \mathrm{y}\mu(d_{\mathrm{X}}d\mathrm{y})=$ (Tr $S\mathrm{X}$).

$\text{従って先の式_{は}次のよう_{に}変形できる}$ .

$C(S, E_{\mu})= \int_{\mathrm{R}^{d_{\mathrm{X}}}\mathrm{R}^{d*}}\mathrm{T}\mathrm{r}$ $(((\mathrm{X}-1\otimes(\mathrm{T}\mathrm{r}s\mathrm{x}))(1\otimes \mathrm{x}))2s)\mathrm{y}^{*}\mathrm{y}$

$+(E_{\mu}(\mathrm{z}|\mathrm{x},\mathrm{y})+(\mathrm{T}\mathrm{r}S\mathrm{x})\mathrm{x}\cdot \mathrm{y}--(\mathrm{T}\mathrm{r}s\mathrm{X}))*(E_{\mu}(\mathrm{z}|\mathrm{x}, \mathrm{y})+(\mathrm{T}\mathrm{r}S\mathrm{X})\mathrm{X}\cdot \mathrm{y}-(\mathrm{T}\mathrm{r}S\mathrm{x}))$

$+( \int_{\mathrm{R}^{d*}}(\mathrm{z}-E_{\mu}(\mathrm{Z}|\mathrm{X},\mathrm{y}))^{*}(\mathrm{z}-E_{\mu}(\mathrm{z}|\mathrm{x},\mathrm{y}))\mu(d\mathrm{Z}|\mathrm{X}, \mathrm{y}))\mu(d\mathrm{x}d\mathrm{y})+(\mathrm{T}\mathrm{r}S\mathrm{x})(\mathrm{b}S\mathrm{X})^{*}$.

今の我々の目的は条件 (37) の下で $C(S, E_{\mu})$ を最小化することにあるので,

$E_{\mu}(\mathrm{z}|\mathrm{x},\mathrm{y})+(\mathrm{T}rs\mathrm{x})\mathrm{x}\cdot \mathrm{y}-$

. (Tr $S\mathrm{X}$) $=0$ (38)
$\mathrm{z}-E_{\mu}(\mathrm{Z}|\mathrm{X},\mathrm{y})=0$ (39)

となる場合について最適化を行えばよい. 上記 2つの条件を満たすことは, PVM 測定 $E_{\mathrm{x}}^{\mathrm{y},\mathrm{t}^{\mathrm{T}}\mathrm{X})\mathrm{x}\cdot \mathrm{y}}\mathrm{T}\Gamma S\mathrm{x}_{-}\mathrm{r}s=$

$E\mathrm{x}(\mathrm{I}\otimes \mathrm{X})\mathrm{o}f_{\mathrm{y}}-,1\tau_{\mathrm{r}}s\mathrm{X}-(\mathrm{T}\mathrm{r}S\mathrm{x})\mathrm{x}\cdot \mathrm{y}$ を確率 $\mu(d\mathrm{X}d\mathrm{y})$ で行うことを意味している. この PVM 測定は PVM $E\mathrm{x}(\mathrm{I}\otimes \mathrm{x})$ を
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行った後にデータ変換 $a\vdasharrow a\mathrm{y}+\mathrm{b}S\mathrm{X}-(\mathrm{b}S\mathrm{X})\mathrm{x}\cdot \mathrm{y}=(a- (\mathrm{T}\mathrm{r} S\mathrm{X})\mathrm{x})\mathrm{y}+\mathrm{b}S\mathrm{X}$ を行うことを意味している. こ

れは PVM 測定 $E_{\mathrm{X}\mathrm{t}\mathrm{X}}\mathrm{I}\otimes$) $-(1\triangleright s\mathrm{x}_{)_{\mathrm{X}}}=E(\mathrm{X}-\mathrm{I}\otimes(\mathrm{T}\mathrm{r}s\mathrm{X}))(\mathrm{I}\otimes \mathrm{x})=E\mathrm{x}_{S}(\mathrm{I}\otimes \mathrm{x})$を行った後にデニタ変換 $aarrow*a\mathrm{y}+\mathrm{b}S\mathrm{X}$

を行うことと同じである. ここで $\mathrm{x}_{s:}=\mathrm{X}-\mathrm{I}\otimes(\mathrm{T}\mathrm{r}S\mathrm{x})$ とおいた. したがって, 今扱っている問題は PVM 測定

$E^{\mathrm{y}}:=E_{\mathrm{X}}(\mathrm{I}\otimes \mathrm{x})\mathrm{o}f_{\mathrm{y},\mathrm{r}}\mathrm{x}s-1\mathrm{T}s\mathrm{X}$を条件 (40) を満たす確率 $\mu(d\mathrm{x}d_{Y})$ で行うことにより $C(S,E_{\mu})$ を最小化する問題に

帰着する. したがってこのような問題設定下では $C(S, E_{\mu})$ は以下のように変形できる.

$C(S,E_{\mu})= \int_{\mathrm{R}^{d_{\mathrm{X}\mathrm{R}}ae}}*(\mathrm{T}\mathrm{r}(\mathrm{X}s(\mathrm{I}\otimes \mathrm{x}))^{2}S)\mathrm{y}\mathrm{y}\mu(d\mathrm{x}d\mathrm{y})*+(\mathrm{T}\mathrm{r}S\mathrm{x})(\mathrm{T}\mathrm{r}s\mathrm{X})*$.

また, 条件 (37) は以下のように変形できる.

$\int_{\mathrm{R}^{d_{\mathrm{X}\mathrm{R}}d\wedge}}(\mathrm{X}s(\mathrm{I}\otimes \mathrm{X})\mathrm{J}\otimes \mathrm{y}\mu(d\mathrm{x}d\mathrm{y})=\mathrm{x}s\cdot$ (40)

定理 12 $C^{R}(S, \mathrm{X})$ は以下のように計算できる.

$C^{R}(S, \mathrm{X})=(\mathrm{t}\mathrm{r}\sqrt{\mathrm{j}})^{2}+(^{r}\mathrm{R}s\mathrm{x})(\mathrm{T}\mathrm{r}s\mathrm{X})*$ . (41)

ここで $\mathrm{j}:=6(\mathrm{T}\mathrm{r}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})(\mathrm{X}s)^{*}\mathrm{X}s(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i}))$ とおいた. さらに下限を達成する Random PO VM は以下のよ

うに構成できる. $\mathrm{i}$ の固有値を $w_{i}$ その長さ 1の固有ベクトルを $\mathrm{e}_{i}\in \mathbb{R}^{d}$ で表すことにする. そのとき最適測定は
$u_{i}:= \frac{\sqrt{w:}}{\Sigma_{\mathrm{j}=1}^{d}\sqrt{w_{j}}}$ とおくと, $M_{\mathrm{i}}:= \sum_{i=1}dEu_{i}\mathrm{e}:u^{-1}\mathrm{e}^{*}$: で与えられる.

証明 条件 (40) は次のように書き直せる.

$\int_{\mathrm{R}^{d}\cross \mathrm{R}^{d}}$. $x_{iy}j\mu(d\mathrm{x}d\mathrm{y})=\delta i,j$ . (42)

すると M乃が条件 (42) を満たすことは容易に示せる. また $C(S, E.)\mu-(\mathrm{T}\mathrm{r}S\mathrm{x})^{*}(\mathrm{R}S\mathrm{X})$ は次のように書き直
せる.

$C(S, E_{\mu})-( \mathrm{T}\mathrm{r} s\mathrm{X})(\mathrm{T}\mathrm{r}S\mathrm{X})^{*}=\int_{\mathbb{R}^{d}\mathrm{x}\mathrm{R}^{d}}$ . $\mathrm{X}\mathrm{j}*\mathrm{y}\mathrm{X}^{\cdot}\mathrm{y}^{*}\mu(d\mathrm{X}d\mathrm{y})$ .

ここで $\mathrm{a}\in \mathbb{R}^{d}\otimes \mathbb{R}^{d*},$ $b\in \mathbb{R},$ $\mathrm{x}\in \mathbb{R}^{d},$ $\mathrm{y}\in \mathbb{R}^{d*}$ に対して以下の量を定義しておく.

$R(\mathrm{a}, b:\mathrm{X},\mathrm{y}):=\mathrm{x}^{*}\mathrm{j}\mathrm{x}\mathrm{y}\mathrm{y}^{*}-\mathrm{y}\mathrm{a}\mathrm{x}-b$ .

ここで (42) を満たす確率測度の集合を $\mathcal{L}$ と書き任意の $\mathrm{x}\in \mathbb{R}^{d},$ $\mathrm{y}\in \mathbb{R}^{d*}$ に対して $R$( $\mathrm{a},$

$b$ : X, y) $\geq 0$ となる

$(\mathrm{a},b)\in \mathbb{R}^{d}\otimes \mathbb{R}^{d*}\mathrm{x}\mathbb{R}$ の集合を $\mathcal{L}^{*}$ と書くことにする. そのとき次の不等式が成立する.

$\inf_{\mu\in \mathcal{L}}C(s, E)\mu-(\mathrm{T}\mathrm{r} S\mathrm{X})(\mathrm{R}S\mathrm{X})*\geq$ $\sup$ ($b+\mathrm{t}\mathrm{r}$ a).
$(\mathrm{a},b)\in L^{*}$

なぜなら $\mu\in \mathcal{L}\ovalbox{\tt\small REJECT}.(\mathrm{a}, b)\in c*$ について,

$C(S, E_{\mu})-( \mathrm{T}\mathrm{r}S\mathrm{x})(\mathrm{T}\mathrm{r}s\mathrm{X})^{*}-b-\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{a}=\int_{\mathrm{R}^{t}\cross \mathrm{R}^{d}}$ . $R(\mathrm{a},b:\mathrm{x},\mathrm{y})\mu(d\mathrm{x}d\mathrm{y})\geq 0$ .

となるからである. したがって, 適当な $\mu’\in \mathcal{L}_{j}(\mathrm{a}’, b’)\in \mathcal{L}^{*}\mathrm{Y}\simarrow$ついて,

$\int_{\mathrm{R}^{d}\cross \mathrm{R}^{d\mathrm{s}}}R(\mathrm{a}’’, b : \mathrm{x},\mathrm{y})\mu’(d\mathrm{X}d\mathrm{y})=0$

が成立するとき,

$c(s, E_{\mu}’)-(\mathrm{T}\mathrm{r}S\mathrm{x})(\mathrm{T}\mathrm{r}s\mathrm{X})^{*}=b’+\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{a}’$
$= \inf_{\mu\in L}c(S, E_{\mu})-(\mathrm{T}\mathrm{r}S\mathrm{x})(\mathrm{T}\mathrm{r}s\mathrm{X})^{*}=(\mathrm{a},b)\sup$

(
$b+\in c\cdot \mathrm{t}\mathrm{r}$

a)
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となる. ここで $\mathrm{a}:=2(\mathrm{t}\mathrm{r}\sqrt{\mathrm{J}})\sqrt{\mathrm{J}},$ $b=-(\mathrm{t}\mathrm{r}\sqrt{\mathrm{J}})^{2}$ のときについて考える.

$R(2(\mathrm{t}\mathrm{r}\sqrt{\mathrm{j}})\sqrt{\mathrm{j}}.,$ $-(\mathrm{t}\mathrm{r}\sqrt{\mathrm{j}})$ : $\mathrm{x},$
$\mathrm{y})2=(\sqrt{\mathrm{j}}\mathrm{x})^{*}(\sqrt{\mathrm{j}}\mathrm{x})\mathrm{y}\mathrm{y}-2*(\mathrm{t}\mathrm{r}\sqrt{\mathrm{j}})\mathrm{y}\sqrt{\mathrm{j}}\mathrm{x}+(\mathrm{t}\mathrm{r}\sqrt{\mathrm{j}})2$

$.,$

$=(\mathrm{y}\sqrt{\mathrm{j}}\mathrm{x}-(\mathrm{t}\mathrm{r}\sqrt{\mathrm{j}}))^{2}+(\sqrt{\mathrm{j}}\mathrm{x})^{*}(\sqrt{\mathrm{j}}\mathrm{x})$ が $-(\mathrm{y}\sqrt{\mathrm{j}}\mathrm{x})^{2}$ .
シュワルツの不等式より

$(\sqrt{\mathrm{j}}\mathrm{x})^{*}(\sqrt{\mathrm{j}}\mathrm{x})\mathrm{y}\mathrm{y}^{*}-(\mathrm{y}\sqrt{\mathrm{j}}\mathrm{x})^{2}\geq 0$

であるから. $R$ (2 $(\mathrm{t}\mathrm{r}\sqrt{\mathrm{j}})\sqrt{\mathrm{j}},$ $-(\mathrm{t}\mathrm{r}\sqrt{\mathrm{J}})^{2}$ : X, $\mathrm{y}$) $\geq 0$ となり $(2(\mathrm{t}\mathrm{r}fl_{\mathrm{J}}\sqrt{\mathrm{j}}, -(\mathrm{t}\mathrm{r}\sqrt{\mathrm{J}})2)\in \mathcal{L}^{*}$ となる. さらに

$u_{i}^{-1}\mathrm{e}_{i}^{*}\sqrt{\mathrm{i}}\mathrm{e}_{i}=\mathrm{t}\mathrm{r}\sqrt{\mathrm{i}}$ となること $\theta$

.ゝら, $M_{\mathrm{j}}= \sum_{\=}^{d\mathrm{e}}.1u_{i\mathrm{e}}E^{u}-::-1:*$ の support で 1ま $R(2(\mathrm{t}\mathrm{r}n_{\mathrm{J}}\sqrt{\mathrm{J}}, -(\mathrm{t}\mathrm{r}\sqrt{\mathrm{J}})^{2}$ : $\mathrm{x},\mathrm{y})=0$

となる. ここで $M_{\mathrm{j}}$ に対応する確率測度を $\mu_{\mathrm{j}}$ と書くと $\int_{\mathrm{R}^{\mathrm{d}}3\mathrm{R}^{d}}$. $R(2(\mathrm{t}\mathrm{r}\sqrt{\mathrm{i}})\sqrt{\mathrm{J}},$ $-(\mathrm{t}\mathrm{r}\sqrt{\mathrm{j}})^{2}$ : $\mathrm{x},$
$\mathrm{y}).\mu \mathrm{j}(d\mathrm{X}d\mathrm{y})=0$

となることから, $M_{\mathrm{j}}$ が最適測定となり, $\inf_{\mu\in c}c(s, E)\mu-(\mathrm{T}\mathrm{r} S\mathrm{X})$

.
$($Tr $S\mathrm{X})^{*}=(\mathrm{t}\mathrm{r}\sqrt{\mathrm{J}})^{2}$ を得る. したがって (41)

が示せた. . 口
.

定理 13 $\mathrm{X}=\mathrm{X}^{S}$ の場合についてのみ考える. $\mathrm{Y}:=(6(\mathrm{T}\mathrm{r}((\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})(\mathrm{X}_{S})^{*}\mathrm{x}_{S}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i}))))^{-1/}2\mathrm{X}$以下の 4
条件は同値である.

(13.1) $C^{R}(S, \mathrm{x})=C^{1}(S, \mathrm{x})$ .
(13.2) 任意の $d\cross d$ の正定値な実対称行列 $\mathrm{g}$ に対して $C^{R}$ ($S$, Xg) $=C^{1}$ ( $S$, Xg)

(13.3) $i\neq j$ に対して

(13.3.1) $\mathrm{Y}_{\dot{\iota}}S\mathrm{Y}_{\iota}=\mathrm{Y}_{j}S\mathrm{Y}_{j}$ .
(13.3.2) $\mathrm{Y}_{\iota}s\mathrm{Y}_{j}+\mathrm{Y}_{j}S\mathrm{Y}:=0$.

(13.4) $A_{*}:=\sqrt{S}Y_{i}$ とおいたとき, $\mathcal{R}(U_{i})=\mathcal{R}(|A_{j}|)$ となるように極分解 $A_{i}=U_{i}|A_{i}|$ をすると以下の条件を満
たす.

(13.4.1) $|A_{i}|=|A_{j}|$ .

(13.4.2) $U_{i}^{*}U_{j}+U_{j}^{*}U_{i}=0$ .

証明 (13.3) から ( $13.4\rangle$ を導 $\langle$ . (13.3.1) から (13.4.1) は導ける. $B:=U_{i}^{*}U_{j}+U_{j}^{*}U_{i}=0$ を示す. まず
$A:=|A_{i}\downarrow$ とおく. $B$ は自己共役作用素である. $\mathcal{K}(U_{i})=\kappa(A)$ したがって $\mathcal{K}(B)\supset \mathcal{K}(U_{i})\cap \mathcal{K}(U_{j})=\mathcal{K}(A)$. $B$ は

有界な自己共役作用素であるから $\phi$

. $\in R(A)$ に対して, $\langle\phi, B\phi\rangle=0$ を示せばよい. そのためには $\phi\in \mathcal{H}$ に対して
$\langle A\phi, BA\phi\rangle=0$ を示せば十分である. 条件 (13.3.2) より, $ABA=0$ となる. $\text{よ_{っ}て},(!^{3}42)$ は導けた.
次に ( $13.4\rangle$ から ( $13.2\rangle$ を導く. .
6 $(\mathrm{T}\mathrm{r}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{x}*\mathrm{x}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i}))=\mathrm{i}$かつ $\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{g}=1$ である場合に示せば+分である.
そして $\mathrm{g}$ の固有値を $g_{i}$ とし, 対応する固有ベクトルを $\mathrm{e}_{i}$ とする. Random POVM での最適なものは定理 12

より

$M_{\mathrm{g}}:= \sum_{\dot{\}=1}^{d}g\dot{.}E\frac{1}{\mathrm{e}^{g}::}\mathrm{e}:.$ .

で与えられる.

V $:=(\sqrt{S}\otimes \mathrm{g})\mathrm{V}(M_{g})(\sqrt{S}\otimes \mathrm{g})-(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})$ (Xg)*Xg $(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})$
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とする. すると,

$\mathrm{P}^{*}\dot{.}\mathrm{V}\mathrm{p}i=\sqrt{S}gi\sum_{k\neq i}g_{k()^{2}\sqrt{S}}xi$
, $\mathrm{P}_{j}^{*}\mathrm{V}\mathrm{P}_{*}$

. $=-\sqrt{S}g_{j}g\.jXxi\sqrt{S}$.

ここで $i\neq j$ に対して VO,のを $(i, i),$ $(i,j),$ $(j,i),$ $(j,j)$ 成分は以下で定義され, それ以外の成分が $0$ となる作用素

値行列とする.

$\mathrm{P}_{i}^{*}\mathrm{P}_{i}^{*}\mathrm{v}(\mathrm{V}(ii,’ j)\mathrm{P}_{i}j)\mathrm{P}_{j}$
$\mathrm{P}_{j}^{*}\mathrm{P}_{j}^{*}\mathrm{v}(i,j\mathrm{V}(i,j))\mathrm{p}\mathrm{P}_{j}:)=\mathrm{g}_{j}\mathrm{g}_{i}$

このとき

$\mathrm{V}=\sum_{i>j}\mathrm{V}(i, j)$
.

を得る. さらに自己共役かつ反自己転置な作用素値行列 $W$ を $\mathrm{P}_{ii}^{*\mathrm{w}\mathrm{P}=0}$, $\mathrm{P}_{i}^{*}W\mathrm{P}_{j}=-U_{i}Uj,$ $(i\neq j)$ とおく.

すると,I-W $=\mathrm{U}^{*}\mathrm{U}+\mathrm{D}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(\mathrm{I}-U_{i}^{*}U_{i})\geq 0$ となる. ここで Diag$(C_{i})$ は対角成分が $C_{i}$ となる作用素値行列を

表し. $\mathrm{U}$ は $(U_{1}, \ldots, U_{d})\text{を表す}$ . したがって

Tr $\mathrm{V}(i,j)(1-W)=\mathrm{T}\mathrm{r}\mathrm{g}_{j}\mathrm{g}_{i}=0$ .

従って系 6より, (13.2) を得る.$\cdot$

次に (13.1) から ( $13.3\rangle$ を示す. $\mathrm{g}=\mathrm{i}$ とおいて先程と同じように V, $\mathrm{V}(i,j)$ をおく. 定理 5より, 以下の条件

を満たす $W^{n}\in \mathcal{B}_{sa,at}(\mathcal{H}\otimes \mathbb{C}^{d})$ が取れる.

$1-\mathrm{W}^{n}\geq 0$ , TrV $(\mathrm{I}-\mathrm{w}^{n})arrow 0$.

(44) より任意の $i\neq j$ について,

Tr $\mathrm{V}(i, j)(1-W^{n})arrow 0$ . (45)

ここで (45) の左辺は以下のように変形できる.

Tr $\mathrm{V}(i,j)(1-W^{n})=\mathrm{T}\mathrm{r}$

$=\mathrm{T}\mathrm{r}(A_{i}A_{i}^{*}+\mathrm{P}_{*}^{*}.\mathrm{W}^{n}\mathrm{P}_{j}A_{i}A_{j}*+\mathrm{P}_{ji}^{*\mathrm{w}^{n}}\mathrm{p}AjA_{i}*+A_{j}A_{j}^{*})$

$=\mathrm{T}\mathrm{r}(A_{i}^{*}A_{i}+A_{jiji}^{*\mathrm{p}*}Wn\mathrm{p}A+A_{i}^{*}\mathrm{P}_{jij}^{*\mathrm{w}\mathrm{P}}nA+A_{j}^{*}A_{j})$

$=\mathrm{T}\mathrm{r}((A_{i}+\mathrm{P}_{j}^{*n}W\mathrm{P}jAj)^{*}(A:+\mathrm{P}_{j}^{*}W^{n_{\mathrm{P}_{i}}}Aj)+A_{j}^{*}\backslash (\mathrm{I}-(\mathrm{P}_{j}^{*}W^{n_{\mathrm{P}_{i})^{*}}}\mathrm{p}_{j}\mathrm{W}n\mathrm{p}i)Aj)$

したがって, 補題 21より,

$A_{i}^{*}A\dot{.}=A_{j}^{*}A_{j}$ , $A_{i}^{*}A_{j}+A_{j}^{*}A_{i}=0$ .

を得る. よって, (13.3) を得た. 口

8 例

以下この節ではいくつかの具体例について述べる. 系 11を満たす例として $(x_{1}, x_{2})=(P, Q)$ が挙げられる. こ

のとき $C^{2}(S, \mathrm{x})$ はヘテロダイン測定により達成される. すなわち, $Q+iP$ の固有状態による I の分解に対応する

POVM を考えればよい. その他 $(Q, kP^{-1})$ の場合についてはウェ一ブレット変換に対応する POVM で $C^{2}(S, \mathrm{x})$

が達成されることが知られている [8]. この例でも $Q+ikP^{-1}$ の固有状態による I の分解に対応する $\mathrm{P}\mathrm{O}$VM を考

えればよい.

また $H$ が 2次元のときには定理 13の条件が満たされることが容易に確かめられる.
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9 結論

本論文では (3) の意索での非可換な物蓮量の同時測定の定義下で, 各物理量の分散和の下限 $C(S, \mathrm{X})$ について考
察した. \S 3で (火 2で導入した作用素値行列を用いて自然に得られる第 1下限 $C^{1}(S, \mathrm{x})$ 及び第 2下限 $C^{2}(S, \mathrm{x})$

を与えた. その後の節では第 1下限 $C^{1}(S, \mathrm{X})$ 及び第 2下限 $C^{2}(S, \mathrm{x})$ の関係を論じた. また, 条件を制限するこ
とによって得られる $C(S, \mathrm{X})$ の上限 $C^{R}(S, \mathrm{x})$ についても考察した.
今のところ–般に $C(S, \mathrm{X})$ と $C^{1}(S, \mathrm{X})$ が–致しないと予想されている. 一致しないのであれば両者がどの程度

異なるか\searrow 一致するための必要十分条件などは重要な問題である. さらに \S 5で行った問題設定の下で両者が漸近
的に–致するかどうかは極めて重要な問題である. $d=2$ のときは定理 10の条件が成立する場合はハイポ正規作
用素に帰着される. この場合ではサブ正規作用素であることと第 1下限を達成する測定が存在することは同値であ
る. サブ正規作用素とハイポ正規作用素との違いを調べることが定理 10の条件の下で第 1下限と $C(S, \mathrm{X})$ の違い
を調べることにつながると思われる. サブ正規作用素とハイポ正規作用素については $\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{w}\mathrm{a}\mathrm{y}[10]$ を参照のこと.
これらについては今後の研究課題となる.
本論文で行った物理量の同時測定の定式花は–般の Jordan 代数及びそれから生成される対称錘上で展開するこ
とは可能である. $H$ が有限次元である場合は Hermite 行列全体からなる Jordan 代数上の議論と見なすことがで
きる. その際, 定理 13の条件は $\sqrt{S}x_{1}\sqrt{S},$ $\ldots\sqrt{S}x_{d}\sqrt{S}$ から生成される Jordan 代数の rank が 2となることと
同値になると予想される. このような Jordan 代数の代数構造 (もしくはそれに付随する対称錘の幾何構造) から
のアプロ一チがこの問題に有効な手段となることも考えられる. 手始めとして rank が 3のときにうまく機能する
理論を構成することなどが挙げられる. Jordan 代数と対称錘との対応については Faraut and Koriyi [9] を参照
のこと.
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A 定理 5の証明

線形計画法における双対定理は–般の線形位相空間上で成立することが知られている. ここでは第 1下限 $C^{1}(S, \mathrm{x})$

を–般の線形位相空間上での線形計画問題として捉えることによって定理 5を証明する.
$\chi,$ $y$ を線形位相空間とする. さらに $\mathcal{L}\subset \mathcal{X}$ を昇等とし, $\mathcal{X}^{*},$ $\mathcal{Y}^{*}$ を $\mathcal{X},$ $\mathcal{Y}$ の位相双対空間とする. $L$ の双対錐

$\mathcal{L}^{*}$ を次のように定義する: $\mathcal{L}^{*}:=\{f\in\ell\gamma|\langle f, X\rangle\geq.0, \forall x\in L\}$. Style and Wets [4] によると次の双対定理が知ら
れている.

定理 14 (双対定理) $\mathcal{X}$ から $\mathcal{Y}$ への連続線形写像 $a$ と $b\in \mathcal{Y},$ $c\in \mathcal{X}^{*}$ に対して次の不等式が成立する.

inf $\langle c, x\rangle\geq$ $\sup$ $\langle f, b\rangle$ . (46)
$\{x\in L|a(x)=b\}$ $\{j\in \mathcal{Y}.|c-a.(f)\epsilon c\cdot\}$

さらに

$\mathcal{F}_{a},.G:=\{(\langle C, x\rangle, a(x))|X\in \mathcal{L}\}$

$\mathcal{E}_{b}$ $:=\mathbb{R}\mathrm{x}\{b\}$
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とおくと,

$\overline{\mathcal{F}_{a,c}\cap \mathcal{E}_{b}}=\overline{\mathcal{F}_{a},C}\cap \mathcal{E}b$ . (47)

を満たすとき (4のの等号が成立する.

以下では定理 5の (18) の等号を示すため, (17) の右辺に定理 14を適用し, 条件 (47) を満たすことを確かめる. 以

下のように $\mathcal{X},$ $\mathcal{Y},$
$\mathcal{L}$ を置く.

$\mathcal{X}:=\tau_{\epsilon a}(\mathcal{H}\otimes \mathbb{C}^{d})$ , $\mathcal{Y}:=\mathcal{T}\epsilon a,at(\mathcal{H}\otimes \mathbb{C}^{d})$, $\mathcal{L}:=\mathcal{T}_{sa}+(\mathcal{H}\otimes \mathbb{C}^{d})$ .

このとき $\langle f, x\rangle=\mathrm{T}\mathrm{r}fX$ と見なすことにより,

$\mathcal{X}^{*}:=B_{sa}(\mathcal{H}\otimes.\mathbb{C}^{d})$ , $\mathcal{Y}^{*}:=\mathcal{B}_{sa,a}t(H\otimes \mathbb{C}^{d})$ , $\mathcal{L}^{*}:=\mathcal{B}_{s}^{+}a(\mathcal{H}\otimes \mathbb{C}^{d})$.

となる. さらに

$a:=\mathfrak{U},$ $b:=-\mathfrak{U}((\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{X}^{*}\mathrm{x}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})),$ $c:=\mathrm{I}$ .

とおくと $C^{1}(S, \mathrm{x})$ が (46) の左辺と等しくなる. 次に (17) の等号を示すために, 条件 (47) を満たすことを確かめ
る. そのためには任意の (47) の右辺の元 $(\alpha, -\mathfrak{U}((\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{x}*\mathrm{x}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i}))$ が (47) の左辺に含まれることを示

せばよい. Tr $\mathrm{V}_{n}arrow\alpha,$ $-\mathfrak{U}(\mathrm{v}_{n})arrow-\mathfrak{U}((\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{x}*\mathrm{x}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i}))$ (in trace norm) となる. $\mathcal{T}_{sa}^{+}(\mathcal{H}\otimes \mathbb{C}d)$ の列

$\{\mathrm{V}_{n}\}$ をとる. $\mathrm{Z}_{n}:=-\mathfrak{U}(\mathrm{V})n+\mathfrak{U}((\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{x}*\mathrm{x}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i}))$ とおく. さらに $\mathrm{Y}_{n}\in \mathcal{T}_{Sa,st}^{+}(\mathcal{H}\otimes \mathbb{C}^{d})$ を以下のよ

うに定義する. ( $\mathrm{P}_{i}$ の定義については (6) を参照のこと)

$\mathrm{P}_{i}^{*}\mathrm{Y}_{n}\mathrm{P}_{i}:=\sum_{j\neq i}|\mathrm{P}_{in}^{*}\mathrm{Z}\mathrm{P}_{j}|$
, $\mathrm{P}_{i}^{*}\mathrm{Y}_{n}\mathrm{P}_{j}:=0$ for $i\neq j$ .

$\mathrm{X}_{n}:=\mathrm{V}_{n}+\mathrm{Y}_{n}-\mathrm{z}_{n}$ と定義する. $\mathrm{Y}_{n}$ の自己転置性より $\mathfrak{U}(\mathrm{x}_{n})=-\mathfrak{U}((\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{x}*\mathrm{x}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i}))$ . ここで $i\neq j$

に対して作用素値行列 $\mathrm{Z}_{n}(i$ ,のを次のように定義する $k\neq i,j$ とする $b$
. ’

$\mathrm{P}_{kn,-}^{*\mathrm{z}}(i,j)=0$ , $\mathrm{Z}_{n}(i,j)\mathrm{P}_{k}=0$ , $(\mathrm{P}_{i}^{*}\mathrm{P}_{i}^{*}\mathrm{z}n(\mathrm{Z}n(i,j)\mathrm{P}i,j)\mathrm{P}_{j}\dot{.}$ $\mathrm{P}_{j}^{*}\mathrm{P}_{j}^{*}\mathrm{z}_{n}(\mathrm{Z}n(i,j)^{\mathrm{p}_{i}}i,j)\mathrm{p}_{j})=$ .

補題 18より, $\mathrm{Z}_{n}(i, j)\geq 0$ かつ $\mathrm{Y}_{n}-\mathrm{Z}_{n}=\sum_{i\neq j}\mathrm{Z}_{n}(i, j)\geq 0$ となる. よって $\mathrm{X}_{n}\geq 0$ を {$\mathrm{p}/_{\mathrm{B}}$る. さらに $\mathrm{Z}_{n}\leq|\mathrm{Z}_{n}|$

となることから.

$(\mathrm{P}_{i}+\mathrm{P}_{j})^{*}\mathrm{z}_{n}(\mathrm{P}_{i}+\mathrm{P}_{j})\leq(\mathrm{P}_{i}+\mathrm{P}_{j})^{*}|\mathrm{Z}_{n}|(\mathrm{P}_{i}+\mathrm{P}_{j})$.

よって

Tr $\mathrm{Z}_{n}(i,j)=2\mathrm{R}|\mathrm{P}_{i}^{*}\mathrm{Z}_{nj}\mathrm{p}|=r\mathrm{b}(\mathrm{P}_{i}+\mathrm{P}_{j})^{*}\mathrm{z}_{n}(\mathrm{P}:+\mathrm{P}_{j})$

$\leq \mathrm{T}\mathrm{r}$ $(\mathrm{P}_{i}+\mathrm{P}_{j})^{*}|\mathrm{Z}_{n}|(\mathrm{P}_{i}+\mathrm{P}_{j})\leq \mathrm{T}\mathrm{r}$ $|\mathrm{Z}_{n}|arrow 0$ .

よって Tr $\mathrm{X}_{n}arrow\alpha$ を得る. よって題意が示せた.

$\mathrm{B}$ 定理 8の証明に必要な種々の補題

この節では $\mathcal{H}$ 上の自己共役作用素 $Z$ に対して $Z^{(n)}$ で以下の $\mathcal{H}^{\otimes n}$ 上の自己共役作用素を表すとする.

$Z^{(n)}= \sum_{k=1}z^{k.()}n$
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なおここで

$Z^{k,(n)}:=\mathrm{I}\otimes\cdots\otimes \mathrm{I}\otimes Z\otimes \mathrm{I}i.\otimes\cdots\otimes \mathrm{I}$ . (48)

と定義した. 以下では, このような記号の下で定理 8の証明に必要な補題 15及びその補題 15の証明に必要な種々
の補題を証明する.

捕題 15 $X,$ $\mathrm{Y}$ を $H$ 上の自己共役作用素とし, $S$ を $\mathcal{H}$ 上の密度演算子とする.

$||\sqrt{S}|1^{x},$ $Y]|^{\sqrt{S}}||\mathrm{T}\mathrm{r}<\infty$ .

が満たされるならば, 以下の式が成立する.

$\lim_{narrow\infty}\frac{1}{n}$ Tr $\sqrt{S@n}|[X^{(n)},$ $\mathrm{Y}^{(n)}]|\sqrt{s\otimes n}=\lim_{narrow\infty}\frac{1}{n}\mathrm{b}|\sqrt{s\otimes n}[X^{(n)},$ $\mathrm{Y}(n)]\sqrt{S^{\otimes n}}|$

$= \lim_{narrow\infty}\frac{1}{n}|\mathrm{T}\mathrm{r}\sqrt{s\otimes n}[X^{(n)},$ $\mathrm{Y}(n)]\sqrt{s\otimes n}|=|\mathrm{T}\mathrm{r}\sqrt{S}[X, Y]\sqrt{S}|$ . (49)

証明 ここで $Z:=\sqrt{-1}[X, Y]$ とおくと $Z^{(n)}=\sqrt{-1}[X^{(n)}, Y^{(n)}]$ となる. したがって補題 16を用いると (49)
を得る. 口

補題 16 $Z$ を $\mathcal{H}$ 上あ自己共役作用素とし, $S$ を $\mathcal{H}$ 上の密度演算子とする.

$||\sqrt{S}|Z|\sqrt{S}||\mathrm{T}\mathrm{r}<\infty$ . (50)

が満たされるならば, 以下の式が成立する.

$\lim_{narrow\infty}\frac{1}{n}\mathrm{T}\mathrm{r}\sqrt{s\otimes n}|z(n)|\sqrt{s\otimes n}=\lim_{arrow\infty}\frac{1}{n}\mathrm{T}\mathrm{r}|n|\sqrt{S^{\otimes n}}z(n)\sqrt{s\otimes n}=\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}narrow\infty|\frac{1}{n}?\}\sqrt{S^{\otimes n}}Z^{(n})\sqrt{s\otimes n}|=|\mathrm{n}\sqrt{S}z\sqrt{S}|$ .
(51)

証明 $Z$ のスペクトル分解を $E_{Z}$ で表し $Z^{\,(n)}$ のスペクトル分解を $E_{i,n}$ で表す. このとき,

$\frac{1}{n}|z^{(n})|=\int_{0}^{\infty}\int_{0}^{\infty}\cdots\int_{0}^{\infty}|\frac{x_{1}+x_{2}+\cdots+X_{n}}{n}|E_{\iota,n}(d_{X)B}1,n(dx_{2})\cdots E_{n,n}(dX_{n})$.

各 $Z^{i,(n)}$ が可換であることに注意せよ. 従って

$\frac{1}{n}\mathrm{T}\mathrm{r}|\sqrt{s\otimes n}|Z^{(n)}|\sqrt{s\otimes n}|$

$= \int_{0}^{\infty}\int_{0}^{\infty}\cdots\int_{0}^{\infty}|\frac{x_{1}+x2+\cdots+xn}{n}|\mathrm{T}\mathrm{r}_{\mathcal{H}^{\Phi}}n\sqrt{s\otimes n}E_{1},n(d_{X_{1}})E_{2},n(dx_{2})\cdots E_{n,n}(dx_{n})^{\sqrt{s\otimes n}}$

$= \int_{0}^{\infty}\int_{0}^{\infty}\cdots\int_{0}^{\infty}|\frac{x_{1}+x_{2}+\cdots+X_{n}}{n}|$ Tr $\sqrt{S}E_{Z}(dx_{1})\sqrt{S}$Tr $\sqrt{S}E_{Z}(dx_{2})\sqrt{S}\vee\ldots$ Tr $\sqrt{S}E_{Z}(dx_{n})\sqrt{S}$. (52)

ここで $X$ を確率測度 Tr $\sqrt{S}E_{Z}(dX)\sqrt{S}$ に従う確率変数とする. そして確率変数 $x_{i}=\mathrm{x},$ $x^{(n}$)
$:= \sum_{\dot{\tau}=1}^{n}X_{1}$. と定

義する. このとき大数の法則より,

$\frac{1}{n}E(|X^{(n)}|)arrow|E(X)|$ (53)

が導ける. 従って (52)(53) 及び補題 17より (51) を得る. 口

補題 17 (5のが成立するとき以下の不等式が成立する.

Tr $\sqrt{S}|Z|\sqrt{S}\geq \mathrm{T}\mathrm{r}|\sqrt{S}z\sqrt{S}|\geq|\mathrm{T}\mathrm{r}^{\sqrt{S}z\sqrt{S}}|$ . (54)

証明 一般の $\mathrm{T}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}$ class な自己共役作用素に関して以下の式が成立する.

$\mathrm{T}\mathrm{r}|T|=\min\{\mathrm{T}\mathrm{r}T’|T’\geq\pm T, T’\in \mathcal{T}_{sa}(\mathcal{H})\}$ .

$|Z|\geq\pm Z$ より $\sqrt{S}|Z|\sqrt{S}\geq\pm\sqrt{S}Z\sqrt{S}$ となる. したがって Tr $\sqrt{S}|Z|\sqrt{S}\geq \mathrm{T}\mathrm{r}|\sqrt{S}Z^{\sqrt{S}1}$ となる 口
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$\mathrm{C}$ 作用素値行列に関する種々の補題

補題 18 $A$ を $\mathcal{H}$ 上の作用素とする. 2 $\mathrm{x}2$ め作用素値行列: $\mathrm{B}:=$ を考える. $\mathrm{B}^{2}=$

となるので $|\mathrm{B}|=($ $\sqrt{AA^{*}}0$ $\sqrt{A^{*}A}0)=$ となる . したが $\text{っ}$ て $=|\mathrm{B}|+\mathrm{B}\geq 0$ と

なる.

補題 19反自己共役な作用素 $U$ に対して

$\geq 0$ . (55)

であれば,

$\mathrm{I}-U^{*}U=\mathrm{I}+U2\geq 0$ (56)

を得る.

証明 仮定より,

( $\mathrm{I}$ $-U$ ) $\geq 0$ . (57)

を得る. これを計算すると (56) を得る. 口

補題 20 & を $||S_{n}||_{\mathrm{T}\mathrm{r}}\leq R$ となる自己共役作用素の列とする. $P$ を射影とする. $||Ps_{n}P||_{\mathrm{T}\mathrm{r}}arrow 0$ となるとき,
$||S_{n}-(\mathrm{I}-P)s_{n}(\mathrm{I}-P)||\mathrm{T}\mathrm{r}arrow 0$ となる.

証明 $||(\mathrm{I}-P)snP||\mathrm{T}\mathrm{r}arrow 0$ となることを示すと良い. すなわち Tr $\sqrt{PS_{n}(\mathrm{I}-P)SnP}arrow 0$ を示せばよい. まず,
$PS_{n}( \mathrm{I}-P)s_{n}P=\sum^{\infty}i=1s\dot{.},n|\emptyset i,n)\langle\phi i,n|$ と Schatten 分解する. このとき $\phi_{i,n}\in \mathcal{R}(P)-$ であるから, $P\phi_{i,n}=\phi i,n$

となる. すると $\sqrt{s_{i,n}}=||(\mathrm{I}-P)s_{n}P\phi i,n||$ となる. さらに $\psi_{i,n}:=(\mathrm{I}-P)s_{n}P\phi:,n$ とし, $\psi_{i,n}’:=\frac{1}{||\psi:,n||}\psi_{i,n}$ とす

る. シュワルツの不等式より,

$\langle\phi_{i,n}|S_{n}|\psi’i,n\rangle\langle\psi_{i,n}^{;}|S_{n}|\phi i,n\rangle\leq\langle\psi i,n|\prime S_{n}|\psi_{i,n}’\rangle\langle\phi i,n|S_{n}|\phi_{i,n}\rangle$

そして,

$\langle\phi_{i,n}|s_{n}|\psi_{i,n}’\rangle=\frac{(\phi_{i,n}|S_{n}|(\mathrm{I}-P)SnP\phi_{\dot{f}n}\rangle}{||\psi_{i,n}||},=\frac{\langle\phi_{i},{}_{n}Ps_{\hslash}(\mathrm{I}-P)SnP|\emptyset i,n\rangle}{||\psi_{i,n}||}=||\psi_{i},n||$ .

したがって,

$||\psi_{i,n}||\leq\sqrt{\langle\psi_{i,n}\prime|sn|\psi_{i};,n\rangle\langle\phi i,n|Sn|\phi_{i},n\rangle}$.

を得る. これらを用いて,

$\leq\vee R\vee\cdot 1’ \mathrm{r}\mathit{1}J\delta.nParrow \mathrm{U}$ .

口
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補題 21 $A,$ $B$ を苗 lbert Schmit 作用素とする. $U_{n}$ は線形作用素の列で以下の 3条件を満たすとする.

$0$ $\mathrm{I}-U_{n}^{*}Un\geq 0$

$0$ $\mathrm{R}(A-U_{n}B)*(A-U_{n}B)arrow 0$

$0$ Tr $B^{*}$ (I $-U_{n}^{*}U_{n}$ ) $Barrow 0$

このとき以下の式が成立する.

$A^{*}A-B^{*}B=A^{*}B+B^{*}A=0$ . (58)

証明 (58) の左辺を変形すると,

$A^{*}A-B^{*}B=(A-U_{n}B)^{*}(A-U_{n}B)-B^{*}(\mathrm{I}-U_{nn}^{*}U)B+(A - U_{n}B)^{*}U_{n}B+(U_{n}B)^{*}(A-U_{n}B)$

を得る. 従って,

$||A^{*}A-B^{*}B||$

$\leq||(A-U_{n}B)^{*}(A-U_{n}B)||+||B^{*}(\mathrm{I}-U_{n}^{*}U_{n})B||+||(A-U_{n}B)*UnB||+||(U_{n}B)*(A-U_{n}B)||$

$\leq||(A-U_{n}B)*(A-UnB)||\mathrm{T}\mathrm{r}||B*(\mathrm{I}-U_{n}*Un)B||\mathrm{T}\mathrm{r}++||(A-U_{n}B)^{*}||||U_{n}B||+||(U_{n}B)^{*}||||(A-U_{n}B)||$

$\leq||(A-U_{n}B)*(A-UnB)||\mathrm{T}\mathrm{r}||B*(\mathrm{I}-U_{n}*Un)B||\mathrm{T}\mathrm{r}++||(A-U_{n}B)^{*}||_{HS}||U_{n}B||+||(U_{n}B)*||||(A-UnB)||HSarrow 0$

なお $||$ |匝は trace ノルム $||$ $||_{HS}$ は ffilbert Schmit ノルムを表す. さらに

$A^{*}B+B^{*}A=(A-U_{n}B)^{*}UnB+(U_{n}B)^{*}(A-U_{n}B)$

であるから先程と同じようにして

$||A^{*}B+B*A||=0$

を得る. 口

補題 22 A を自己共役な作用素値行列とする. このとき以下は同値

( $22.1\rangle$ A は射影.

( $22.2\rangle {}^{t}\mathrm{A}$ は射影.

(22.3) $6(\mathrm{P})^{2}+\mathfrak{U}(\mathrm{P})^{2}=6(\mathrm{P})$ , $6(\mathrm{P})\mathfrak{U}(\mathrm{P})+\mathfrak{U}(\mathrm{P})6(\mathrm{p})=\mathfrak{U}(\mathrm{p})$ .

証明 $\mathrm{P}$ が射影であるための必要十分条件は以下で与えられる.

$(\mathit{6}(\mathrm{P})+\mathfrak{U}(\mathrm{P}))^{2}=\mathit{6}(\mathrm{P})+\mathfrak{U}(\mathrm{P})$

この条件を自己転置部分と反自己転置部分に別けて書くと,

6 $(\mathrm{P})^{2}+\mathfrak{U}(\mathrm{P})^{2}=6(\mathrm{P})$ , 6 $(\mathrm{P})\mathfrak{U}(\mathrm{P})+\mathfrak{U}(\mathrm{P})\mathit{6}(\mathrm{p})=\mathfrak{U}(\mathrm{p})$ .

すなわち (22.3) を得る. 同様にして (22.2) との同値性を得る. 口

補題 23 $\mathrm{P}$ を射影となる作用素値行列とする. このとき以下の条件は同値である.

(23.1) 26(P) が射影となる.
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(23.2) $( \mathfrak{U}(\mathrm{P}))^{2}=\frac{1}{2}6(\mathrm{P})$ が成立する.

(23.3) 6 $(\mathrm{P})^{2}=\mathfrak{U}(\mathrm{p})^{2}$ が成立する.

(23.4) $\mathrm{P}t\mathrm{p}=0$ .

(23.5) $t\mathrm{p}\mathrm{P}=0$ .

(23.6) $\mathrm{P}(\mathrm{I}-2\mathfrak{U}(\mathrm{p}))=0$ .

(23.7) $(\mathrm{I}-2\mathfrak{U}(\mathrm{P}))^{\mathrm{p}}=0$ .

(23.8) 任意の作用素値行列 $\mathrm{S}$ に対して $(\mathit{6}(\mathrm{P}\mathrm{S}\mathrm{p}))^{2}=(\mathfrak{U}(\mathrm{P}\mathrm{S}\mathrm{P}))2$ が成立する.

証明 $\mathrm{P}$ が射影であるから $(\mathit{6}(\mathrm{P})+\mathfrak{U}(\mathrm{P}))^{2}=\mathit{6}(\mathrm{P})+\mathfrak{U}(\mathrm{P})$ となる. 両辺の自己転置部分をとると, $\mathfrak{S}(\mathrm{P})^{2}+$

$\mathfrak{U}(\mathrm{P})^{2}=6(\mathrm{p})$ を得る. この式から (23.1) (23.2) (23.3) の同値関係が出る. 次に (23.2) 及び $\langle$ 23.3) を仮定して

( $23.4\rangle$ を導 $\langle$ $.(2\epsilon.2)$ より $6(\mathrm{P})$ と $\mathfrak{U}(\mathrm{P})$ の可換性が導かれる. 従って, $\mathrm{P}^{t}\mathrm{P}=\mathfrak{S}(\mathrm{p})^{2}-\mathfrak{U}(\mathrm{p})^{2}+6(\mathrm{P})\mathfrak{U}(\mathrm{P})-$

$\mathfrak{U}(\mathrm{P})\mathit{6}(\mathrm{p})=0$ を得る. 次に $\langle$ 23.4) を仮定して (23.3) を導く. まず仮定より, $0=\mathrm{P}t\mathrm{p}=6(\mathrm{P})^{2}-\mathfrak{U}(\mathrm{P})^{2}+$

$\mathfrak{S}(\mathrm{P})\mathfrak{U}(\mathrm{p})-\mathfrak{U}(\mathrm{p})\mathit{6}(\mathrm{p})$ を得る. ここで, 右辺の自己転置部分を取ると,(233) を得る. 従って (23.1) から (23.4)

までの同値性が言えた. 同様にして (23.5) と (23.1) から (23.3) までの同値性が言える. 条件 (28.6) の条件式は

以下のように書き換えられる. $0=\mathrm{P}(\mathrm{I}-2\mathfrak{U}(\mathrm{p}))=\mathrm{P}(\mathrm{I}-\mathit{6}(\mathrm{p})-\mathfrak{U}(\mathrm{p})+\mathit{6}(\mathrm{P})-\mathfrak{U}(\mathrm{P}))=\mathrm{p}(\mathrm{I}-\mathrm{p}+t\mathrm{p})=\mathrm{P}^{t}\mathrm{p}$.
従って,(236) は (23.4) と同値である. 同様にして (23.7) と (23.5) の同値性が言える. 従って (23.1) から (23.7)

までの同値性が言えた. .

最後に (2$.1) から (23.7) までと (23.8) の同値性を示す. (23.8) から (2$.3) は容易に導ける. そこで (23.4)

及び (23.5) を仮定して (23.8) を示す.

$(\mathfrak{S}(\mathrm{P}\mathrm{S}\mathrm{P}))2=(\mathrm{P}\mathrm{S}\mathrm{P}+{}^{t}\mathrm{P}^{\mathrm{r}}\mathrm{S}^{t}\mathrm{p})2=\mathrm{P}.\mathrm{S}\mathrm{p}^{2}\mathrm{S}\mathrm{p}+\mathrm{P}\mathrm{S}\mathrm{P}^{t}\mathrm{P}t\mathrm{S}^{l}\mathrm{p}+t\mathrm{p}^{\iota_{\mathrm{S}}}$ ’PPSP $+t\mathrm{p}^{t}\mathrm{s}^{t}\mathrm{p}^{t}\mathrm{p}^{t}\mathrm{s}^{\mathrm{r}}\mathrm{p}$

ここで (23.4) 及び (23.5) を用いると, $(6(\mathrm{P}\mathrm{S}\dot{\mathrm{p}}))2=\mathrm{P}\mathrm{S}\mathrm{P}^{2}\mathrm{s}\mathrm{p}+t\mathrm{p}{}^{t}\mathrm{S}t\mathrm{p}’ \mathrm{P}{}^{t}\mathrm{S}t\mathrm{p}$. となる. 同様にして,
$(\mathfrak{U}(\mathrm{P}\mathrm{s}\mathrm{p}))^{2}=\mathrm{p}\mathrm{S}\mathrm{P}^{2}\mathrm{S}\mathrm{p}+t\mathrm{p}’ \mathrm{S}t\mathrm{p}t\mathrm{p}{}^{t}\mathrm{S}t\mathrm{p}$ を得る. したが $\text{っ}$ で (23.8) を得る. 口

補題 24 $\mathrm{T}_{n}$ を自己共役な $d\cross d$ の作用素値行列の列とするこのとき以下の 2条件は同値になる.

(24.1) $||\mathrm{T}_{n}||\mathrm{T}\mathrm{r}arrow 0$ となる.

$\langle$24.2) $||\mathit{6}(\mathrm{T}_{n})||\mathrm{I}*arrow 0$ 及び $||\mathfrak{U}\langle \mathrm{T}_{n}$ ) $||_{\mathrm{T}}\mathrm{r}arrow 0$ となる.

証明 (24.1) から (24.2) を示す. $6( \mathrm{T}_{n})=\frac{1}{2}(\mathrm{T}_{n}+{}^{t}\mathrm{T}_{n})$ であるから, 補題 26より,

$||6( \mathrm{T}_{n})||\mathrm{T}\mathrm{r}\leq\frac{1}{2}(||\mathrm{T}_{n}||\mathrm{T}\mathrm{r}+||t_{\mathrm{T}_{n}||_{\mathrm{T}\mathrm{r}})}\leq\frac{1}{2}(||\mathrm{T}_{n}||\mathrm{T}\mathrm{r}+d2||\mathrm{T}_{n}||\mathrm{T}\mathrm{r})arrow 0$ .

逆は自明. 口

補題 25 $\mathrm{P}$ を射影で補題 23の条件を満たす作用素値行列とする. 以下の 3条件は同値となる.

( $25.1\rangle||\mathrm{T}_{n}||\mathrm{T}\mathrm{r}arrow 0$ となる.

(25.2) $||\mathit{6}(\mathrm{T}_{n})||\mathrm{T}\mathrm{r}arrow 0$ となる.

(25.3) $||\mathfrak{U}(\mathrm{T}_{n})||\mathrm{T}\mathrm{r}arrow 0$ となる.

証明 補題 30より容易に導ける. 口
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補題 26 $\mathrm{T}$ を $d\mathrm{x}d$ の作用素値行列とする. すると $||{}^{t}\mathrm{T}||\mathrm{T}\mathrm{r}\leq d^{2}||\mathrm{T}||\mathrm{T}\mathrm{r}$ を得る.

証明 補題 27より,$-||\mathrm{P}_{i}\mathrm{T}\mathrm{p}j||\mathrm{T}\mathrm{r}\leq||\mathrm{T}||_{\mathrm{T}\mathrm{r}}$ でるから, $||t_{\mathrm{T}||_{\mathrm{T}\mathrm{r}}} \leq\sum_{i,j}||\mathrm{P}_{*}.\mathrm{T}\mathrm{p}_{j}||_{TR}\leq d^{2}||T||\mathrm{T}\mathrm{r}$ となり題意を得
る. 口

補題 27 $\mathrm{T}$ を $d\mathrm{x}d$ の作用素値行列とする. すると $||\mathrm{P}:\mathrm{T}\mathrm{p}j||\mathrm{T}\mathrm{r}\leq||\mathrm{T}||_{\mathrm{T}\mathrm{r}}$ を得る.

証明 作用素の trace norm について以下の式が知られている.

$|| \mathrm{T}||_{\mathrm{T}\mathrm{r}}=\sup\{\sum_{n}\langle\phi_{n}, \mathrm{T}\psi_{n}\rangle|\{\phi_{n}\}$ 及び $\{\psi_{n}\}$ は $\mathcal{H}\otimes \mathbb{C}^{d}\text{の正規直交基底}\}$ .

そして, $\mathrm{P}_{i}\mathrm{T}\mathrm{P}_{j}$ は $\mathcal{H}$ 上の作用素とみなすことができるので

$|| \mathrm{P}_{i}\mathrm{T}\mathrm{p}_{j}||_{\mathrm{T}}\mathrm{r}=\sup\{\sum_{n}\langle\phi n’ \mathrm{P}i\mathrm{T}\mathrm{P}_{j}\psi\rangle$
$\text{各}n\iota_{\sim}^{\sim_{D^{\backslash }\mathrm{A}}}\backslash \text{て}(\mathrm{P}i\phi_{n}\mathrm{o},\mathrm{P}j\psi n=0)\text{ま}^{\mathrm{r}}\vee\mathrm{h}\{\phi_{n}\}\text{及}\mathit{0}\backslash \{\backslash \psi_{n}\}\iota\mathrm{h}_{\mathcal{H}\bigotimes_{=}}\mathbb{C}d\text{の}\mathrm{i}\mathrm{E}\text{規_{}\llcorner}\mathrm{B}K\backslash \text{基}\Gamma\epsilon_{l}\text{て}\backslash \backslash \}$. (59)
$(\mathrm{P}_{i}\phi_{n}=\emptyset n’ \mathrm{p}_{j}\psi n=\psi n)$ .

ここで $\mathrm{p}_{i}\phi_{n}=\phi_{n},$ $\mathrm{p}_{j}\psi n=\psi_{n}$ となる $n$ の集合を A と表すと,(59) での条件を満たす $\{\phi_{n}\}$ と $\{\psi_{n}\}$ の組について

$|| \mathrm{T}||\mathrm{T}\mathrm{r}\geq\sum_{n}\langle\emptyset n’ \mathrm{T}\psi_{n}\rangle=\sum_{n\in \mathrm{A}}\langle\emptyset n’ \mathrm{T}\psi n\rangle+\sum_{n\lambda}\langle\phi_{n}, \mathrm{T}\psi n\rangle$

$= \sum_{n\in\Lambda}\langle\phi_{n}, \mathrm{p}_{i}\mathrm{T}\mathrm{p}_{j}\psi_{n}\rangle+\sum_{n\lambda}\langle\phi n’ \mathrm{T}\psi n\rangle\geq||^{\mathrm{p}_{i}\mathrm{T}}\mathrm{p}_{j}||\mathrm{T}\mathrm{r}+\sum_{n\lambda}\langle\phi_{n}, \mathrm{T}\psi_{n}\rangle\geq||^{\mathrm{p}_{i}}\mathrm{T}\mathrm{P}_{j}||\mathrm{T}\mathrm{r}$

よって, 題意を得た. 口

補題 28 $W\in B(\mathcal{H})$ について以下は同値

(28.1) $W$ が部分等距離作用素.

(28.2) $W^{*}$ が部分等距離作用素.

(28.3) $W^{*}W$ が射影作用素.

(28.4) $WW^{*}$ が射影作用素.

証明は 日合柳 [7] を参照のこと.

補題 29 $U^{*}U$ が射影であるとするこのとき

$U^{*}U^{2}=U$

を得る.

証明 $U^{*}U$ が射影であることから $\mathrm{I}=P_{\mathcal{K}(u*u}$ ) $+U^{*}U$ となる. さらに $\mathcal{K}(U)=\mathcal{K}(U^{*}U)$ であるから, $U^{*}U=$

$\mathrm{I}-P_{\mathcal{K}(u_{)}}$ となり, $U^{*}U^{2}=(\mathrm{I}-P_{\mathcal{K}(U)})U=U$ となる 口

補題 30 $\mathrm{P}$ を $26(\mathrm{P})$ 及び自身が射影となる作用素値行列とする. A を自己共役な作用素値行列とすると

$|6(\mathrm{P}\mathrm{A}\mathrm{P})|=|\mathfrak{U}(\mathrm{P}\mathrm{A}\mathrm{P})|$

となり,

$||\mathrm{P}\mathrm{A}\mathrm{p}||_{\mathrm{T}\mathrm{r}}\leq 2||6(\mathrm{P}\mathrm{A}\mathrm{P})||\mathrm{T}\mathrm{r}$

’
$||\mathrm{P}\mathrm{A}\mathrm{P}||\mathrm{b}\leq 2||\mathfrak{U}(\mathrm{P}\mathrm{A}\mathrm{p})||\mathrm{T}\mathrm{r}$

を得る.
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証明 補題 23より $\mathit{6}(\mathrm{P}\mathrm{S}\mathrm{P})$ 及び $\mathfrak{U}(\mathrm{P}\mathrm{S}\mathrm{P})$ は自己共役であるから

$|6(\mathrm{P}\mathrm{S}\mathrm{P})|2=|\mathfrak{U}(\mathrm{P}\mathrm{S}\mathrm{P})|2$

を得る. よって題意を得た. 口

以下補題 31から補題 35までについては補題の主張のみ書いておく. 証明は容易である.

補題 31 A が自己共役ならば $\mathfrak{U}(\mathrm{A})$ 及び $\mathit{6}(\mathrm{A})$ も自己共役になる.

補題 32任意の作用素値行列 $\mathrm{B}$ 及び行列 $\mathrm{a},$
$\mathrm{c}$ 及び作用素 $A$ について以下の式が成立する.

Tr $(A\otimes \mathrm{a})\mathrm{B}(C\otimes \mathrm{c})=\mathrm{a}$ Tr $((A\otimes \mathrm{i})\mathrm{B}(C\otimes \mathrm{i}))\mathrm{c}=A\mathrm{t}\mathrm{r}((\mathrm{I}\otimes \mathrm{a})\mathrm{B}(\mathrm{I}\otimes \mathrm{C}))c$.

補題 33任意の作用素値行列 $\mathrm{B}$ 及び作用素 $A,$ $C$ について以下の式が成立する。

$6((A\otimes \mathrm{i})\mathrm{B}(C\otimes \mathrm{i}))=(A\otimes \mathrm{i})6(\mathrm{B})(c\otimes \mathrm{i})$

$\mathfrak{U}((A\otimes \mathrm{i})\mathrm{B}(C\otimes \mathrm{i}))=(A\otimes \mathrm{i})\mathfrak{U}(\mathrm{B})(c\otimes \mathrm{i})$.

補題 34任意の作用素値行列 A について以下の式が成立する.

Tr $\mathit{6}(\mathrm{A})=6(\mathrm{T}\mathrm{r}\mathrm{A})$ , $\mathrm{T}\mathrm{r}\mathfrak{U}(\mathrm{A})=\mathfrak{U}(?\}\mathrm{A})$.

補題 35 $\mathrm{P}$ が射影となる作用素値行列とする. このとき,

$\mathrm{I}-2\mathfrak{U}(\mathrm{P})\geq 0$

を得る.
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