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ABSTRACT. In this paper, we deal with variational problems with inequality stat$e$

constraints. The theory of conjugate points for these problems is developed, and necessary
optimality conditions in terms of this concept are derived.

1 序

本稿では、次の不等式状態制約をもつ変分問題 $(\mathrm{V}\mathrm{P})$ に対する共役点とヤコビシステム
を考察し, $(\mathrm{V}\mathrm{P})$ の最適性条件を共役点の概念を用いて記述する。

$(VP)$ Minimize $\int_{0}^{T}f(t,x(t),\dot{x}(t))dt$

subject to $x(\mathrm{O})=A,$ $x(T)=B$ , $x\in W_{1,\infty}^{n}[0, T]$ ,
$g(t, x(t))\leq 0\forall t\in[0, T]$ ,

ただし, $T>0$ と $R^{n}$ の 2点 $A,$ $B$ は固定されているものとする. 関数 $x$ は

$W_{1,\infty}^{n}[0, T]:=$ { $x$ : $[0,$ $T]arrow R^{n}|x_{i}$ ; 絶対連続, $||x||<\infty$}

の元で、 ノルム $||x||= \max_{t\in[0,T]}||x(t)||+\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}\sup_{t\in[0,T]}||\dot{x}(t)||$ が与えられているものとする.
また, 関数 $f$ : $R^{2n+1}arrow R,$ $g:[0, T]\cross R^{n}arrow R^{m}$ は 2回連続微分可能とする。
この変分問題の典型的な例としては, $R^{3}$ の曲面と曲面外の 2点 $A$ , $B$ が与えられたと

き, 2点を結ぶ最短路を求める問題がある (例 2.1-2.3を見よ).

共役点は、 変分法における大域的性質をもつ重要な概念であり, 長い歴史を持つ. そこ
で先ず, 変分問題の基本問題に対する共役点を手短に説明する事にする. 変分法の基本問
題 (the Simplest Problem) は次の式で定式化される :

$(SP)$ Minimize $\int_{0}^{T}f(t, x(t),\dot{x}(t))dt$

subject to $x(\mathrm{O})=A,$ $x(T)=B$

この基本問題に対する 1次の最適性必要条件が Euler(-Lagrange) 方程式 (1744) であり,

2次の最適性必要条件 (のひとつ) が Legendre 条件 (1786) である. 即ち, 最適解雌)
は

$\bullet$ $\frac{d}{dt}f_{\dot{x}}(t,\overline{x}(t),\overline{x}(t))-f_{x}(t,\overline{x}(t),\overline{x}(t))=0$ $\mathrm{a}.\mathrm{e}$ . $t$ (Euler)

$\bullet$ $f_{\dot{x}\dot{x}}(t,\overline{x}(t),\overline{x}(t))\geq \mathrm{C}\mathrm{a}.\mathrm{e}$ . $t$ (非負定値, Legendre)
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を満たす. Legendre はこの逆が成立するのではないかと考えた. つまり, 許容解 $\overline{x}(t)$ が

Euler 方程式と Legendre の強条件

$f_{\dot{x}\dot{x}}(t,\overline{x}(t),\overline{x}t))>0\mathrm{a}.\mathrm{e}$ . $t$ (正定値)

を満たせば、 $\overline{x}(t)$ は基本問題の局所最適解になるであろうと予想した。 しかし, Legendre
の予想は誤りで, Jacobi (1837) が「共役点」 の概念を導入して, ようやくこの問題を解
決した (定理 1.1を見よ).
基本問題に対する共役点は次のようにして定義される. 先ず, 許容解 $\overline{x}(t)$ が局所最適解

ならば, (Legendre 条件とは別の) 2次の最適性必要条件により, アクセサリー問題と呼ば
れる変分問題において $y(t)\equiv 0$ が最小値ゼロを与えることが分かる.

$(AP)$ Minimize $\int_{0}^{T}\{y^{T}\overline{f}_{xx}y+2y^{T}\overline{f}_{x\dot{x}}\dot{y}+\dot{y}^{T}\overline{f}_{\dot{x}\dot{x}}\dot{y}\}dt$

subject to $y(\mathrm{O})=y_{\backslash }^{(\tau})=0$ ,

ただし,
$\overline{f}_{\dot{x}\dot{x}}(t):=f_{\dot{x}\dot{x}}(t,\overline{x}(t),\overline{x}(t))$ , etc.

この変分問題は再び基本問題の形をしており, その Euler 方程式を考えることができる.
それが Jacobi 方程式である :

$\frac{d}{dt}\{\overline{f}_{\dot{x}x}(t)y(t)+\overline{f}_{\dot{x}\dot{x}}(t)\dot{y}(t)\}=\overline{f}_{xx}(t)y(t)+\overline{f}_{x\dot{x}}(t)\dot{y}(t)$

定義 1. 1 区間 $[0, c]$ 上で Jacobi 方程式と $y(\mathrm{O})=0,$ $y(c)=0$ を満たす自明でない $y(t)$

が存在するとき, $c\neq 0$ を $t=0$ の共役点と呼ぶ.

定理 1. 1 (Jacobi 1837)

(1) $\overline{x}(T)$ が Euler 方程式、 Legendre の強条件を満たし、 さらに $(0, T]$ に $t=0$ の共役点
が存在しなければ、 $\overline{x}(t)$ は局所最適解である。

(2) 逆に $\overline{x}(t)$ が基本問題 $(SP)$ の局所最適解で, Legendre の強条件を満たすとき, $(0, T)$

に $t=0$ の共役点は存在しない。

ところで, 変分問題を工学的方向に発展させたものとして最適制御問題があり, それに対
する最適性必要条件としてはポントリャ一ギンの最大値原理が重要である. warga (1978)
は制御集合 $U$ が凸集合であるような最適制御問題に対して, 共役点の理論を展開するため
に, アクセサリー問題を与えた. Warga の研究を契機に, 様々なタイプの最適制御問題に対
して, 共役点による最適性条件の記述が試みられるようになった, Zeidan, Zezza[32] [33] [34],
Zeidan[31]. Loewen, Zheng[23], $\mathrm{F}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{r}\mathrm{a}$「 $8$], Dontchev[7].
これらとは別に, 変分問題についても長らく未解決の問題があった. それが, 不等式状

態制約をもつ変分問題に対する共役点の理論であった. Kawasaki, Zeidan (1998) は包絡線
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項を考慮にいれることにより, この問題の必要条件に関する部分を解決した. 詳しくは次
節に譲る事にするが, そこでは包絡線効果を処理するために, 新しい変数 $\beta(t)$ が導入され
た. ところが, ある種の正則条件 (狭義–次独立制約想定) を満たす例では, $\beta(t)$ として恒

等的にゼロの関数をとればよいことも分かった. 即ち, 包絡線項が表れないのである.
本稿では, 強–次独立制約想定の下では, 包絡線項を考慮することなしにアクセサリー
問題を導びけることを示す. その結果, ヤコビシステムは変数 $\beta(t)$ を含まない簡単な形に
なる. さらに, 共役点を定義し, 共役点の言葉で最適性条件を記述する.

2 包絡線項を考慮に入れたヤコビシステムと共役点
本節では, 不等式状態制約をもつ変分問題 $(\mathrm{V}\mathrm{P})$ の共役点に関する Kawasaki, Zeidan $[20|$

の結果を解説する. 本節は, 本稿のモチベーションを理解する為に必要である. 本節では,

序節の仮定に加えて, 次の仮定を設ける. ただし, $I(t):=\{j :\overline{g}_{j}(t):=g_{j}.(t,\overline{x}(t))=0\}$ .
$\bullet$ $g(\mathrm{O},\overline{x}(0))<0,$ $g(T,\overline{x}(T))<0$

$\bullet$ $\overline{g}_{jx}(t):=g_{jx}(t,\overline{x}(t)),$ $j\in I(t)$ は–次独立 (-次独立制約想定)

このとき, $t=0$ 以外では右連続な有界変動関数 $\lambda$ : $[0, T]arrow R^{m}$ が存在して, 次の 2つの

条件が成立する :

$\overline{f}_{\dot{x}}(t)-\int_{0}^{t}\overline{f}_{x}ds-\int_{(0,t]}d\lambda^{T}\overline{g}_{x}=$ 定数 (Euler –Lagrange方程式)

$d\lambda(t)^{T}\overline{g}(t)=0$ (相補性条件).

さらに, 2次の最適性必要条件から次のアクセサリー問題が導かれる :

Minimize $\int_{0}^{T}\{y^{T}\overline{f}_{xx}y+2y^{T}\overline{f}_{x\dot{x}}\dot{y}+\dot{y}^{T}\overline{f}_{\dot{x}\dot{x}}\dot{y}\}dt+\int_{[0,T]}\{y^{T}\overline{g}_{xx}y+2E\}d\lambda$

subject to $y$ は臨界方向で $E(t)<\infty\forall t$ .

ただし, 臨界方向とは,
$\int_{0}^{T}\{\overline{f}_{x}y+\overline{f}\dot{x}\dot{y}\}dt=0$ ,

$y(0)=y(T)=0$ ,

$\overline{g}_{jx}(t)y(t)\leq 0$ if $\overline{g}_{j}(t)=0$ ,

を満たす $y\in W_{1,\infty}^{n}$ であり, $E(t):=(E_{1}(t), \ldots, E_{m}(t))^{T}$ はふたつの関数 $u_{j}(t):=-\overline{g}_{j}(t)$

と $v_{J}’(t):=\overline{g}_{jx}(t)y(t)$ を用いて次のように定義される.

$E_{j}(t):=\{$

$\mathrm{m}8\mathrm{X}\{\lim\sup\frac{v_{j}(t_{n})^{2}}{4u_{j}(t_{n})};\{t_{n}\}$ satisfies $(2.1)\}$ , if $t\in T_{j}^{0}$ ,
$0$ if $t\in T_{j}^{1}\backslash T_{j}^{0}$ ,
$-\infty$ otherwise,
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$T_{j}^{0}:=\{t\in T|\exists_{t_{n}}arrow ts.t$ . $u_{j}(t_{n})>0,$ $- \frac{v_{j}(t_{n})}{u_{j}(T_{n})}arrow+\infty\}$ , (2.1)

$T_{j}^{1}:=\{t\in T|v_{j}(t)=v_{j}(t)=0\}$ .

アクセサリー問題において, $E(t)$ を含む項は包絡線項あるいは extra term と呼ばれ, 不等
式制約固有のものである, Kawasaki [16] [17] [18], Ioffe[13] [14], Penot [28], Pal\’es, Zeidan[26][27],
Bonnans, Cominetti, Shapiro[5].
アクセサリー問題に対する 1次の最適性必要条件から次のヤコビシステムが導かれる.

定義 2. 1 $y\in W_{1,\infty}^{n}[0, T]_{f}\beta\in W_{1,\infty}^{m}[0, T]_{f}$ 定数ベクトル $d\in R^{n},$ $t=0$ 以外では右連続な
有界変動関数 $\mu$ : $[0, T]arrow R^{m}$ に関する次の条件を Jacobi system と呼ぶ.

$(J1)$ $\overline{f}_{\dot{x}x}(t)y(t)+\overline{f}_{\dot{x}\dot{x}}(t)\dot{y}(t)-\int_{0}^{t}\{\overline{f}_{xx}y+\overline{f_{\ovalbox{\tt\small REJECT}\dot{x}}}\dot{y}\}dt-\int_{(0,t]}\{\overline{g}_{xx}yd\lambda+\overline{g}_{x}d\mu\}=d$ a. $e$ . $t$ ,

$(J2)$ $\beta(t)d\lambda(t)=\overline{g}(t)d\mu(t)=0$ ,

$(J3)$ $\overline{g}_{jx}(t)y(t)+\sqrt{-2\overline{g}_{j}(t)}\beta_{j}(t)\leq 0$ if $d\lambda_{j}(t)=0$ ,

$(J4)$ $\overline{g}_{jx}(t)y(t)\underline{<}0$ if $\overline{g}_{j}(t)=0$ ,

$(J5)$ $\overline{g}_{jx}(t)y(t)d\mu_{j}(t)=\overline{g}_{jx}(t)y(t)d\lambda_{j}(t)=0$ ,

$(J6)$ $d\mu_{j}(t)\geq 0$ if $d\lambda_{j}(t)=0$

for all $j=1,$ $\ldots,$
$m$ and $t\in[0, T]$ .

定義 2. 2 点 $c\in(0, T]$ は次の条件を満たすとき, $t=0$ の共役点と呼ばれる Jacobi
system $(J\mathit{1})-(J\mathit{6})$ を区間 $[0, c]$ 上で満たす $y(t),$ $\beta(t),$ $d,$ $\mu(t)$ が存在して, それらは

$y(\mathrm{O})=y(c)=0$ and $\beta(c)^{T}\int_{(c,T]}d\lambda=0$ . (2.2)

$\overline{g}_{jx}(c)^{T}\dot{y}(c-\mathrm{O})\geq 0$ if $\overline{g}_{j}(c)=0$ and $d\lambda_{j}(c)=0$ , (2.3)

$\overline{g}_{jx}(c)^{T}\dot{y}(c-\mathrm{O})=0$ if $d\lambda_{j}(c)>0$ , (2.4)

$\dot{y}(c-0)^{T}\overline{f}_{\dot{x}\dot{x}}(c-0)\dot{y}(c-0)>0$ . (2.5)

定理 2. 1 もし $\overline{x}(t)$ が $(VP)$ の局所最適解ならば, $(0,T)$ は $t=0$ の共役点を含まない.
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例 21

点 $\mathrm{c}$は点 Aの共役点に
なる.

例 22

点 $\mathrm{c}$は点 Aの共役点に
なる.

例 23

共役点は存在しない.

$\mathrm{A}$ 例 2.4

気球の形をした領域は
進入禁止域とする. 点
$\mathrm{A}$の真裏の点 $\mathrm{c}$ は点
Aの共役点にはならな
$\mathrm{a}$ .
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3A concise Jacobi system and conjugate points
前節の 4つの例に対してヤコビシステムを計算する際, 実は $\beta(t)$ は恒等的にゼロの関数
を選べばよい. しかもそれらは全て次の制約想定を満たす.

定義 3. 1 $\overline{x}(t)$ が狭義-次独立制約想定を満たすとは, $\overline{g}_{j}(t):=g_{j}(t,\overline{x}(t)),$ $j=1,$ $\ldots,$
$m$ が

全ての t lc\approx おいて--次独立になる.

前節で述べたように, $\beta(t/)$ は包絡線項に対応する関数である. その関数がゼロであるとい
う事は, 狭義–次独立制約想定が満たされるとき, アクセサリー問題 ヤコビシステムか
ら $\beta(t)$ を消去できる可能性があることを示唆している. 本節では次の二つの仮定を設ける.

$(\mathrm{A}l)$ 狭義–次独立制約想定

(A2) 各 $j$ について, 集合 $\{t;g_{j}(t,\overline{x}(t))=0\}$ の境界のルベ一ク “測度はゼロ

補題 3. 1 任意の臨界方向 $y$ と任意の $\epsilon>0$ に対して, 次の性質をも c臨界方向 $z$ が存在
する.

$(a)z$ については, 包絡線項が消滅する。

$(b)||\overline{g}_{x}z-\overline{g}_{x}y||_{\infty}<\epsilon$.

$(c)||z-y||_{\infty}<\epsilon$ . ( $||\dot{z}-\dot{y}||_{\infty}$ は小さいとは限らない.)

$(d)| \int_{0}^{T}z^{T}zdt-\int_{0}^{T}y^{T}ydt|<\epsilon$ .

$(e)| \int_{0}^{T}z^{T}\dot{z}dt-\int_{0}^{T}y^{T}\dot{y}dt|<\epsilon$ .

$(f)| \int_{0}^{T}\dot{z}^{T}\dot{z}dt-\int_{0}^{T}\dot{y}^{T}\dot{y}dt|<\Xi$ .

この結果, 任意の臨界方向 $\sim^{}$対して包絡線項を考えなくてもよいことになり, $(\mathrm{V}\mathrm{P})$ に

対する 2次の最適性必要条件が次のような簡単な形になる.

定理 3. 1 もし x-(科が $(VP)$ の局所最適解ならば, 任意の臨界方向 $y\in \mathrm{T}l_{1,\infty}^{\gamma n}[0, T]$ に対し
て, 定数ベクトル $a\in R^{n}$ と $t=0$ を除いて右連続な非減少関数 $\lambda$ : $[0, T]arrow R^{m}$ が存在し
て, 次の条件を満たす :

$\overline{f}_{\dot{x}}(t)-\int_{0}^{t}\overline{f}_{x}ds-\int_{(0,t]}d\lambda^{T}\overline{g}_{x}=a^{T}$ a. $e$ . $t\in[0, T]$ , (3.1)

$\int_{0}^{T}\{y^{T}\overline{f}_{xx}y+2y^{T}\overline{f}_{x\dot{x}}\dot{y}+\dot{y}^{T}\overline{f}_{\dot{x}\dot{x}}\dot{y}\}dt+\int_{[0,T]}y^{T}(d\lambda^{T}\overline{g})_{xx}y\geq 0$, (3.2)

$d\lambda_{j}(t)=0$ on $\{t|\overline{g}_{j}(t)=\overline{g}_{jx}(t)y(t)=0\}^{c}j=1,.\cdots,$ $m$ . (3.3)
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従って, アクセサリ =問題も簡単な形になる.

$(AP)$ Minimize $\frac{1}{2}\int_{0}^{T}\{y^{T}\overline{f}_{xx}y+2y^{T}\overline{f}_{x\dot{x}}\dot{y}+\dot{y}^{T}\overline{f}_{\dot{x}\dot{x}}\dot{y}\}dt+\frac{1}{2}\sum_{j=1}^{m}\int_{[0,T]}y^{T}\overline{g}_{jxx}yd\lambda_{j}$

subject to $y(\mathrm{O})=y(T)=0$ , $y\in W_{1,\infty}^{n}[0,T]$ ,
$\overline{g}_{jx}(t)y(t)\leq 0$ if $d\lambda_{j}(t)=0$ and $\overline{g}_{j}(t)=0$ ,

$\overline{g}_{jx}(t)y(t)=0$ if $d\lambda_{j}(t)>0$ .

アクセサリー問題に対する–次の最適性条件から次の concise Jacobi system が得られる.

定義 3. 2 関数 $y\in W_{1,\infty}^{n}[0, T]$ に関する次の条件 $(CJl)-(CJ\mathit{5})$ を concise Jabobi system
と呼ぶ. 定数ベクトル $a\in R^{n}$ と $t=0$ を除いて右連続な非減少関数 $\lambda$ : $[0, T]arrow R^{m}$ が存
在して, 次の条件を満たす :

$(CJ1)$ $\overline{f}_{\dot{x}x}(t)y(t)+\overline{f}_{\dot{x}\dot{x}}(t)\dot{y}(t)-\int_{0}^{t}\{\overline{f}_{xx}y+\overline{f}_{x\dot{x}}\dot{y}\}dt-\int_{(0,t]}\{\overline{g}_{xx}yd\lambda+\overline{g}_{x}d\mu\}=d$ a. $e$ . $t$ ,

$(CJ2)$ $\overline{g}(t)d\mu(t)=0$ ,

$(CJ3)$ $\overline{g}_{jx}(t)y(t)\leq 0$ if $d\lambda_{j}(t)=0$ and $\overline{g}_{j}(t)=0$ ,

$(CJ4)$ $\overline{g}_{jx}(t)y(t)d\mu_{j}(t)=\overline{g}_{jx}(t)y(t)d\lambda_{j}(t)=0$ ,

$(CJ5)$ $d\mu_{j}(t)\geq 0$ if $d\lambda_{j}(t)=0$

for all $j=1,$ $\ldots,$
$m$ and $t\in[0, T]$ .

定義 3. 3 点 $c\in(0, T]$ は, 境界条件 $y(\mathrm{O})=y(c)=0$ と concise Jacobi system $(CJl)-$

$(CJ\mathit{5})$ を $[0, c]$ 上で満たす $y\in W_{1,\infty}^{n}[0, T]$ が存在して, さらに次の条件を満たすとき $t=0$

に共役であると言われる.

$\overline{g}_{jx}(c)\dot{y}(c-\mathrm{O})\geq 0$ if $\overline{g}_{j}(c)=0$ and $d\lambda_{j}(c)=0$ ,

$\overline{g}_{jx}(c)\dot{y}(c-0)=0$ if $d\lambda_{j}(c)>0$ ,
$\dot{y}(c-0)^{T}\overline{f}_{\dot{x}\dot{x}}(c-0)\dot{y}(c-0)>0$.

補題 3. 2 $c$ を $(0, T]$ の点とし, $y$ は境界条件 $y(\mathrm{O})=y(c)=0$ と COn可 e Jacobi system を

[$0,$ $c|$ 上で満たすとする. このとき, $y(t)$ を次のように定義すると

$\overline{y}(t):=\{$

$y(t)$ on $[0, c]$ ,
$0$ on $[c,T]$ .

\sim は $(_{A}\tilde{4}P)$ の許容解で, \sim -\acute 対する目的関数値はゼロである.

定理 3.2 もし $\overline{x}(t)$ が $(VP)$ の局所最適解ならば, $(0,T)$ は $t=0$ の共役点を含まない.
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