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1. はじめに

日本付近では, 冬期シベリヤから寒気の吹き出しがあり, 東シナ海や日本海で下層
から暖められ筋状のロール型対流雲となって衛星画像で観測される. その筋雲は海
岸から遠ざかるにつれ六角形のセルヘ, さらに–様な層雲へと遷移しているように
見える. また, 六角形のセルには中心部で下降するオープンセル型と中心部で上昇
するクローズドセル型が存在することが知られている 1). このような対流パターンの
変化は鉛直方向の熱的不安定に加えて温度または鉛直流の水平方向の非一様性など,
基本場の変化と, どのような関係があるのだろうか. ここでは Swift-Hohenberg(SH)モ
デル 2)3)を用いて場の変化に伴うセル・パターンの変化を調べた. $\mathrm{S}\mathrm{H}$モデルは臨界レー
リ一数領域近傍でのみ有効であるに過ぎないが, 大気中の対流は安定成層した対流
圏下部で不安定になればすぐに対流が起きるであろうと予想できるから渦交換係数
を仮定すれば臨界値近傍で起きていると考えることができる. 2節では外部場を取り
入れた SHモデルの導出を行う. $\mathrm{S}\mathrm{H}$モデルは鉛直モードは 1個だけとして落とし, 固

有関数 (鉛直流と温度偏差の線形結合)の空間分布を二次元平面で表現するが, ここで

は, さらに基本場の水平変化を考慮する. その結果, 解として出現したのはロール
型, 六角形, その混合型, および–様流である. 3節では SHモデルから振幅方程式を
導きそれらの解の安定性について議論した. 4節では場の非一様性のある対流槽でシ
リコンオイルを用いた実験を行い, パターンの変化を比較した.

2 外部場を取り入れた Swift-Hohenberg モデルの導出

2.1 基礎方程式
上下二枚の平板に挟まれた深さ H の流体を考える. 平板上の温度はそれぞれ–定で,
下部は上部の温度より $\Delta T$ だけ高い温度であるとする. ブシネ近似による対流を記述
する方程式は, 次の連立偏微分方程式によって与えられる.

$\nabla\cdot \mathrm{V}=0$ (1)

$\frac{\partial’\mathrm{V}}{\partial’\mathrm{t}}+\mathrm{V}\cdot\nabla \mathrm{V}=v\nabla^{2}\mathrm{V}-\frac{1}{\rho 0}\nabla p+g\gamma\theta \mathrm{k}$

$\backslash (2)$
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$\frac{\partial\theta}{\partial \mathrm{t}}+\mathrm{V}\cdot\nabla\theta=\kappa\nabla^{2}\theta+/\mathit{3}w$ (3)

ここで V=(uX凸,uDは速度ベクトルである. $\theta$ は直線温度分布からの偏差を表しており,

上下の境界では Oとなる、 また pは圧力偏差, $\mathrm{v},\kappa,\gamma,g$ はそれぞれ動粘性係数, 温度拡

散率, 熱膨張率, 重力の加速度である. 式 (2)の運動方程式では, 非圧縮性流体だが

右辺第 3項で浮力を考慮している. すなわち密度 $P$ は $\rho^{-1}=\rho_{\mathit{0}}-1(1+\gamma\theta)$ の温度依存性を

仮定している. 式 (3) は温度の輸送方程式であり, 右辺第 2項は成層の効果である. た

だし $\beta=\Delta T/H$ である. ここで $H$ は対流槽深さ $\Delta T$ は上下の温度差である. これらの方

程式を無次元化するため, 時間の単位を拡散時間 $[\mathrm{H}^{2}/\kappa]$ , 長さの単位を [Hl とし, 温

度偏差については [\Delta 月を単位として物理量を計る.

無次元化された式 (2)に対して rot を 2回取り, 線形部分について成分に分けて表示
したものと, 式 (3)から 4組の方程式が得られる. その際, $R=g\gamma\Delta\tau d^{3}/\mathcal{K}v$ と $\sigma=1’/\mathrm{K}$ の 2

つの無次元量が現れる. それぞれレイリー数, プラントル数とよばれる.
これらの線形方程式をフーリエ変換するため, $\mathrm{k}$ 要素を次のように表現する.

$=e^{j\mathrm{k}\cdot \mathrm{r}}$ (4)

ここで $\mathrm{r}=(\chi, )^{)},$ $Z),$ $\mathrm{k}=(k_{x}k_{\}}." ki)$ である. $\text{また_{}\mathrm{W}}\mathrm{k}=(W_{k}(t),\Theta_{k}(t),$ $U_{k}(t),$
$V_{k}(t))^{\mathrm{T}}$

とすると, $l\mathrm{V}_{\mathrm{k}}$ についての関係は,

$\frac{cl}{dt}\mathrm{W}_{\mathrm{k}}=$ $’\backslash -\alpha_{1}^{2}-00$
$\sigma Rkk_{Z}/\sigma R^{-k^{2}}-\sigma Rq^{2_{l}}.\cdot k^{2}kkxy\mathrm{z}’!k^{2}k^{2}$

$-d^{2}000$
$-ok^{2}000)\cdot \mathrm{W}_{\mathrm{k}}$

(5)

となる. ここで, $q^{2=k^{2}+}x/9^{\mathit{2}}$ , k2=q2+せ とした.

行列の特性方程式は

$( \lambda+d^{2})^{2}[\lambda^{2}+(1+\Phi k^{2}\lambda+\infty k^{4}-\frac{q^{\mathit{2}}R}{k^{\mathit{2}}})]=0$ (6)

となり, 2根は\mbox{\boldmath $\lambda$}$=-\sigma k^{2}(<0)$ で常に減衰解である. 残りの 2つの解は,

(7)
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となるので, $k^{4}-q^{2}R/k^{2}<0$ が満たされる領域では, $\lambda_{+}$は正となり, 増幅解となる. $\lambda_{+}$

$=0$となる臨界レイリー数は, $R=k^{6}/q^{2\text{である}}$ . また不安定モードに対応する変数の組
$\text{は}u_{\mathrm{z}}$ , $\theta$ であるから次の方程式を考える.

$\partial$

$\frac{\mathrm{d}}{\dot{\mathrm{r}}Jt}\nabla^{2}u_{z}+cR\nabla_{1\}}\theta-\sigma\nabla u_{z}4+(\mathrm{N}\mathrm{L})=0$ (8)

$. \frac{\partial}{()- t}\theta+li\mathrm{z}^{-}\nabla^{2}\theta+(\mathrm{N}\mathrm{I}_{\lrcorner})=0$ (9)

ここで (NL)は象徴的に非線形項を表している. また\nabla |2| $=\partial^{2}/\partial X^{2}+\partial^{2}/\partial y^{2}$である. 境界
条件を満足するために (赴方向の波数は離散値 $k_{z}=n\pi$ ( $n$は自然数) をとらなければ
ならない. したがって k2$=q^{2}+n$212である. 臨界レイリー数 Rc を与えるのは n$=1$のとき
であり, $q^{2_{=\pi^{2}}}/2\equiv q^{2}0’ k^{2}=3\pi^{2}/2\equiv k^{2}0$で $R_{\mathrm{C}}\equiv 27\pi^{4}/4$ となる. 臨界点近傍において固有値
(7)は

(10a)

$\lambda_{-\approx-\frac{3(1+\sigma)\pi^{\mathit{2}}}{2}}$ $(10\mathrm{b}\rangle$

と近似できる. R<Rcに対しては共に負であり, 時間的に減衰する安定な解であるが,
R>Rcでは\mbox{\boldmath $\lambda$}+は正になりうる. 臨界安定性に対応する $\text{レイリー数^{は}}q2-q_{0}2$の二乗の依存
性がある. したがって R \approx Rcのとき $\mathrm{q}^{2}\approx \mathrm{q}_{0^{\text{のモ}}^{}2}\text{ードが支配的になる}$ .

式 (10a)の\mbox{\boldmath $\lambda$}+に対隣る表現は–変数について線形部分の時間発展方程式を定義するた
めに実空間に逆写像することができる.

$\frac{\partial w}{\partial t}-\frac{3\pi^{2}\sigma}{2(1+\sigma)}[\frac{R-R_{C}}{3}-3(\frac{\nabla_{||}^{\mathit{2}}+q^{\mathit{2}}0}{k_{0}^{2}})^{2}]w=0$ (11)

ここでは, 鉛直波数 kz=\mbox{\boldmath $\pi$}の基本モードを取り扱っているから, $u_{z}(\mathrm{r},\mathrm{t})$ と $\theta$ (r,t)の任意
の線形結合である $w(\mathrm{r},t)\text{は_{}w(t}\mathrm{r}_{\mathrm{I}}\},)\sin(\pi Z)$の形でなければならない. したがって, 上下
の境界 z$=0,1$ で w ( $\mathrm{r}$,t)=Oの条件は自動的に満足する.
時間, 空間座標を適当にスケールを取ると次式が得られる.

$\frac{\partial w(\eta|,t)}{\partial t}-[_{\epsilon-(\nabla_{||}+}22\rangle 2q\mathrm{o}]w+w^{3}=0$ (12)

89



ここで, $\epsilon=3\pi^{4}(R-Rc)/4R_{C}$ . 非線形部分の評価を行うと最初に効いてくるのは 3次の
項であり, $\cdot$ 原システムの対称性を満足する. $w$のスケーリングを変えることにより 3
次の係数を 1とした. この式は Swift-Hohenberg方程式と呼ばれ 2次元平面の弱非線形
方程式である 4$\rangle$ 5).

2. 2一定の外部場を考慮した $\mathrm{S}\mathrm{H}$ モデルの導出

ここで, 式 (12)に外部強制項を考慮するために, 式 (8), (9)の右辺に強制項 $f\mathrm{S}_{\mathrm{u}}(\mathrm{r})$ と

$f_{\theta}(\mathrm{r})$ を取り入れる. このような方程式の強制項の起源は : 対流活動より大きな場の
上昇流または下降流が存在する, 大規模な温度傾度などの空間分布がある場合や内
部発熱があるような場合が考えられる. また下面に温度傾度が存在するような場合
には, 温度の境界条件を対称にするように定義し直すと外部条件の形で残る. 強制
項は時間依存性が無く, 水平方向の変化は垂直方向の変化と比較して非常に小さい
と仮定する. すなわち強制項をみで表現すると, 次の関係がある.

$\mathbb{P}^{1}*\frac{\partial}{\partial_{Z}}f*|>>\mathrm{k}_{*\mathrm{v}_{1}}^{1}\mathfrak{l}f*|$ (13)

(13)を仮定すれば, 対流パターンと強制力間の強い相互作用は除外される. この相互
作用は場と対流パターン間の位相や波数の同期や非同期の起源となるが, ここでは

簡単のため (13)の条件に限定した.
(8), (9)に強制項を考慮した式を組み合わせて

$[( \frac{\partial}{\partial f}-\mathrm{v}^{2})(\frac{\partial}{\partial t}-\sigma\nabla^{2}1^{\mathrm{v}+\sigma}2]R\nabla_{\mathrm{I}}|u\mathrm{Z}^{+(\mathrm{N}\mathrm{L})=-\mathrm{v}^{2}f_{\nabla \mathcal{U}}}2-\sigma R\nabla_{||r}\theta$ (14)

系の時間発展は散逸的であるから, すなわち $|\partial/\partial t|<<|(1+\sigma)\nabla|2\text{が成}$ り立ち, (11)を導い

たのと同様の臨界点近傍での展開を考えると (14)は

$\frac{\partial\nu\nu}{\partial t}-|f_{\mathcal{E}-(1)\{}\mathrm{v}^{2}||+2w++(\mathrm{N}\mathrm{L})=\frac{1}{1+\sigma}(\pi^{2}\tilde{f}\nabla^{2}u-\sigma R\nabla_{1\tilde{f}\theta)}$ (15)

となる. ただし w(rIl,のは ws’$n(\pi z)=(\mathrm{v}^{2}||-\pi^{2})^{2}u_{z}\text{ま}_{},\tilde{f}(\Gamma||)$は f* $=\tilde{f*}sin(\pi z)$ によって定義する.

右辺全体を $f(\mathrm{r}_{\mathrm{I}1})$と記し非線形項の主要項 w3を加えて最終的に次の外部場を考慮した
$\mathrm{S}\mathrm{H}$モデルを得る.

$\frac{\partial w}{\partial t}-\{\mathcal{E}-(\nabla^{2}\}\mathrm{I}+1)2\}w+w^{3_{=J}}.(\mathrm{r}||)$ (16)
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ここでは\epsilon$>1$の場合は虚数の kの成長を
許すので $0\leq\epsilon\leq 1$の範囲のみを考える.
次節以降では式 (16)を使い–定の外部

$\#_{\varpi^{1}}^{\mathrm{E}}f(\mathrm{r})\#=a$ (一般性を失うことなく $a\geq \mathit{0}$ と

置くことができる)を考える. この場合
は–様な強制力の場であり, 上昇域内
での対流または加熱場中での対流を表
現していると考えることができる. さ

らに現実的な状況に近いと考えられる
空間的に変化する場の影響も考察する.

$\mathrm{r}\mathrm{f}\mathrm{i})$

図 1. 外部場がない場合の SIIモデルの対流
$w(\mathrm{I}^{\cdot},f)$ の時間変化 $(a=(),\epsilon=0.2 )$ . (a) $t=60$ ,

$([))f\lrcorner-\mathrm{i}0,$ $(\mathrm{c})t=10\mathrm{t}),$ $(\mathfrak{c}1)t=300$ . トーンが明
るいほど w>0,暗いほど w $<0$を表している.

$\mathrm{d}$

$/\mathrm{h})$

図 3. ロールから六角セルパターンへの時間
的推移. $\mathrm{t}\epsilon=0.2,$ $a=0.12$)

図 2. $t=200$ での a の変化に伴う $w(\mathrm{r},t)$ の変 (a) $t=100(\bullet)$ と $t=2()0(\mathrm{o})$における六角形セル

化. $\epsilon=0.8$で–定だが, (a) $a=0.08$ , の比率\alpha llの a依存性.

(b) $a=$[$).1(),$ $(\mathrm{c})_{\mathit{0}=(}).\iota 2,$ ($\mathrm{d}\rangle’\mathit{1}=0.14$. (b) 六角形セルの比率の時間変化. 時間に対
する 1-\alpha 11をプロットしている.
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3 外部場を考慮した $\mathrm{S}\mathrm{H}$系の力学

3.1 直接計算
最初に, $f(\mathrm{r})=a$ ($>0$ 定数)の場合についての直接計算を考える.

$\frac{\partial w}{\partial t}.-(\epsilon-(\mathrm{v}_{1\mathrm{I}}+1)22\}w+w=3a$ (17)

ここで a と $\epsilon$ が 2つの外部パラメーターである. ここでは空間微分は中心差分で近似し,

時間積分については 3次の Runge-Kutta法を用いたが, その他の方法で計算してもほと
んど差はなかった. 計算領域は 1辺が L=30\mbox{\boldmath $\pi$}の 2次元正方形平面で, 格子は–様直交で
$128_{\mathrm{X}}128$ とした. 境界条件は x,yともに周期的条件とし, 初期条件は各格子点毎にラン
ダムに-0.05 $-O.05$の範囲で与えた。 時間ステップは\Delta g $0001$ とした.

図 1は, 数値解の時間発展を見た –例 (\epsilon =0.2)である. 模様は上昇流と下降流の領
域を表していると考えて良い. 明るい部分は, 上昇流である. ランダムに出現した

対流は波数 1に揃いながら成長し, 実際の対流と良く似た発展を示す. すなわち次第
に大きくつながり欠陥部分も減少し, ロール型対流として配向も次第にそろい, 最

終的には完全な平行ロール型対流に落ちつく.
aを増加させると対流はどのように変化するであろうか. 図 2は $\epsilon=0.8$について a の

値を 0.08から 0.18の範囲で変化させ, 時間 t=200の結果を見たものである. aが小さい

ときばロール対流にはそれほど大きな影響はないが, $a$ が大きくなると中心部で下降
し周囲で上昇する六角形のセル (オープンセル)とロール型のセルが混在するようにな
る. aの増加とともに次第に六角形セルが支配的になり $\mathrm{a}=0$.18では, ほぼ全面的に六

角形セルとなる. さらに a\geq 0.25では--様な上昇流のパターンになる. 同様に図 3(a)で

は aの変化に対するロールから六角セルパターンの推移を $\epsilon=0.2$ について全領域に対

する六角形セルの領域の比 $\alpha_{\mathrm{H}}$で示したものだが, 時間的な経過を見ると t=200では

t=100の場合に比べてロールが支配的な場合にはさらにロールが増加し, 六角形セル

が支配的な場合には六角形が増加している. $(\mathrm{b})$では $\epsilon=0.2,a=0$ .12の場合について,

全\alpha Hの時間経過を見たものであるが, ほぼ対数的に 1に近づいている. このことは,

全領域は時間経過とともにある aの値を境にしてロールか六角形のセルのどちらかに
分かれることを意味する. なお a<Oであれば, 六角形のセルでは中心で上昇, 周囲

で下降となり, a>0の場合とは逆になる.

図 4は $\epsilon=0.8,$ $a=0.24$の場合についての対流の時間発展を見たものである. この場合
には, 最初は大部分の領域で初期擾乱が–様な値に近づこうとするが, g4O頃になる

と大きな初期値の部分から六角形セルの振幅は指数関数的に発達し, 六角形セルは
周囲に広がり, 数を増してい $\langle$ . t=100ではセルが全領域を覆うようになる. また a $\geq$

$0.24$ である場合には初期擾乱は減衰し–定解になる. このように $\epsilon$と aの値の大きさに
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よって最終的に –様解になるか六角形セルに落ち着くかが決まる. 大気中の六角形
セルの出現の原因の–つとして, 大規模な上昇流や下降銀鼠で対流運動が引き起こ
されることが考えられる.
ある $\epsilon$ に対して (lを増加させると, ロール型対流から六角形セルさらに–定領域に移
る. 図 5は $-$つのランダムな微小初期条件から行った計算で, 対流のパターンと $a$と $\epsilon$

のパラメーターの関係を示す領域図として描いたものである. $\epsilon$ が小さいとき $a$ の影
響が大きく効いてくることが分かる. また $\epsilon=0.5$ くらいでは極大値 a $=0.27$まで六角形
セルが維持され, それより大きな\epsilon に対しては再び小さな aの値で変化する. \epsilon =0の場
合にはロールから –様流への直接遷移が起こる.

図 5. $a$ と $\epsilon$ }こ対するロール, 六角形セル,
一定解のパラメーター領域図.

図 4. $\epsilon=0.8$ , C1=0.24の場合についてのパター 実線上にマークがあるのは (17)の直接計算か
ンの時間発展. ら決定された. 破線は 34節で議論するよう

にポテンシャルの最低値から決められた境
界を示す.

3.2切断系の導出

ここで対流パターンがどの様に選択されるのかを調べるため, 外部場を考慮した
$\mathrm{S}\mathrm{H}\text{方程式を用いて},$

. 波動モードの切断系を考え振幅方程式を導出してみよう.

$w( \mathrm{r},t)=w_{0}(f)+\underline{\frac{1}{\gamma}}\sum_{1n}w_{ll},(t)\exp(i\mathrm{k}_{n},.\mathrm{r})+\mathrm{c}.\mathrm{c}$ . (18)

ここで添字 1’\simは波動モードを $\mathrm{c}.\mathrm{c}$. は複素共役量を表す. 系の時間発展を主要な 4個のモー
ドで表現しよう. モードは $m=0,1,2,3$ とし, $rl.l\neq \mathit{0}$の波数ベク トルは $\mathrm{k}_{1}=(1,\mathrm{o})$ ,

$\mathrm{k}_{\underline{9}}=$(-1/2,汀/2) , $\mathrm{k}_{3^{=(-}}1/2$,-汀 /2) であり, $\mathrm{k}_{1}+\mathrm{k}_{2}+\mathrm{k}_{3}=0$の条件を満足している. -般
性を失うことなく原点と向が適当に取れるので, (18)は次のように書き直すことがで
きる.
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$w(x,y_{Z},)=w0(t)+w_{1}(t)\cos(\phi_{1})+w_{2}(t)\cos(h)+w3(t)\cos(h.)$ (19)

ここで\mbox{\boldmath $\phi$}1 $=\chi$ , も,3 $=(_{X\pm \mathrm{V}}\tau_{\mathcal{Y}})/2$ である.

(19)を (17)に代入して空間全体で平均を取ると –組みの振幅方程式を得る.

$w_{0}=a+( \epsilon-1)w0-w_{0}-3\frac{3}{2}(w_{0\mathrm{t}_{W^{2}}))}1^{+w_{23}}22+w+w_{1}w_{23}w$ (20a)

$\mathrm{t}\dot{\vee}_{1^{=_{\mathcal{E}w-((}}}-1\frac{3}{4}w_{1^{+}}32w12w0^{+w_{2}}222)+w_{3}+4w_{0}w_{2}w_{3})$ (20b)

$W_{\underline{7}^{=}} \mathcal{E}-w_{2}-\frac{3}{4}(_{w}2^{+}2(32w2w_{0^{++w_{3}))}}^{2}\mathcal{W}_{1}22+4w_{0}w_{1}w3$ (20c)

$w_{3}= \mathcal{E}^{-w_{3}}-\frac{3}{4}(w_{3}^{3}+2W3(_{2w^{\circ}+w^{22}}\tilde{0}1^{+)+}w24w0w_{12}w)$ (20d)

ここで左辺のドットは時間微分を表す. 元の方程式が回転と反転に対して変化しな
いことを反映して, $w_{1},w_{2},w_{3}$の任意の入れ替えに対して方程式の形は変わらない.

3.3切断系の定常解
(20)の定常解は時間微分を Oとして次式の関係が見いだせる.

( $w_{1}^{2_{-w}2}2\mathrm{X}w^{2}2^{-}w_{3\mathrm{X})=}2w_{3\iota}2_{-}2\mathcal{W}0$ (21)

それ故, 一般性を失うことなく今後 w22 $=w_{3}^{2}$ とする. (20)の解には次のものがある.

(a) 一様流
$w_{1}=\nu V_{2^{=}}W_{3^{=}}\mathrm{o}$ とすると, -様流の解 w0は次の 3次方程式の解として求められる.

$(\epsilon-1)w_{0}-w_{0^{+}}^{3}a=0$ (22)

a\geq Oで O $\leq\epsilon\leq 1$ の範囲で考えればWOは正で 1つの解を持つ.
(b)平行四辺形解

$w_{0}$は次の方程式から決まり, その他の wmはその w0を用いて表現される.

$( \frac{7}{3}\epsilon-1)w0-45w_{0}^{3}+a=0$ (23a)

$w1^{=-4w}0$ ; $w_{23}^{2_{=w}22}= \frac{4}{9}\epsilon-\frac{20}{3}w0$
$(23\mathrm{b},\mathrm{c})$

これは平行四辺形に近い形である.
(c) ロール型解

$w_{2}=w_{3}=0$とするとロール型解が求められる.
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$-(\epsilon+1)w0+5w_{0}+a3=0$ $w_{1}^{2}= \frac{4}{3}\epsilon-4w2$ $(24\mathrm{a},\mathrm{b})$

(d) 六角形セル型解

$w_{1}=w_{2^{=w_{3}}}$ のとき, 次の方程式の解として六角形型の解が決まる.

$w+w_{1}= \frac{\epsilon}{3}\sim 22$ , (25a)

$(a+ \frac{1}{2}w_{1}-\frac{5}{8}w13)+(\frac{2\epsilon}{3}-1-\frac{17}{4}w_{1})^{\sim}2=w\mathrm{o}$ (25b)

ここで, $w\sim=w_{0}+w_{1^{/2}}$ . 実数の解の数はパラメータ一値に依存して 0,2または 4個であ
る. $w_{1}>0$ (すなわち wlw2w3>O)のとき中心部でプラスとなる六角形クローズドセ
ル, $w_{1}<0$ (すなわち wlw2w3<O)のとき中心部が負となるオープンセルである.

. 定常解の安定性は, Jacobian行列式 $\mathrm{m}_{\mathrm{i}\mathrm{j}},=(\partial w_{\mathrm{i}^{/\partial w_{\mathrm{j}}}})$ を停留点で評価して決定する.
すなわちmの全固有値が正の実部を持たないなら, 定常解は安定である.
図 6に 4つの定常解をまとめた. 図では –定の $\epsilon=0.5$に対して $a$を変化させて $w_{\mathrm{i}}$

$(\mathrm{i}=0,1,2,3)$ の値を描いた. 濃い実線は安定な分岐解であり薄い実線は不安定分岐解を
表している. 一様解は任意の aにstationary solutions $\langle\epsilon=0.5)$

対して存在するが, 他の型の解
は存在範囲が限られている. . ま

た六角形解の内&0とした, 今回
の場合にはオープンセルのみが
安定解である.

3.4解の選択
上に議論した, 安定定常解は wiの
位相空間内に有限の吸引域を持っ
ているので, それに関係する対
流パターンが原システム (16)にも,
同様に出現すると考えられる.
しかし, 極端に小さな吸引域を
持つ解は実際的な観点から除外
される. 与えられたパラメーター
に対してどの型の解が選ばれる
かを議論するため, 任意の\epsilon と $a$

図 6. 切断系 (20)の定常解 (アトラクター) $\epsilon$

$=0$ 5の場合について, $a$ に対して鴨。$=0..3$ )を
に対して, $w_{\mathrm{i}}$にランダムな初期値

プロッ $|\backslash$ . 太い線は安定解, 細い線は不安 (100個程度)を与えて時間積分し
定解を表す. た. その結果 wiは常に安定なアト
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ラクターの–つに収束した. 図 7
では F0.5の場合について w0の最
終値が白丸で表現されている.
同時に安定また不安定な分岐解
をそれぞれ濃い実線および細い
実線で示した.

$\geq^{\mathrm{o}}$

数値計算の結果から w|.は常に安定
なアトラクターの–つに収束す

ること, および方程式 (20)が決定
論的であることを考えると, 最

終的な対流パターンは wiの初期値
によって–つに決まることが示$\mathrm{a}$

図 7. 図 6の定常解 (実線) と (20)の数値計算か 唆される. しかし, (17)の数値計

ら得られた w。の収束値 (O). 算では初期値に依らず–つの解
が選ばれるように見える. (17)に

おける対流パターンの選択則を確かめるために対応する Lyapunov汎関数を考える.

訊 w(r, $t$)$]=- \frac{\epsilon}{2}w+2\frac{1}{2}((\nabla^{2}+1)w)24+\frac{1}{4}w-aw$ (26)

この汎関数を用いて力学系 (17)は次のように再現される.

$\frac{\partial \mathrm{v}\nu}{\partial t}=-\frac{\delta g[\wedge\nu \mathcal{V}]}{\delta w}$ (27)

ここで右辺の汎関数の微分は任意の v(r)に対して

$\int_{-\infty}^{\infty}\mathcal{V}(\mathrm{r}\frac{6\acute{\grave{g}}[w]}{6w}\mathrm{d}\mathrm{r}=\mathrm{I}\lim_{uarrow 0}\frac{\partial}{\partial\mu}\int^{\infty}arrow \mathrm{d}\mathrm{g}_{w+}\mu v)\Gamma$ (28)

によって定義される. Lyapunov汎関数は全領域で積分すると時間的に単調減少関数
であることを示すことができる. すなわち

$G(t)= \int g\tau w(\mathrm{r},f)]\mathrm{d}\Gamma$ として

$c(t+ \delta l)-c(f)=\int(\mathrm{g}_{w}+\delta t\dot{w}]-\mathrm{a}w])\mathrm{d}_{\Gamma}=\int\delta\hslash\dot{v}\frac{\delta g\wedge}{\delta w}\mathrm{d}\mathrm{r}=-\delta t\int(\frac{\delta g\wedge}{\delta w})^{2}\mathrm{d}\mathrm{l}$
. (29)
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potential $(\epsilon=0.5)$ ここでドット記号は時間につ
いての偏微分を示し $\propto t$)は微小
量と仮定する. 切断系 (20)の定
常解を使って得られたポテン
シャル Gが図 8に示されている.
濃い線は安定解を細い点線は
不安定解を表している. この

$o$

例では\epsilon =0.5とした場合を示す

が, ポテンシャルが大域的最
小値となるのは a<0.16のとき
ロール解であり, $0.16<a<0.38$

のとき六角形解, a>0.38のと

き $-$様解である. . 四角形解は
$\epsilon 1$ 常に不安定であり観測されな

図 8. 切断系 (20)の定常解を使って得られた い. LyapunOV汎関数に基づく
ポテンシャル G. \epsilon =0.5の場合. 議論は, 系が解の位相空間に

おいて大域的最小値というの
ではなく, 時間的に局所的最
小値に収束することを保障し
ているに過ぎない. -方 (26)は
Wに対して正則であるから, 大
ざっぱな言い方をすれば局所

最小値が深ければ深いほど吸
引域も広いということができ
る.

図 9に a-\epsilon 位相空間における 4
種の定常解をまとめた. 田中
の模様の違いは解が存在する

$=$ かどうか, 解が安定かどうか,
局所最小値に対応しているか
どうかを示している. $\epsilon$ を $-$定
に保ち aを Oから増加させると,
最初ロールが出現し, 次に六

ロ stable solution [$\mathrm{E}$ unstable solution
角形となり最後には–様解に

$\ovalbox{\tt\small REJECT}$
$\mathrm{c}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{b}\iota_{\mathrm{e}}\mathrm{s}\circ 1\mathrm{u}\mathrm{i}\mathrm{m}\iota\iota \mathrm{m}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}$

with $\square$ no soluhon
$j_{\wedge}.\nabla$ $$ $\uparrow-\lrcorner_{-\backslash }\backslash ^{\backslash }\#\mathrm{I}1\nearrow,\neq s\prime \mathrm{J}_{\wedge}$

$\mathrm{v}$ $F_{\wedge}\mathrm{L}_{\mathrm{Y}}$

$\square$ no solubon
$-(j\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}$

$|\overline{1}\mathrm{m}\iota \mathrm{t}\mathrm{m}|$

–

. なることが期待される. なお
図 9. $a-\epsilon$ 位相空間における萌重の定常解. 図可能な六角形セルの形はオー
中の模様の違いは解が存在するか, 解が安 プンセルである.
定か, 局所最小値に対応しているかを示す.
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3.5傾斜した外部場の影響
次に傾斜した外部場の効果を考える. (16)においてテント型の関数すなわち A を正

定数として J(X, $.\}’$ ) $=A(1/2-12y/L-1\})$とする. この場の最大値は y=L/2で A/2, 最小値

は y $=0$ と y =Lで-A/2である. 周期的な境界条件を仮定しているから, 任意の整数m,
$n$ に対して $w(x+\prime llL,.\}|+nL)=\nu \mathcal{V}(x,y)$ が成り立つ. この様な設定では, ロール型+ $[]\mathrm{s}$ , 六

角形セル, -憩流が共存することが考えられる. 図 10は $\epsilon=0.6$とした場合について,
$A$ を次第に増加させた場合の対流の変化を見たものである. 領域は y方向について 3つ
の領域に分けられる. 図の中央部分は上昇流または中心が下降流の六角形セルでり,
図の上下端領域では中央部分と逆に下降流または中心が上昇流の六角形セルである.

この二つの領域は上昇流と下降流が入
れ替わっているだけでほぼ同様のパター
ンである. この二つの部分に挟まれた

中間領域ではロール状の対流が見られ
る. ロールの軸は, どの場合も y軸方向
にほぼ揃っている. 垂直シアーが y軸方
向にある場合にも同様の方向に揃うこ
とが示されているが, この場合は明ら
かにシアーの効果ではない. 原理的に
は類似しているが, 外部場の傾度によ
る流れの非対称性の効果である. Aがさ

らに大きくなると, 図 $10(\mathrm{d})$に見られる

ように中央部分は–様な上昇域となり
上下端では–様な下降流となる. その

図 10. $\epsilon\preceq \mathrm{J}.6$ とした場合について, 対流セル
間では, 規則的な波動状ロールが見ら

パターンの A 依存性.
れるようになる.

4. 対流の実験

実験では–様な上昇流などは簡単には作り得ないが, 場に温度傾度を持たせて外部
場の影響を見ることができる. 計算結果と比較するため室内対流の制御実験を行っ
た. 用いた対流槽の形状は, $200(1\mathrm{n}\mathrm{m})_{\cross}$100(1nm)の平面で材質は側面をアクリル, 底面

は銅板とし, 対流層の深さは, 2\sim 40inmの範囲でアクリルの上蓋を変化させることに
より可変とした. 実験は舟板に水平温度傾度を与えた場合と –定の場合について行っ
た. 作業流体として流体実験では良く用いられる 6)シリコーン油の粘性 $100_{\mathrm{C}}\mathrm{S}\iota$ と

1000cStのものを用いた. シリコーン油はかなり大きなプラントル数を持ち $\mathrm{p}_{\mathrm{f}=}2000$程

度である. 流れはアルミ箔の粉を流体に混ぜることにより可視化した. 上部の境界
が空気に接している場合 (自由境界面)には六角形の細胞が卓越するのに対して, 上部
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く定量的に計算と比較することは不可能だ
が, 定性的には計算と実験には良い対応が見られる.

5. 結論

Swift Hohcnbcrg のモデルによる外部場の影響を調べた結果, 次のようにまとめら
れる :

(1) $\mathrm{S}\mathrm{H}$モデルの切断力学系では安定なアトラクターとして–様解, ロール, 六角形
の解が存在しうる. これらの解は実際に強制項をもつ $\mathrm{S}\mathrm{H}$モデルの計算において現
れた.

(2) 制御パラメーター a(強制場の強さを特徴づける量) と $\epsilon$ (Rayleigh 数を特徴づける
量) を与えると唯–とは限らないが解が決まる. 最終的な対流パターンを唯–に決
定するには, 完全に $w(\Gamma)$ の初期値の情報を知っている必要があるが, 実際には
(29)で定義したポテンシャル G は正当な見積もりを与える.
(3) 固定した $\epsilon$ の値に対して, $a$ の増加に伴ってロール, 六角形, 最後に–様な対流
パターンが現れる.
(4) 傾斜した場を考えると, 六角形のオープンセル, 場の傾斜方向に軸をもつロー
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ルが隣接して生じる. これらの結果は衛星の雲画像に類似している.
(5) シリコーン・オイルを用いた下層を線形に温度傾度をつけて加熱した対流の実
験では, 下降流領域では六角形がまた中間領域では温度傾度に対して平行なロー
ルの卓越が見られ, モデル計算と定性的な–致が見られた.
今回の議論で, 簡単な対流モデルを用いて場の強制力とパターン変化について–定
の情報を引き出すことができた. しかしながら, 現実の対流は 3次元であるのでモデ
ルはいろいろな構造を調べるには十分ではない. 問題の–つは, 対流の波長があら

かじめ設定された –つの波長に落ちついてしまうことである. ここでは基本場の非
一様性を導入しているので, 移流成分との相互作用を通して波長が伸びたり縮んだ
りの非対称性が現れることは十分に考えられる. また, 対流の移流による移動や非

定常な鉛直構造などが議論できなかった. 最終的な議論は 3次元モデルでダイナミッ
クスに重点を置いた計算結果との比較がなされる必要がある. 実験については, 側

壁の影響が大き $\langle$ , 今後定量的な面でも議論できる計測および解析が望まれる.
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