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1 A Minimization Problem

この論文を通じて、 $n\geq 1$ とし、 $\Omega$ を $\mathrm{R}^{n}$ の有界領域でその境界 $\partial\Omega$ は Lipschtz 連続で
あるとする。 $\alpha>0$ および $\Omega$ の可測部分集合 $D$ が与えられたとき、作用素

$-\triangle+\alpha\chi_{D}$

の Dirichlet zero境界条件の下での第–固有値を $\lambda_{\Omega}(\alpha, D)$ と書く。 ここで $\chi_{D}$ はいわゆる
$D$ の特性関数と陣ばれるもので、 $\chi_{D}(x)=1(x\in D)$ かつ $\chi_{D}(x)=0(x\not\in D)$ で定まる
関数である。 $\lambda_{\Omega}(\alpha, D)$ は、 よく知られているように次の変分的特徴付けを持つ。

$\lambda_{\Omega}(\alpha, D)=\inf_{\Omega u\in H1(0),u\not\equiv 0}\frac{\int_{\Omega}|\nabla u|2dx+\alpha\int_{D}ud_{X}2}{\int_{\Omega}u^{2}dx}$ . (1)

このとき付随する第–固有関数を $\phi(x)$ とおくと、 $\phi(x)$ は $\Omega$ 上で定符号となり、

$-\triangle\phi(x)+\alpha xD(x)\emptyset(x)$ $=$ $\lambda_{\Omega}(\alpha, D)\phi’(_{X)},$ $x\in\Omega$

$\phi(x)$ $=$ $0$ , $x\in\partial\Omega$ (2)

を (弱解として) 満たす。 よって以下では常に $\phi(x)>0(x\in\Omega)$ とし、

$||\phi||_{L^{2}(\Omega)}=1$

と正規化するものとする。 また Elliptic regularity $\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{o}\Gamma \mathrm{e}\mathrm{m}$(see [GT,8,9章]) より、 ある
$\beta\in(0,1)$ とすべての $\gamma\in(0,1)$ に対して

$\phi\in C^{0,\beta}(\overline{\Omega})\mathrm{n}C^{1,\gamma}(\Omega)$
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となることがわかるが、 $\lambda’D$ の不連続性から $\phi$ は $C^{2}(\Omega)$ には属さないことを注意しておく。

さて ‘ $A\in(0, |\Omega|)$ に対して (ここで、 $|\Omega|$ は $\Omega$ の $n$ 次元ルベーグ測度とする) 部分集合
$D(\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n})$ を次のクラス $C(A)$ に制限する:

$C(A)=\{D\subset\Omega;|D|=A\}$ .

但し、 2つの部分集合 $D_{1}$ と $D_{2}$ は $\chi_{D_{1}}(X)=\chi_{D_{2}}(x)\mathrm{a}.\mathrm{e}$ . $x\in\Omega$ ならば同–視するものと

約束する。 そこで、 –種の固有値最適化問題である次の Minimization Problem を考え

る。 $\Omega,$ $\alpha>0$ 及び $A\in(0, |\Omega|)$ を固定して、

$\Lambda_{\Omega}(\alpha, A)=$ $\inf$ $\lambda_{\Omega}(\alpha, D)$ (3)
$D\in C(A)$

と置く。 このとき、我々の問題は次のとうりである。

(a) まず、 $\Lambda_{\Omega}(\alpha, A)$ を実現する $D^{*}\in C(A)$ (こういう $D^{*}$ を optimal shape と呼び、 付

随する固有関数 $u$ と合わせて $(u, D^{*})$ を optimal pair と呼ぶ) は、 実際に存在するのか ?
(b) optimal shape $D^{*}$ が存在するとき unique か ? さらに、 optimal shape $D^{*}$ の形状を

詳しく調べ、 できれば決定せよ。
この問題の物理的意味について少し説明しておこう。 $\lambda_{\Omega}(\alpha, D)$ は、 量子力学において粒

子が領域 $\Omega$ に完全に閉じ込められていて、 さらに $\Omega$ の内部の部分 $D$ に高さ $\alpha>0$ のポテン

シャルの壁があり、 その中を粒子が運動するときの基底状態のエネルギーを表す。体積一定

という条件のもとで、そのポテンシャルの壁の立つ部分 $D$ のありとあらゆる場合の中で、

最もその基底状態エネルギーを小さくするには、 どのようにポテンシャルの壁を立てればい

いのか、 というのが我々の Minimization Problem である。

以下では、 この Minimization Problem に関して最近 [CGIKO], [CGK] において得られた
結果をもとに、今までわかっている事実の解説と Numerical Results に基づくいくつかの予
想や今後の問題についての説明を行なう。 Numerical Results は optimal shape の symmetry-
breaking などの興味深い現象を示唆し、 [CGIKO], [CGK] での理論的結果をささえてきた
のみならず、 その他のさまざまな現象に関するさらなる理論的予想を示唆してきた。 Op-
timal shape は、 もちろんパラメータ $(\Omega, \alpha, A)$ のパラメータ領域によって異なる形状を与

え、 時として複雑であり直観的な想像を越えている場合があり、 Numerical results が大い
に助けになる。 この論文では、そうしたいくつかの詳細な Numerical Results を中心とした
解説を主目的とし、 さらなる今後の指針としたい。
以下の構成は次のとうりである。 Section 2で optimal shape は必ず存在することを述べ、
さらにその optimal shape の–般的性質のいくつかを述べる。 Section 3で $\Omega$ が特に球の場

合の optimal shape について述べる。 さらに、 1次元の場合に、 さらに詳しい Monotonic-
$\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{y}$ についての結果を述べる。 Section 4で $\Omega$ が $\mathrm{R}^{2}$ のダンベル型領域または円環領域の場

合に、 あるパラメータ領域 $(\Omega, \alpha, A)$ においては、 optimal shape は $\Omega$ の持つ symmetry を
くずす symmetry-breaking の現象について述べる。 Section 5で我々の Numerical Sc-
heme を説明し、 それによって得られたさまざまな数値計算結果を与え、 それから導かれる
いくつかの予想を述べる。また Section 3での結果を基に、 1次元でのこの Scheme の収束
を論じる。 Section 6で関連する問題について述べる。
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2 Optimal Shape の存在

Theorem 1 $([ccIKOl)$任意の $\alpha>0$ と $A\in(0, |\Omega|)$ に対して、 optimal pair $(u, D^{*})$ が

存在する。 さらに、任意の optimal pair $(u, D^{*})$ は次の性質を持つ。
$(a)$ ある $\beta\in(0,1)$ とすべての $\gamma\in(0,1)$ に対して、次が成り立つ。

$u\in C^{0,\beta}(\overline{\Omega})\cap H2(\Omega)\cap C^{1}’ 7(\Omega)$.

$(b)$ ある $t>0$ があって、 $D^{*}=\{x\in\Omega;u(X)\leq t\}$ と書ける。
$(c)n\geq 2$ かつ $\alpha=\overline{a}_{\Omega}(A)$ で $s=t$ の場合を除いて、任意の levei set $\{x\in\Omega;u(x)=$

$s\},$ $s\geq 0$ の $n$ 次元ルベーグ測度はゼロである。

ここで、 上に現れた $\overline{\alpha}_{\Omega}(A)$ であるが、 $\Lambda_{\Omega}(\alpha, A)=\alpha$ となる $\alpha>0$ が unique であることが
わかっており、 その unique な $\alpha$ を $\overline{\alpha}_{\Omega}(A)$ で表すものとする。

Remark 1 $\alpha\neq\overline{\alpha}_{\Omega}(A)$ では、測度ゼロの部分の違いは同–視されるので、

$D^{*}=\{_{X}\in\Omega;u(_{X)<t}\}$

としてよい。 Theoreml $(c)$ で、 $n\geq 2$ で $\alpha=\overline{\alpha}_{\Omega}(A)$ の向合、 $\{x\in\Omega;u(x)=t\}$ の測度は
正となる可能性は否定されていないが、 我々はこの場合でも $\{x\in\Omega;u(x)=t\}$ の測度はゼ
ロとなると信じている。

Theorem 1(b), (C) の証明は [CGIKO] を参照してもらうことにして、 Numerical scheme
との関係上、 ここでは optimal pair の存在証明のみを与えておく。
Optimal Pair の存在証明: $\Omega,$ $\alpha>0,$ $A$ を固定するので、簡単のため

$\Lambda=\Lambda_{\Omega}(\alpha, A)$ , $\lambda(D)=\lambda_{\Omega}(\alpha, D)$

と書くことにする。 まず $\{D_{j}\}\subset C(A)$ を minimizing sequence とする, i.e. $\lambda(D_{j})arrow\Lambda$ as
$jarrow\infty$ . $u_{j}\in H_{0}^{1}.(\Omega)\text{を一}\Delta+\alpha\chi_{D_{j}}$ に対する正の $L^{2}$-normalized 第–固有関数とする。
$\lambda(D_{j})$ の有界性から、 $\{u_{j}\}$ は $H_{0}^{1}(\Omega)$ で有界列となる。 また $\{\chi_{D_{j}}\}$ は (例えば) $L^{2}(\Omega)$ で

有界列。 よって、 適当な部分列 $\{u_{j_{k}},\}_{k=}^{\infty}1\subset\{u_{j}\},$ $\{\chi_{D_{j_{k}}}\}_{k=1}^{\infty}\subseteq \mathrm{t}x_{D_{j}}\}$ と $u\in H_{0}^{1}(\Omega),$ $\eta\in$

$L^{2}(\Omega)$ が存在して、 $u_{j_{k}}$ ま $u$ に $H_{0}^{1}(\Omega)$ で弱収束、 $L^{2}(\Omega)$ で強収束し、 そして $\lambda’D_{j_{k}}$ は $\eta$ に
$L^{2}(\Omega)$ で弱収束する。 このとき、 任意の $\psi\in C_{0}^{\infty}(\Omega)$ に対して

$\int_{\Omega}\chi_{D}j_{k}u_{j_{k}}\psi d_{X}arrow\int_{\Omega}\eta u\psi_{d}X$

が成り立つことがすぐわかる。従って、

$\int_{\Omega}\nabla u\cdot\nabla\psi dx+\alpha\int_{\Omega}\eta u\psi dx=\Lambda\int_{\Omega}u\psi dx$ (4)

が任意の $\psi\in C_{0}^{\infty}(\Omega)$ に対して成立。 また $\chi_{D_{j_{k}}}$
が $\eta$ に $L^{2}\{\Omega$ ) で弱収束することと、 $|D_{j_{k}}|=$

$A$ であることから、 次が成り立つことがわかる。

$\int_{\Omega}\eta dx=A$ , $0\leq\eta(x)\leq 1a.e$ . $x\in\Omega$ . (5)
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実際、 $\eta(x)\leq 1$ を背理法で示す。 もしある $\epsilon>0$ と $S\subset\Omega$ で $\eta(x)\geq 1+\epsilon(x\in S)$ かつ

$|S|>0$ なるものがあるとしよう。弱収束性より、

$\int_{\Omega}xD_{j_{k}}xSdxarrow\int_{\Omega}\eta\chi s^{d_{X\geq}}(1+\epsilon)|S|$ .

方、 $| \int_{\Omega}\chi_{D_{j_{k}}}\chi sd_{X|}\leq|S|$ . これは矛盾。 $\eta(x)\geq 0$ も同様に示される。

このことより上の (4) は任意の $\psi\in H_{0}^{1}(\Omega)$ に対しても成立。 よって、 Elliptic regularity
theoreln(see $[\mathrm{G}\mathrm{T},$ $8,9$ 章]) より $u$ は Theorem 1(a) の性質を持つ。 また $u(x)>0(x\in\Omega)$

もわかる。 $\int_{\Omega}u^{2}d_{X=}1$ より

$\int_{\Omega}|\nabla u|2dx+\alpha\int_{\Omega}\eta u^{2}dx=\Lambda$. (6)

ここで Minimization Problem:

{
$\eta;\int\eta dx=A,0\inf_{1\leq\eta(x)\leq\}}\int_{\Omega}\eta u^{2}dX$ (7)

は解 $\eta=\chi_{D}$ を持つことに注意しよう ( $[\mathrm{L}\mathrm{L}$ , Theorem 1.14] を参照)
$\text{。}$

$D$ は $|D|=A$ で

$\{x\in\Omega;u(_{X)<t}\}\subset D\subset\{x\in\Omega;u(X)\leq t\},$ $t= \sup\{s;|\{X\in\Omega;u(_{X})<S\}|<A\}$

なる任意の可測集合である。 よって、

$\Lambda\leq\lambda(D)$ $\leq$ $\int_{\Omega}|\nabla u|2dX+\alpha\int\Omega u^{2}x_{D}dX$

$\leq$ $\int_{\Omega}|\nabla u|^{2}dX+\alpha\int_{\Omega}\eta u^{2}dx\leq\Lambda$ . (8)

これより、 $\lambda(D)=$ A かつ $u$ は一\Delta +\alpha \mbox{\boldmath $\chi$}D の第–固有関数となり, optimal pair $(u, D)$ が

得られた。 またこのとき $\eta=\chi_{D}$ が成り立つ。 口

次の Lemma 1より、上の列 $\chi_{D_{j_{k}}}$ に対して $\chi_{D_{j_{k}}}arrow\chi_{D}$ が $L^{2}(\Omega)$ 強収束の意味で成り立

つ。 従って、 $A\ominus B=(A\backslash B)\cup(B\backslash A)$ なる記号を用いると

$|D_{j_{k}}\ominus D|arrow 0$ $(karrow\infty)$ (9)

が成り立つことになる。 このことから、上の証明の状況で、実際には $u_{j_{k}}l3:u$ に $H^{1}(\Omega)$ で

強収束し、 さらに例えば
$||u_{j_{k}}-u||_{L(\Omega)}\inftyarrow 0$ $(karrow\infty)$ (10)

が成り立つことになることを注意しておこう。

Lemma 1 $\Omega$ は有界集合とする。 $\chi_{\dot{D}_{j}}$ が $\eta$ に $L^{2}(\Omega)$ 弱収束するとする。 このとき、 $\eta$ があ

る集合 $D$ の特性関数であることと、 $\chi_{D_{j}}$
が $\eta$ に $L^{2}(\Omega)$ 強収束することとは同値である。

証明は [De, Lemma 1] を参照されたい。 Theorem 1より、 optimal shape $D^{*}$ の連結性に

ついての次の結果が導かれる。
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Theorem 2 $(l^{cGIK}\mathit{0}\mathit{1})\alpha>0$ と $A\in(0, |\Omega|)$ を固定し、 $D^{*}$ を。ptimal shape とする。 こ

のとき、
$(a)D^{*}$ は $\partial\Omega$ の管状近傍を含む。
$(b)\alpha<\overline{\alpha}_{\Omega}(\mathrm{A})$ とすると、 $D^{*}$ の内部のいかなる連結成分 $D_{0}$ に対しても $\overline{D_{0}}$ 寡 $\partial\Omega\neq\emptyset$ が

成り立つ。
特に、 もし $\Omega$ が単連結で $\alpha<\overline{\alpha}_{\Omega}(A)$ ならば、 $D^{*}$ は連結となる。

Theorem $2(\mathrm{a})$ は Theorem 1(b) より明らか。 Theorem $2(\mathrm{b})$ は、 $\alpha<\overline{\alpha}_{\Omega}(A)$ であること
と $\Lambda_{\Omega}(\alpha, A)>\alpha$ であることとは同値であるという事実と最大値原理から導かれる $([\mathrm{c}\mathrm{G}\mathrm{I}\mathrm{K}\mathrm{o}]$

参照) 。その他に optimal shape の–般的な性質としては、 Free Boundary $\partial D^{*}$ の正則
部分 (i.e. $\{x\in\partial D^{*};$ $|\nabla u(x)|\neq 0\}$ ) は $C^{\infty}$ であること、 $\alpha$ が十分小さい場合の optimal
shape は Laplacian の第–固有関数の level set で近似的に control されることなどが [CGIKO]
で示されていることを注意しておく。

3 $\Omega$ が球の場合の Optimal Shape

$\Omega$ が球の場合や 1次元の場合は optimal shape は、 次の定理で unique に決定される。

Theorem 3 ([CGIXOl) $\Omega=BR(\mathrm{o})=\{x\in \mathrm{R}^{n} ; |x|<R\}_{\text{、}}$ $\alpha>0,$ $A\in(0, |\Omega|)$ を固定す
る。 このとき optimal shape $D^{*}$ は unique に定まり、

$D^{*}=\{x\in \mathrm{R}^{n}; r(A)<|x|<R\}$

と書ける。 ここで、 $r(A)$ は $|D^{*}|=A$ によって定まる定数である。実際 $r(A)=(R^{n}-$
$(A/\omega_{n}))^{1/n}$ で、 $\omega_{n}$ は $n$ 次元単位球の体積。

この定理は [CGIKO] で次の–般化された定理の系として証明されている。

Theorem 4 $(l^{cc}IKOJ)\alpha\neq\overline{\alpha}_{\Omega}(A)$ を仮定する。 $\Omega$ が $x_{1}$ 軸に関して対称かつ凸ならば、
任意の optimal pair $(u, D)$ に対して、 $u$ も $D^{c}$ も $x_{1}$ 軸に関して対称かつ凸で、 $u$ は $x_{1}$ に

関して $x_{1}\geq 0$ で単調減少になる。

一般的な Theorem 4の証明は [CGIKO] にゆずるが、 その証明は rearrangement 不等式
を用いるものである。

1次元の場合、 $\Omega=(-R, R)$ として $D^{*}=(-R, -r(A))\cup(r(A), R)$ が unique な opti-
mal shape であることが、 上の Theorem 3からわかるが、 その証明では個々の $\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{f}\mathrm{i}\dot{\mathrm{g}}$ ura-
tion $D_{1},$ $D_{2}$ に対して、 $\lambda_{\Omega}(\alpha, D_{1})$ と $\lambda_{\Omega}(\alpha, D_{2})$ との比較を与えるものではない。 ここで、
$D$ のクラスを制限してその単調性についての結果を紹介する。 $A\in(0, |\Omega|)=(0,2R)$ を固
定し、 1 パラメータ 1が $0<l<A$ に対して $l’=A-^{\iota}$ とし、

$D(l)=(-R, -R+l)\cup(R-l’, R)$

なる部分集合を考える。 $\lambda(l)$ で $-\triangle+\alpha\chi_{D}(l)$ の第–固有値、 $u_{l}(x)$ で付随する固有関数を
表す。 このとき、 $\lambda(l)$ のパラメータ $l$ に関する Monotonicity が成り立つ。座標が $-R+l$
および $R-l’$ である点をそれぞれ $P,$ $Q$ で表すものとする。
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Theorem 5 $\Omega=(-R, R),$ $\alpha>0,$ $A\in(0,2R)$ とする。 このとき、 各 $0<l<A$ に対し
て、

$\frac{\lambda(l)}{dl}=\alpha(u_{l()\iota}P2-u(Q)^{2})$ (11)

が成り立つ。 また、 $l>A/2$ なるとき、

$u_{l}(P)>u\iota(Q)$

が成り立つ。 特に、 次のことが成り立つ。

$\frac{d\lambda(l)}{dl}>0$ $(l> \frac{A}{2})$ , $\frac{d\lambda(l)}{dl}<0$ $(l< \frac{A}{2})$ .

(11) ?2–種の Hadamard の変分公式に他ならない。 この定理は本質的には [HKK] で示され

ていることの特別な場合であるが、 その証明の概略を与えておく。

Theorem 5の証明の概略: 以下 $\epsilon$ は十分小さいものとし、 簡単のため $\epsilon>0$ として示す。

まず、 $||u_{\iota+\epsilon}||L^{\infty}(\Omega)$ は $\epsilon$ に関して–様に有界となることに注意する。 このとき、 ある定数 $C$

があって、
$|\lambda(l+\epsilon)-\lambda(l)|\leq C\epsilon$ , (12)

$||u_{l+\epsilon}-u\iota||L^{\infty}(\Omega\rangle$ $=o(1)$ (13)

が成り立つことがわかる。 実際、最初の不等式 (12) は変分的特徴づけから容易に導かれる。

(13) は、 まず $u_{l+\epsilon}$ が $u_{l}$ に $L^{2}(\Omega)$ 強収束することがわかるので、 $w(\epsilon)=u\iota+\epsilon-u\iota$ が満たす

方程式

$-\triangle w(\epsilon)+(\alpha\chi D\iota+\epsilon-\lambda(l))w(\epsilon)=(\lambda(l+\epsilon)-\lambda(l))u_{l\epsilon}+-\alpha(\chi D_{l}+\epsilon-x_{D}\mathrm{l})u(\iota)$

に、 $L^{\infty}$ 評価 (see, e.g., $[\mathrm{G}\mathrm{T}$ , Theorem 8.15]) を適用して、 (12) などから得られる。
さて、 $u_{l+\epsilon},$ $u\iota$ が満たす弱形式にそれぞれ $u_{l},$ $u_{l+\epsilon}$ を試験関数として代入し、差し引くこ

$\text{と}\ovalbox{\tt\small REJECT}^{}.x\text{り}\backslash$

$( \lambda(l+\epsilon)-\lambda(l))\int_{\Omega}u_{l+\xi}uldx=\alpha\int_{\Omega}(x_{D_{l+\epsilon}}-xD\iota)u_{l}+\epsilon\iota udx$

が得られる。 これから、 (12) と (13) より

$\frac{\lambda(l+\epsilon)-\lambda(l)}{\epsilon}$ $=$ $\frac{\alpha}{\epsilon}\int_{\Omega}(x_{D_{l\epsilon}}+-x_{D}\iota)u_{t}d_{X}+\text{。}(21)$

$=$ $\frac{\alpha}{\epsilon}(\int_{P}^{P+\epsilon}u_{l}2dX-\int_{Q-\epsilon}^{Q}u_{l}^{2}d_{X)}+o(1)$

を得る。 よって、 (11) が得られる。
後半は、 点 $P,$ $Q$ の中点 $T$ に関する折り返しを考える。 $\Sigma=(T, R)$ とおき、 $x\in\Sigma$ に対

して、 $x^{T}$ で $x=T$ に関する折り返しの点を表すものとする。 $v(x)=u_{l}(x)-u\iota(x^{\tau})$ とお

くと、 仮定 $l>A/2$ より

$-\triangle v(x)+\alpha\chi_{D(}\iota)v(_{X})=\lambda(l)v(_{X})$ , $x\in\Sigma$
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を満たすことに注意する。 また、 $\partial\Sigma$ 上で $v(x)\leq 0$ で $v\not\equiv 0$ であることにも注意する。
もし、 $\Sigma$ 内で $\{v(x)>0\}$ の成分があったとしたら、 作用素 $-\triangle+\alpha\chi_{D()}\iota$ に対して、 嫁ま

その成分 $\mathcal{O}$ の上での第–固有値を $\lambda(l)$ とする第–固有関数ということになるが、 もともと
$\lambda(l)$ は $\Omega(\supset \mathcal{O}, \Omega\neq \mathcal{O})$ 上での第–固有値であったことに矛盾することになる。 従って、
$v(x)\leq 0(x\in\Sigma)$ となる。 さらに、 強最大値原理から

$v(x)=u_{l}(x)-u_{t}(X^{T})<0$ , $x\in\Sigma$

が成り立つ。 これより結論が得られる。 口

4 Symmetry Breaking Phenomena

ここでは、 2次元平面で軸対称性をもつダンベル型領域や、 回転対称性をもつ円環領域に
対して、 あるパラメータ領域ではそれら領域の持つ対称性が optimal configuration ではく
ずれるという、 symmetry-breaking現象についての [CGIKO] の理論的結果を紹介する。 そ
の証明は [CGIKO] を参照していただきたい。

Theorem 6([CGIKO]) $\alpha>0$ と $\delta>0$ を固定する。 $a>0$ に対して $\Omega_{a}=\{x\in \mathrm{R}^{2};a<$

$|x|<a+1\}$ と置く。 このとき、 ある $a_{0}=a\mathrm{o}(\alpha, \delta)$ があって、つぎのことが成り立つ。任意
の $a>a_{0}$ に対して $D$ を $\Omega_{a}$ に対するパラメータ $\alpha,$ $A=\delta|\Omega_{a}|$ に関する optimal shape とす
るとき、 $D$ は球対称ではない。

これは、 いわば円環領域が非常に thin であるときには symmetry-breaking が起こる、 とい

うものであり Figure 4の数値計算でその様子がわかる。 –方、円環領域が thick な場合は、
optimal shape は球対称となることが Figure 3の数値計算から予想される。

Theorem 7([CGIKO]) $h\in(0,1)$ を固定して、ハンドル幅 $2h$ のダンベル型領域を

$\Omega_{h}=B_{1}(-2,0)\cup((-2,2)\cross(-h, h))\cup B_{1}(2,0)$

で定める。但し $B_{r}(p)=\{x\in \mathrm{R}^{2};|x-p|<r\}$ である。 $\alpha>0,$ $A\in(0,2T)$ を固定する。 こ

のとき、 ある $h_{0}=h\mathrm{o}(\alpha, A)>0$ があって、次の主張が任意の $h<h_{0}$ に対して成り立つ。
$(a)$ いかなる optimal pair $(u, D)$ も $x_{2}$ 軸に関して対称でな $\mathrm{A}\mathrm{a}_{\mathrm{o}}$

$(b)$ もし、 $A>\pi$ ならば、 いかなる。ptimal pair $(u, D)$ に対しても、 $D^{c}$ は $B_{1}(\pm 2,0)$ の

いずれかの球に含まれる。

(b) は、 symmetry-breaking以上のことを言っている。 このとき、 Figure $6(\mathrm{b})$ の数値計算
で見られるように、 さらに $D^{c}$ の連結成分はただ 1つであることが予想される。 また $Aarrow$

$|\Omega|$ の極限で、 $D^{c}$ は以下なる集合に近付くのであろうか ?[CGIKO], [CGK] にこの点に関
する考察がなされている。

Symmetry-breaking が起きていれば、素朴な意味で optimal shape の uniqueness はくず
れていることになる。 これらの現象は、 $\Omega,$ $\alpha$ を固定し、 $A$ の値をパラメータとして動かし
て、 $A\sim|\Omega|$ の場合に最初に数値計算で見い出されたのであるが (Figure $6(\mathrm{a})$ を参照)、上
の理論的結果は、 $\alpha,$

$A$ を固定して、 $\Omega$ を変形していった場合の symmetry-breaking を示す
ものである (円環領域の場合は, $a$ を動かすと、 $A$ も動くことになっているが)

。
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5 Numerical Scheme, 数値計算と予想

この Section では、 自由境界をもつ固有値の数値計算の方法といくつかの領域に対する 2
次元の数値計算結果を述べる。
(A) Numerical scheme
(a) 有限要素法: 数値計算にはいくつかの手法があるが、有界領域 $\Omega$ が矩形だけではない場

合の数値計算も視野にいれるために有限要素法 [Ta] を用いた。 また–般に自由境界を近似

する方法にはメッシ $=-$ をきりなおしたり移動させたりする必要があるが、 ピロノ [Pi] によ

る方法をベースにして多少の改良を施した今回の我々の方法では、 この必要がなく固定メッ
シ $\mathrm{n}$が利用できるのでアルゴリズムがシンプルになるという特徴がある。

(i) 三角形分割: 三角形 1次要素を使う標準的な有限要素近似を考える。 領域 $\Omega$ を多角形

領域 $I$ で近似し, この多角形領域 $I$ を小三角形 $e_{j}$ の和に分割する。 小三角形の数を $N_{e}$ とす

る。 このとき、分割は次の条件を満たしている。

(1) $\overline{\Omega}$ は次のように分割される。

$\overline{I}=\bigcup_{i=1}^{N}e\epsilon i$ .

(2) 要素の内点集合は次を満たす。

int $e_{i}\cap \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}e_{j}=\emptyset$ $(i\neq j)$ .

(3) $e_{i}\cap e_{j},$ $i\neq j$ は空集合か、共通の頂点か、共通の辺全体である。

(ii) 基底関数: $\overline{\Omega}$ の内部にある小三角形の頂点を $P_{i}(i=1, \cdots, N)$ と書く。 関数 $\phi_{i}(i=$

$1,$ $\cdots,$ $N)$ を

(1) 頂点 $P_{j}$ で

$\phi_{i}(P_{j})=\delta ij$ $(i=1, \cdots, N)$

であり、

(2) $\mathrm{e}_{\mathrm{k}}$上では 1次多項式である、 として定義する。
$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ を

$N$

$V_{h}= \{v_{h}=\sum j=1C_{j}\phi_{jj} ; c\in \mathrm{R}, \forall j\}$

で定義すると、 $\text{関数}\mathrm{t}\phi_{j}\}_{j=}N1$は–次独立なので Hol(I)の N次元部分空間である。

(iii) 離散化方程式: 連続問題 (EVP)

$\int_{I}\nabla u\cdot\nabla vd_{X}+$

.
$\alpha\int_{I}\chi_{D}uvdX=\lambda\int_{I}$ uvdx $\forall v\in H_{0}^{1}(I)$ ,

の有限次元近似問題 $(P_{h})$ は

$\int_{I}\nabla u_{hh}$. $\nabla vd_{X}+\alpha\int_{I}\chi_{Dh}uvhd_{X}=\lambda_{h}\int_{I}u_{h}v_{h}dX$ $\forall v_{h}\in V_{h}$

となる。 固有関数 $u_{h}$ を
ガ

$u_{h}= \sum_{j=1}X_{j}\phi_{j}$
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と表すと、 問題 $(P_{h})$ は次の $\mathrm{n}$ 次元固有値問題に帰着する :

$Ax=\lambda Mx$ .

ここで、 $.A=(a_{ij})$ および $M=(m_{ij})$はそれぞれ

$a_{ij}= \int_{I}\nabla\phi j$ . $\nabla\emptyset idx+IDd\phi j\phi_{i}X$ ,

$m_{ij}= \int_{I}\phi_{j}\phi_{i}dx$

を成分とする $N\cross N$ 行列であり、 $x$ は $x=(x_{1}, \cdots, x_{N})^{\tau}$ である未知ベクトルである。 こ

の固有値問題の第–固有値とそれに対応する固有ベクトルは累乗法を用いて簡単に求めるこ
とができる。 ここで次の問題 (VPF) を考える。 与えられた $\alpha>0$ と $A\in(0, |I|)$ に対して
次の条件を満たす $D$ $(|D|=A)$ を見付ける :

$\Lambda_{h}(\alpha;A)=\{D\epsilon\inf_{)A\}}\lambda h(\alpha;D)$ ,

ここで、

$\lambda_{h}(\alpha;D)=u\in\inf_{V_{h}}\frac{\int_{I}|\nabla u_{h}|2d_{X+}\alpha\int D|u_{h}|^{2}dx}{\int_{I}|u_{h}|^{2}dx}$

(b) 単純降下法: 問題 (VPF) における $\Lambda_{h}(\alpha;A)$ を見つけるために、 固有値の減少列をつく
るアルゴリズムを紹介する。

StepO: 適当に $|D_{0}|=A$ なる初期領域 $D_{0}$ を開集合としてとる。
Stepl: 与えられた $D_{j}(j\geq 0)$ に対して次の固有値問題の最小固有値 $\lambda_{h,j}$ とそれに対応

する固有ベクトル $u_{h,j}$ を累乗法を用いてもとめる。

$\int_{I}\nabla u_{h,j}\cdot\nabla vhdX+\alpha\int_{I}\chi_{D_{j}}u_{h,j}vhdx=\lambda_{h,j}\int_{I}u_{h,j}v_{h}d_{X}$ $\forall v_{h}\in V_{h}$ .

Step2: Stepl で求めた $u_{h,j}$ に対して次の条件を満たす $D_{j+1}$ を 2分法を用いて求める:

$\int_{D_{j+}}\text{十}$ $1u_{h,j}^{2}d_{X\leq} \int_{D}u_{h,j}^{2}d_{X}$ $\forall D\in C(A)$ .

Step 1で求めた $u_{h,j}$ に対して、 $L(t)$ を $L(t)=|\{x\in\Omega : u_{h,j}(x)<t\}|$ とし、 各頂点の
値を比較して $u_{h,j}(X_{\max})= \max uh,j(X)$ を満たす三角形の頂点の値を求めておく。

Step2-0. $\mathrm{u}\mathrm{P}=u_{h},j(X_{\max})$ と down $=0$ とする。
Step2-1. interm $=$ (up+down)/2とし $L(\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{m})$ を計算する。
Step2-2. $L(\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{m})<Afp\text{ら}$ down $=\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{m}_{\text{、}}$ $L(\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{e}\Gamma \mathrm{m})>Arx\text{ら}$ up $=\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{m}k$

する。

Step2-1, Step2-2を $L(\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{m})=A$ かつ $\mathrm{u}\mathrm{P}=$ down なるまで繰り返し、 $D_{j+1}=\{x\in$

$\Omega$ : $u_{h,j}(x)<\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{m}\}$ とする。 この $D_{j+1}$ に対して Stepl で第–固有値 $\lambda_{h,j+1}$ を累乗法で求
めると $\lambda_{h,j+1}\leq\lambda_{h,j}$ となる。
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$\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{e}_{\mathrm{P}^{3:}}$ eps を十分小さい数として Stepl, Step2を

$|\lambda_{h,\iota h}j+-\lambda,j|<eps$ , かつ $|D_{j+1}\ominus D_{j}|<eps$ ,

なるまで繰り返す。実際の計算では $eps=10^{-7}\sim 10^{-10}$ としている。

注意 (a) Theorem 1での状況とは違い、 $u_{h,j}$ は既知の開集合 $D_{j}$ に対する一\triangle +\alpha \mbox{\boldmath $\chi$}D. の

固有関数なので、 (たとえ $\alpha=$ \mbox{\boldmath $\lambda$}妬のときでも) 任意の定数 $t$ に対して $\{u_{h,j}(x)=t\}$ は測

度 $0$ となり、 ある $t$ に対して $D_{j+1}=\{u_{h,j}(x)<t\}$ なる $D_{j+1}$ がただ 1つに定まり、 アル

ゴリズムはうまく作動する。
注意 (b) この 2分法で求められた $\partial D_{j+1}$ は小三角形 $e_{i}$ 上を直線で横切る多角形である。

$D_{j}$ が与えられたとき Stepl にある積分は

$\int_{I}\chi_{D_{j}}uh,jvd_{X=\sum_{:}}e\int_{e.\cap D_{j}}.uh,jvdx=\sum_{e}.\cdot|e_{i^{\cap}}Dj|I_{e}iu_{h},jvdx$

と近似して離散方程式をつくる。
さて、 この構成法から $\{\lambda_{n}\}_{n=}^{\infty}0$ は下に有界な単調減少列であることがわかる。 従って、

ある $\lambda_{\infty}$ があって $\lambda_{n}$ は $\lambda_{\infty}$ に収束する。 ここでもし $\lambda_{\infty}=\Lambda_{\Omega}(\alpha, A)$ なら, $(D_{n}, f_{n})$ は min-
imizing sequence となるので、適当な部分列 $D_{n_{j}}$ をとれば $D_{n_{j}}$ は 1 っの optimal shape $D$

に収束することが Theorem 1での議論とそのあとの注意からわかる。従って、 さらに oP-
timal $\mathrm{S}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{P}^{\mathrm{e}D}$ が unique であれば、我々の scheme が (部分列をとらなくても) 収束するこ

と、 すなわち $|D_{n}\ominus D|arrow 0$ となることが標準的な議論からわかる。 しかしながら、 もち

ろん $\lambda_{\infty}=\Lambda_{\Omega}(\alpha, A)$ であるかどうかは明らかでない。 実際、 それは $\lambda_{\Omega}(\alpha, D)$ の $D$ に関す

る、 最小値ではない極小値や停留値に (もしそれがあればであるが) 収束する可能性があ

る。 (ただ、 その構成法から $\lambda_{\infty}$ が極大値となりえない。 ) さらに $\lambda_{\infty}=\Lambda_{\Omega}(\alpha, A)$ であっ

ても $D_{n}$ の (必要なら適当に部分列をとったときの) 収束先の領域 $D_{\infty}$ の–意性も直接導

かれるわけではない、 なぜなら $D_{\infty}$ は–般的にいって初期領域 $D_{0}$ の取り方に依存するから

である。 以上のような危険性を可能な限りさけるため、我々の数値計算では大きく形状の異

なる多数の初期領域 $D_{0}$ から始めた数値計算をし、 その結果が初期領域によらないかどうか

を確認している。 また実際の数値計算では、 上の Step 3で説明した判定条件に従って、十

分大きな $n$ にたいする近似的に最良な $D_{n}$ と近似的固有関数几を採用している。
上のように、我々の scheme での $D_{n}$ の収束に関しては、厳密な保証に乏しい状況である。

しかしながら、我々は少なくとも、
$(*):\lambda_{\Omega}(\alpha, D)$ の $D$ に関する (極大値でない) 停留値は unique でありさらに optimal sh-

ape $D$ が unique である場合には、我々の scheme での $D_{n}$ は optimal shape $D$ に収束する,

と信じている。 もちろん、我々の scheme が有効であるためには、理論上すくなくともこ
れは当然成り立ってほしいものである。仮定のもとで、 $\lambda_{\infty}$ は停留値となるであろう (ここ

が厳密には保証されていない訳であるが、 この項の最後の考察を参照されたい) から、 従っ

て $\lambda_{\infty}=\Lambda_{\Omega}(\alpha, A)$ となり、 さきの議論より上の主張が正しいと結論できる。特に、 以下の

数値計算において、楕円領域ではすくなくともこういう状況下にあるのではと考えている。
円環領域では、 (最大値でない) 停留値は unique であり、 optimal shape は対称性を除い
て unique ではないか、 また対称なダンベル型領域などでは、 (最大値でない) 停留値は 2
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つ (もしくは極小値も 2つありうる場合には、 おそらく 4-o) であり、 optimal shape は対
称性を除いて unique ではないかと考えられる。 もっとも、 $\lambda_{\infty}$ が極小値でもない停留値で
ある可能性は極めて小さいと考えられる。むしろそのような鞍点型の停留値を数値計算で求
めることは困難である。 従って、 たとえ–般の状況で–般の初期領域 $D_{0}$ に対してでも $\lambda_{\infty}$

は少なくとも極小値を与えているものと信じており、初期領域を適当に選びなおすことに
よって、我々の scheme で optimal shape をつかまえているものと信じている。
最後に、 さきほどの Scheme の有効性に関する主張 $(*)$ に対する考察を行なっておく。

今、 部分列をとって $f_{n_{j}}$ が $u$ に $H^{1}$ 弱収束かつ $L^{2}$ 強収束、
’

$\chi_{D_{n_{j}}}l\text{が}\eta$ に $L^{2}$ 弱収束するとす
る。 今、 簡単のためさらに $\eta$ への収束は強収束でとれていると仮定しよう。すると、 Lem-
ma 1より $\eta=\chi_{D}$ と書け、 $\int_{\Omega}|\chi_{D_{n_{j}}}-\chi_{D}|dXarrow 0(jarrow\infty)$ となる。
Claim: このとき、仮定 $\alpha\neq\lambda_{\infty}$ のもとで、 ある $t>0$ が存在して $D=\{x\in\Omega;u(x)<t\}$

と書ける。

Proof: 簡単のため、 $f_{j}=f_{n_{j}},$ $D_{j}=D_{n_{j}}$ と書く。 $||f_{j}||_{L}\infty(\Omega)$ の–様有界性および乃の $u$

への $L^{2}$ 強収束から

$\int_{D_{j}}f^{2}jd_{X}arrow\int_{D}u^{2}d_{X}$ , $J’arrow\infty$

がわかる。 このことから結局、

$\int_{\Omega}|\nabla f_{j}|^{2}dXarrow\int_{\Omega}|\nabla u|2dX$

となり、 んは鱈こ $H^{1}$ 野収束することになる。 さて、 $w_{j}=f_{j}-u$ とおくと

$-\Delta w_{j}+(\alpha x_{D}j-\lambda j)wj=\alpha(\chi_{D}-\chi_{D_{j}}\grave{J}u+(\lambda j-\lambda)u$

を満たすことがわかるので、 $L^{\infty}-$ 評価 (see $[\mathrm{G}\mathrm{T}$ , Theorem 8.15]) を適用して

$||w_{j}||_{L^{\infty}(\Omega)}\leq C||w_{j}||L2(\Omega)+^{c|}|\chi_{D}-\chi D_{j}||L^{1}(\Omega)+c|\lambda_{j}-\lambda_{\infty}|$

が適当な定数 $C$ に対して成り立つ。 よって $||f_{j}-u||L^{\infty}(\Omega)arrow 0(jarrow\infty)$ を得る。 ここで、

その構成法よりある $t_{j}>0$ があって

$D_{j}=\{x\in\Omega;fj-1(x)<t_{j}’-1\}$ , $j\geq 1$

と書けることを思い出そう。 $||f_{j}||_{L^{\infty}(}\Omega$) の–様有界性から、 ちも –様有界としてよい。 こ

こで、 必要なら部分列を取り直して、最初からある $t>0$ があって、 $t_{j}arrow t$ としてよい。
さて仮定 $\alpha\neq\lambda_{\infty}$ から、 $\{u(x)=s\}$ の測度はいかなる定数 $s$ にたいしてもゼロであること
が、 [CGIKO] の議論よりわかる。 このとき、 容易に

$\int_{\Omega}|\chi_{D_{j}}-\chi\{u<t\}|dXarrow 0$ $jarrow\infty$

がわかる。 従って、 $\chi_{D}=\chi_{\{u}<t$} が得られる。 口

従ってまた、
$\partial D=\{X\in\Omega;u(X)=t\}$

.. (14)
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となることもわかる ( $[\mathrm{c}\mathrm{G}\mathrm{I}\mathrm{K}\mathrm{o}]$ を参照)。 今、 ここで簡単のため 2次元のみを考え、 $\partial D$ は

smooth な単純閉曲線であるという仮定をしよう。 $\partial D$ を弓長をパラメータとし、

$\partial D=\{\mathrm{x}(S)=(x(S), y(S));0\leq s\leq L\}$

と書く。 任意の単位ベクトル $l\ovalbox{\tt\small REJECT}$ をとり、 $\partial D$ 上の滑らかな関数 $\eta(s)$ と十分小さい $\epsilon>0$ を

とり、 $\partial D$ を変形した曲線
$\mathrm{y}(s)=\mathrm{X}(s)+\epsilon\eta(S)\nu$

を考え、 それと $\partial\Omega$ とで囲まれる領域を $\tilde{D}$ とする。 このとき、 $|\tilde{D}|=A$ (一定) という条

件は
$\int_{0}^{L}\eta(s)(\mathrm{n}(S), \mathcal{U})d_{S}=0$

で表されることが容易にわかる。 ここで、 $\mathrm{n}(s)=(-dy(s)/ds, d_{X}(s)/ds)$ は $\partial D$ の $D$ から

見た外向き単位法線ベクトルである。 また、 この $l\ovalbox{\tt\small REJECT}$ 方向 (実際には $\eta(s)$ にも依るが) の $D$ の

変形に従っての $-\triangle+\alpha\chi_{D}$ の第–固有値 $\lambda$ の変化率を $d\lambda/d\nu$ と書くことにすれば、 いわゆ

る Hadamard の変分公式の 1種であるが、 この場合

$\frac{d\lambda}{d\nu}=\alpha\int_{\partial D}u^{2}(s)\eta(S)(\mathrm{n}(S), U)ds$

となることがわかる。 従って、勝手な定数 $t$ に対して

$\frac{d\lambda}{d\nu}=\alpha\int_{\partial D}(u^{2}(_{S)-}t)2(\eta s)(\mathrm{n}(S), \nu)dS$ (15)

が成り立つ。 このことと上の (14) を合わせて、 $\lambda_{\infty}$ は停留値であると結論してよいと思わ

れるのであり、 「停留値が (極大値を除いて) 最小値しかない」 という状況の下では、 $\lambda_{\infty}$

$=\Lambda_{\Omega}(\alpha, A)$ となり $D$ は optimal shape の 1つを与えていると判断してよいと思われるので

ある。 特に、 $(*)$ での仮定の状況の下では前にも述べたように部分列をとる必要もない。
(c) 1次元でのおける単純降下法の収束:

Claim: $\Omega=(0, L))\alpha>0,$ $A\in(0, L)$ とする。 初期形状 $D_{0}$ に対する第 $-$固有値 $\lambda_{0}$ が

$\lambda_{0}>\alpha$ を満たすなら、単純降下法での $D_{n}$ は収束し最適形状を決める。

Proof: 仮定の下で、 $D_{0}$ に対する第–固有関数んは上に凸となるので, 最初の反復で $D_{1}=$

$D(l)\equiv(0, l)\cup(m, L)(l+L-m=A)$ なる形状になる。 一旦こうなれば、単純降下法で

の $D_{n}$ は $n\geq 1$ 以降すべてこの形状となる。 Theorem 5より $\lambda(l)$ の単調性がいえているの

で $l=A/2$ のとき $\lambda(l)$ は最小となり, このとき optimal shape $D^{*}$ は $D^{*}=(\mathrm{O}, A/2)\cup(L-$

$A/2,$ $L)$ である。 単純降下法の過程において $l<(L-m)$ であれば $-\triangle+\alpha\chi D(l)$ の第–固有

関数 $u(x)$ に対して、 Theorem 5より

$u(l)<u(m)$

が成り立つので、 $u(l)<t<u(m)$ かっ $L(t)=A$ なる $t$ が存在する。 ゆえに単純降下法の

反復を繰り返すと $jarrow\infty$ のとき $l,$ $L-marrow A/2$ かつ $D_{j}arrow D^{*}$ となる。 口
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注意: 例えば $\alpha<\overline{\alpha}_{\Omega}(A)$ の場合、任意の初期形状 $D_{0}$ に対して $\lambda_{0}>\alpha$ は成立すること
がわかる。 従って、 単純降下法は必ず収束し最適形状を決めることになる。 しかし、 $\lambda_{0}$ が
$\lambda_{0}<\alpha$ であれば任意の初期形状がら反復が必ず収束するかどうかはわからない。
(B) 数値計算結果と予想
最後に我々の Scheme で計算した計算結果を紹介する。以下の各数値計算結果の Figures

では、 黒い部分が optimal shapeD に対応していることを注意しておく。
(a) 楕円領域での Optimal Shape: ここでは、 $\Omega$ が楕円領域の場合の数値計算結果を述
べる。 ここでは、 $\Omega=\{(x, y);x^{2}/4+y^{2}<1\}_{\text{、}}$ $|\Omega|=$ 6.278706なる 2次元の楕円領域 $\Omega$

を固定し、 Figure $1(\mathrm{a})$ では $\alpha=1.0_{\text{、}}$ Figure 1(b) では $\alpha=30.0$ として、 それぞれパラ
メ一タ $A$ を変化させたときの optimal shape $D$ の形を表示している。例えば 1つの定性的
な特徴として、 $\alpha$ の値が大きくなるにつれて $D^{c}$ は丸くなってくる様子がわかる。 我々は、
数値計算の結果から次の様な予想をたてている。

Conjecture 1 いかなるパラメータ領域 $\alpha,$
$A$ に対しても、その。ptimal shape $D$ は unique

である。 しかも、 $.D^{c}$ は convexである。

$\alpha$ が十分小さい場合の $D^{c}$ の convexity は [CGIKO] で証明されている。
(b) 円環領域での Optimal Shape: ここでは、 円環領域 $\Omega_{a,b}=\{x\in \mathrm{R}^{2};a<|x|<b\}$

とする。 Figure $2(\mathrm{a})$ では、 $A=2.0$ に固定して $\alpha$ の値を 1から 6まで変化させたときの
optimal shape と $\Lambda_{\Omega}(\alpha, A)$ の値を示しており、 $\alpha$ が大きくなると optimal shape の対称性
の崩壊が起こる様子が見られる。 Figure $2(\mathrm{b})$ では、 $\alpha=1.0$ に固定して $A$ の値を 22か
ら 27まで変化させたとき、 $A$ が大きくなるにつれての対称性の崩壊が起こる様子が見ら
れる。 Figure 3では、 $A=2.0$ および外半径を 1に固定し、内半径を変化させたときの op-
timal shape を $\alpha$ の値によって分類した図である。 Figure 4では Theorem 6に対応する数
値計算結果を表している。領域を $\Omega=\Omega_{a,a+1}$ とし、 内半径 $a$ を $1\sim 5$ まで変化させたとき
の対称性の崩壊が起こることを確かめた。 これらの数値計算の結果から次の様な予想をして
いる。

Conjecture 2 $\Omega$ を上で数値計算したような円環領域とする。
$(a)\Omega,$ $A$ を固定する。 このとき、 $\alpha$ が十分小さければ。ptimal shape は球対称かつ unique

であり、 $\alpha$ が十分大きければ。ptimal shape は球対称ではない。
$(b)\Omega,$ $\alpha$ を固定する。 このとき、 $A$ が十分小さければ optimal shape は球対称かつ unique

であり、 $A$ が十分 $|\Omega|$ に近ければ。ptimal shapeは球対称ではない。
$(c)\alpha,$ $A$ を固定する。 このとき、 $\Omega$ が十分 thickであれば。piimal shape は球対称かつ uni-

que である。

特に、 Figure 3で詞られるように、 $\alpha,$
$A$ および円環領域の外半径を (例えば) 1に固定

し、 内半径 $\epsilon>0$ が十分小さい場合は、 ある意味で thick な円環領域である訳であるが、
optimal shape は球対称で

$D=\{x\in \mathrm{R}^{2};\epsilon<|x|<r_{int}(\epsilon), r\mathrm{r}(\circ u\epsilon)<|x|<1\}$
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と書けると予想している。但し、 $\alpha$ は適当に小さい値に固定するものとする。 このことが

正しいという仮定の下で、 [CGK] で $r_{int}(\epsilon)arrow 0(\epsilonarrow 0)$ なることが証明されている。

(c) ダンベル型領域での Optimal Shape: $B_{\pm}$ を中心 $(\pm 2,0)$ , 半径 1の単位円内部とす

る。 $h$ を $0<h<1$ とし、 ダンベル型領域 $\Omega_{h}=B_{-}\cup((-2,2)\cross(-h, h))\cup B_{+}$ で考

える。 Figure 5では、 $h=0.3$ および $A=$ 5.873584と固定して $\alpha$ を変化させるとき、 $\alpha$

が大きくなると optimal shape の対称性の崩壊が起こる様子を表す。またそのときの固有関

数の形も表している。 Figure $6(\mathrm{a})$ では、 $h=0.3$ および $\alpha=0.1$ と固定して $A$ を変化させ

るとき、 $A$ が大きくなると対称性の崩壊が起こる様子を表す。 Figure $6(\mathrm{b})$ では、 $\alpha=0.1$

および $A=4.0$ と固定してハンドル幅 $h$ を変化させ、 $h$ が小さくなると対称性の崩壊が起

こる Theorem 7の様子を確かめた。

Conjecture 3 $\Omega$ を上で数値計算したような対称なダンベル型領域とする。
$(a)\Omega,$ $A$ を固定する。 このとき、 $\alpha$ が十分小さければ。ptimal shape {は $x_{2}$ 軸に関して対

称でありかつ unique であり、 $\alpha$ が十分大きければ optimal shape は $x_{2}$ 軸に関して対称では

ない。
$(b)\Omega,$ $\alpha$ を固定する。 このとき、 $A$ が十分小さければ optimal shape は $x_{2}$ 軸に関して対

称かつ unique であり、 $A$ が十分 $|\Omega|$ に近ければ。ptimal shape は $x_{2}$ 軸に関して対称ではな

く、 さらに $D^{c}$ の連結成分はただ 1つである。

もちろん、 $x_{1}$ 軸に関しての対称性は Theorem 4でいつも保証されている。

6 Related Problems

(a) Composite Membrane Problem: $\alpha<\overline{\alpha}_{\Omega}(A)$ の場合は、 [CGIKO] で次のことが
示されている。

” ここでの Minimization Problem の optimal pair は、 それぞれ面積一定の 2種類の密度
の異なる膜で太鼓をつくる作り方のなかでもっとも低い音をす太鼓をつくるには、 どういう
貼り合わせ方がいいかという問題の optimal pair と 1対 1の関係が成り立つ $\circ$

”

この膜の貼り合わせの問題 (正確な定式化は [CGIKO], [CM] を参照されたい). 自身は、

Krein [Kr] によって、 1次元の場合に Theorem 3に対応する結果が、 Cox and McLaugh-
lin [CM] によって、 高次元での Theorem 1に対応する結果が示されている。 また、 彼らは

一般の $k$ 番目の固有値にたいする Minimization Problem と同時に Maximization Problem
も扱っており、 optimal shape の存在定理を証明しているが、 Krein の 1次元の場合の op-
timal shape の決定以外、 Minimization Problem に対して高次元での optimal shape の定

性的、 定量的性質の研究はなされていない。

(b) $D$ の shape を球に制限した問題: $D$ の shape を球に制限して同じ Minimization Prob-
$\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{m}$ を考えることができる。 また、 1つの極限問題として $\alphaarrow\infty$ の場合に対応した第–固

有値の最適化問題も考えられる。 これらについては、 [HKK] を参照されたい。
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NUMERI CAL COMPUTAT I ON

figurel(a) 楕円 : $\alpha=1$ figurel(b) 楕円 : $\alpha=30$
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figure2(a) 円環 : $A=2.0$ figure2(b) 円環 : $\alpha=1.0$

NUMERICAL COWUTATION
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figure3円環 : $A=2.0$ figure4円環 : $\delta=0.5$
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NUMERICAL CO平石 ATION
b5.873突 4

figure5 ダンベル : $A=5.873584$ Optimal shape と第 $-$固有関数

NUHERI CAL $\infty W\mathrm{U}\mathrm{T}\mathrm{A}\mathrm{T}$ ION
$\mathrm{A}--4.0\mathrm{a}^{\mathrm{l}\mathrm{n}\mathrm{h}\mathrm{a}}\ovalbox{\tt\small REJECT} 1$

$\mathrm{h}4.5$

$\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{M}\mathrm{a}--$

$5.48\infty 31$

A $–2.0$
$1\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{b}\mathrm{d}\mathrm{a}^{--}$

5.709圭 B

A $–3.0$
$\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{b}\mathrm{d}\mathrm{a}--$

5.7Q9屯 A

figure6(a) ダンベル : $\alpha=0.1$ figure 6(b) ダンベル : $\alpha=0.1$ $A=4.0$
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