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概要

論理式の展開と Clark の等号公理の下での真偽判定を組み合わせた証明手続きは、 完備プロ
グラムの 3値の意味での論理的帰結を健全かつ完全に証明できる。特に、 Clark の等号公理の下
での真偽判定を選言標準形への変形によって行なうと、任意の形の論理式に対してその解を表現
する選言標準形を求めることができる。本稿では、 この手続きを完備化されていない論理プログ
ラムに対して適用することについて考察する。論理式の展開の仕方によって証明できる論理式が
異なるので、幾つかの展開の仕方に対して、証明できる論理式の必要十分条件をそれぞれ明らか
にする。

1 はじめに

完備プログラムとゴールを表す論理式が与えられ
たとき, ゴールに含まれる等号以外の述語を, 完備
プログラムの本体で繰り返し置き換えた後, 3値の
解釈による真理値が常に 「未知」であるアトムに置
き換える手続きを考えてみる. ゴールが閉論理式の
とき, ゴールをこの手続きで Clar.k の等号公理 [1]

の下で真な論理式に変形できることと, ゴールが完
備プログラムの 3値の意味での論理的帰結である
ことは, Kunen が証明した定理 [2] によると同値で
ある.

また, 述語として等号のみを含む論理式は, Clark
の等号公理の下で選言標準形に変形できる [3]. こ

の選言標準形は, 元の論理式が真となる項の表現と
みなすことができるので, この変形手続きを応用し
て–種の解を計算する手続きを作ることができる.

そこで, この 2つの手続きを組み合わせると,
ゴールが自由変数を含むときには, ゴールが完備プ
ログラムの 3値の意味での論理的帰結となるような
解を過不足なく計算する手続きを作ることができる.
この手続きで扱える完備プログラムとゴールには
構文上の制限はなく, 否定記号や限定記号を任意に
含むことができる. 解の表現としては, PROLOG
のように代入を 化 $=a$」 というような肯定的な等
式の表現として扱うものもあるが, 選言標準形では
$\lceil_{X}\neq a\rfloor$ のような否定の式やもっと複雑な式を表
現できるので, 解の表現力は代入を用いるものより
も高い.
しかも, この手続きは単に理論上のものではな

く, 実際に実現することができる. 我々が開発した
ALL はこの手続きを実際に実現した完備プログラ
ムの処理系の–つである [4] [5].
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プログラムが完備プログラムではない場合でも,
プログラムの論理的帰結を証明できるように上記の
ものと同様な手続きを作ることができる. 但し, 手

続きの能力を把握するためには, Kunen の定理の
ようなプログラムと手続きの同値性を保証する根拠
が必要である.

本稿では, 完備ではない論理プログラムに対する
述語の置き換え方について考察し, 述語の置き換え

によって Clark の等号公理の下で真な論理式に変
形できる論理式が, 論理プログラムの 2値の意味
での論理的帰結になるように, 述語を置き換える論

理式を考察する. また, この手続きで証明できるこ

とと 3値の意味での論理的帰結であることが同値
であるような論理プログラムについて考察する.

2 記号と用語の説明
$\mathrm{t},$ $\mathrm{f},$ $\mathrm{u}$ でそれぞれ真, 偽, 不明を意味する真理

値を表す. また, 同じ記号を用いて, 真理値が常に
$\mathrm{t},$ $\mathrm{f},$

$\mathrm{u}$ であるアトムを表す.
$\mathrm{t},$ $\mathrm{f},$

$\mathrm{u}$ 以外のボールド体で書かれた文字は「ベ
クトル」 として複数の同様な文字の並びを表わすこ
とにする. たとえば p は $P1,p2,$ $\ldots,Pn$ のことを表

わす. $\mathrm{t}$ のベクトル, $\mathrm{f}$ のベクトル, $\mathrm{u}$ のベクトル

をそれぞれを $t,$ $f,$ $u$ で表す.
ベクトルに関する関係は, 対応する要素同士の

関係を意味するものとする. 例えば, $a=b$ は等

式のベクトル $a_{1}=b_{1},$ $\ldots$ , $an=b_{n}$ を意味する.

また, 論理式のベクトルに対する結合記号の意味
も同様である. 例えば, $\phi\wedge\psi$ は論理式のベクトル

$\phi_{1^{\wedge}}\psi_{1},$
$\ldots,$

$\phi n\wedge\psi_{n}$ を表す.

$p(a)$ はアトム $p_{1}(a),$ $\ldots,p_{n}(a)$ のベクトルを表

し, $p_{i}(a)$ は $Pi(a1, \ldots, am_{i})$ を表す. 但し, $a$ は項

$a_{1},$ $\ldots,$ $a_{m}$ のベクトル, $P$ は述語記号 $p_{1},$ $\ldots,p_{n}$ の

ベクトル, $m_{i}$ は勉の引数の個数であり, $m_{i}\leq m$

が成り立つと仮定する.
解釈 $M$ が定数記号 $c$ に割り当てる $M$ の領域

の元を $M\langle c\rangle$ で表し, 関数記号 $f$ に割り当てる $M$

の領域上の関数を $M\langle f\rangle$ , 述語記号 $P$ に割り当て

る $M$ の領域上の述語を $M\langle p\rangle$ で表す.

解釈 $M$ と $M$ の領域への変数割り当て $V$ によ

る論理式 $\phi$ の真理値を $M[\phi \mathrm{J}_{V}$ で表す. $M$ が 2値

であるか 3値であるかに関わらず同じ記号を用い
る. $V[d/x]$ で, 変数 $x$ に $d$, を, $x$ 以外の変数には

$V$ と同じ元を割り当てる変数割り当てを表す. な

お, 混乱するおそれがない場合には「解釈 $M$ と変

数割り当て $V$」 のように記述して, $V$ が割り当て

る領域を断わることを省略する.
$\phi$ に $x$ 以外の自由変数が現れないときには,

$M[\emptyset \mathrm{I}_{V}[d/x]$ の値は $V$ に依存しないので, $V$ を省

略して $M[\phi \mathrm{J}_{[}d/x]$ と書くこともある. また, $\phi$ が

閉論理式の場合には, $M[\emptyset \mathrm{I}_{V}$ の値は $V$ に依存し

ないので, $V$ を省略して $M[\phi \mathrm{J}$ と書くことがある.

論理式 $\neg\emptyset$ の真理値を, $M[\phi \mathrm{J}_{V}=\mathrm{f}$ のとき

$M[\neg\emptyset \mathrm{I}_{V}=\mathrm{t},$ $M[\emptyset \mathrm{I}_{V}=\mathrm{t}$ のとき $M[\neg\phi \mathrm{J}_{V}=\mathrm{f}$ ,

その他のとき $M[\neg\emptyset \mathrm{I}_{V}=\mathrm{u}$ と定義し, $\phi\vee\psi$ の真

理値を, $M[\emptyset \mathrm{I}_{V}=\mathrm{t}$ または $M[\psi \mathrm{J}_{V}=\mathrm{t}$ のとき

$M[\phi\vee\psi \mathrm{I}V=\mathrm{t},$ $M[\phi \mathrm{J}_{V}=\mathrm{f}$ かつ $M[\psi \mathrm{J}_{V}=\mathrm{f}$ の

とき $M[\phi\vee\psi \mathrm{I}_{V}=\mathrm{f}$ , その他のとき $M[\phi\vee\psi \mathrm{J}V=$

$\mathrm{u}$ と定義する. また, $\exists x\phi$ の真理値を, ある $d\in D$

において $M[\emptyset \mathbb{I}_{V}[d/x]=\mathrm{t}$ のとき $M[\exists x\phi \mathrm{J}V=\mathrm{t}$ ,

任意の $d\in D$ において $M[\emptyset \mathrm{I}V[d/x]=\mathrm{f}$ のとき

$M[\exists\prime x\phi \mathrm{J}_{V}=\mathrm{f}$ , その他のとき $M[\exists x\emptyset \mathrm{J}_{V}=\mathrm{u}$ と

定義する. 但し, $D$ は $M$ の領域とする.
$\phi\wedge\psi,$ $\phi_{\backslash }arrow\psi,$ $\forall x\phi$ の真理値を, それぞれ

$\urcorner(\neg\phi\vee\neg\psi),$ $\emptyset\neg\psi,$ $\neg\forall x\neg\emptyset$ の真理値と $-$致す

るように定義する.
$\phirightarrow\psi$ を $(\emptysetarrow\psi)\wedge(\psiarrow\phi)$ の省略と定義する.

論理式の結合記号 $\Leftrightarrow$ を, 真理値が $M[\emptyset \mathbb{I}_{V}=$

$M[\psi \mathrm{J}_{V}$ のとき $M[\phi\Leftrightarrow\psi \mathrm{J}V=\mathrm{t}$ , その他のとき

M[\mbox{\boldmath $\phi$}\Leftrightarrow \psi 肢 $=\mathrm{f}$ となる記号と定義する. また, 結

合記号 $\Leftarrow$ を, $M.[\phi \mathrm{J}_{V}\neq \mathrm{t}$ かつ $M[\psi \mathrm{I}_{V}=\mathrm{t}$ のとき

$M[\phi\Leftarrow\psi \mathrm{I}_{V}=\mathrm{f}$, その他のとき $M[\phi\Leftarrow\psi \mathrm{J}V=\mathrm{t}$

となる記号と定義する.
$\Leftrightarrow$ と $\Leftarrow$ は後述する述語定義や述語の条件を表す
論理式で主にそれぞれ使用し, 特に断らない論理式

には現れないと仮定する. 2値の解釈では $\Leftrightarrow$ と $\Leftarrow$

の真理値はそれぞれ $rightarrow,$ $arrow$ の真理値と –致する.

2値の意味での論理的帰結を $\models$ で表し, 3値の

意味での論理的帰結を $\models_{3}$ で表す.
$\phi$ と $\psi$ が論理式, $\triangle$ が閉論理式の集合のとき,

$\phi\equiv_{3\triangle}\psi$ を, $\Delta$ の任意の 3値モデル $M$ と任意

の変数割り当て $V$ において $M[\phi \mathrm{J}_{V}=M[\psi \mathrm{I}_{V}$ が

成り立つことと定義し, この関係が成り立つとき $\phi$

と $\psi$ は $\Delta$ の下で同値と呼ぶ. 2値の意味での同様
の関係を $\equiv_{\Delta}$ で表す. $\Delta$ が空集合のときには, $\equiv_{3}$ ,

$\equiv$ を用いる.
$M$ を解釈とし, $\phi$ と $\psi$ を論理式とする. 関係
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$\phi\preceq_{M}^{\mathrm{t}}\psi$ を, 任意の変数割り当て $V$ に対して
$M[\emptyset \mathrm{I}_{V}=\mathrm{t}$ $\Rightarrow$ $M[\psi \mathrm{I}_{V}=\mathrm{t}$

が成り立つことと定義し, 関係 $\phi\preceq_{M}^{\mathrm{f}}\psi$ を, 任意
の変数割り当て $V$ に対して

$M[\emptyset \mathrm{I}_{V}=\mathrm{f}$ $\Rightarrow$ $M[\psi \mathrm{I}_{V}=\mathrm{f}$

が成り立つことと定義する. 関係 $\phi\preceq_{M}\psi$ を,
$\phi\preceq_{M}^{\mathrm{t}}\psi$ と $\phi\preceq_{M}^{\mathrm{f}}\psi$ が成り立つことと定義する.

$\phi\preceq^{\mathrm{t}}\psi,$ $\phi\preceq^{\mathrm{f}}\psi,$ $\phi\preceq\psi$ を, それぞれ任意の解
釈 $M$ に対して $\phi\preceq_{M}^{\mathrm{t}}\psi,$ $\phi\preceq_{M}^{\mathrm{f}}\psi,$ $\phi\preceq_{M}\psi$ が

成り立つことと定義する.
任意の $n$ に対して $\phi_{n}\preceq\phi_{n+1}$ が成り立つ論理
式のベクトル $\phi$ を, increasing chain と呼ぶ.
論理式中に現れる部分論理式が, 先頭からその部

分論理式にたどり付くまでに偶数回の否定記号を通
るものを正に現れていると呼び, 奇数回の否定記号
を通るものを負に現れていると呼ぶ. なお, 結合記
号 $arrow$ を右辺の論理式に対して否定記号 1個分に数
える.

表現 $\{\phi_{1}/p_{1}, \ldots, \phi_{n}/p_{n};\psi_{1}/p_{1}, \ldots, \psi_{n}/p_{n}|x\}$

で, 論理式中に正に現れる部分アトム $p_{i}(a)$ を論
理式 $\phi_{i}\{a/x\}$ で置き換え, 負に現れる部分アト
ム $p_{i}(a)$ を論理式 $\psi_{i}\{a/x\}$ で置き換える操作を表
す. 但し, $a$ の変数が $\phi_{i}\{a/x\},$ $\psi_{i}\{a/x\}$ の中で

束縛されないように, $\phi_{i},$ $\psi_{i}$ に現れる束縛変数を
付け変える操作も同時に行なうことを表す. また,
$p_{1},$ $\ldots,p_{n}$ は互いに他と異なると仮定する.
この操作を述語の置換と呼ぶ. $\{\phi/p;\psi/p|x\}$

はこれのベクトル表現である. 正負の操作が同じと
きには, $\{\phi_{1}/p_{1}, \ldots, \phi_{n}/p_{n}|x\},$ $\{\phi/P|x\}$ と略記
する.

$\phi$ と $\psi$ が自由変数をもたない場合には,
$\{\phi/p;\psi/p|x\}$ の作用は $x$ のとり方に依存しない
ので, $x$ を省略して $\{\phi/p;\psi/p\}$ と略記する. 例
えば, $\{f/p;t/p|x\},$ $\{t/p;f/p|x\},$ $\{u/p|x\}$

をそれぞれ $\{f/p;t/p\},$ $\{t/p;f/p\},$ $\{u/p\}$ と

略記する.
論理式 $G$ に述語の置換 $\Theta$ を適用することを $G$

を $\Theta$ で展開すると呼び, その結果を $G\Theta$ で表す.
述語が等号, $\mathrm{t},$ $\mathrm{f},$

$\mathrm{u}$ のみの場合の Clark の等
号公理 (Clark’s Equational Theory) [11 [21 [61を
$E(\Sigma)$ で表す. すなわち, 次の論理式の集合を $E(\Sigma)$

で表す.

$\cup\{\{$

$\forall x(_{X=}X)$

$\forall x\forall y(x=yarrow y=x)$

$\forall x\forall y\forall Z((x=y\wedge y=z)arrow x=z)$

$\forall x\forall y(f(x)\neq g(y))$

$|f,$ $g$ は異なる関数記号}
$\cup\{\forall x\forall y((f(X)=f(y))arrow x=y)$

$\forall x\forall y(x=y\Rightarrow(f(x)=f(y)))$

$|f$ は関数記号}
$\cup\{\forall x(t[X]\neq x)|t[x]$ は $x$ ではない項であり,

かつ, 自由変数として $x$ を含む項}
但し, 関数記号が有限個のときは Domain Clo-

sure Axioln [6] [7] [$3|$ と呼ばれる論理式
$\forall x(\vee\exists y(X=f(y)))$

$f\in\Sigma$

を Clark の等号公理に加えたものを $E(\Sigma)$ で表す.
$\Sigma$ は関数記号の全体を表し, 定数記号は引数が無
い関数記号として扱う. 等号の解釈は 2値である.
$E(\Sigma)\cup\{\forall x\forall y(X=yarrow(p(X)rightarrow p(y))$

$|p$ は等号, $\mathrm{t},$ $\mathrm{f},$
$\mathrm{u}$ 以外の述語記号}

を $E_{p}(\Sigma)$ で表す.
$\forall x(p(X)\Leftrightarrow P)$ の形の論理式であり, $P$ に現れる

自由画数はすべて $p(x)(=p(X_{i}, \ldots, x_{m}))$ にも現
れるものを $p(x)$ の述語定義と呼ぶ. 述語定義のベ
クトル $\forall x(p(X)\Leftrightarrow P)$ と $E(\Sigma)$ あるいは $E_{p}(\Sigma)$ か

らなる論理式の集合を完備プログラムと呼ぶ.

3 補題

補題 1 $M$ を解釈, $\phi$ を論理式, $F,$ $G,$ $F’,$ $G’$

を論理式のベクトルとする. このとき,
$F\preceq_{M}^{\mathrm{t}}F’$ かつ $G\preceq_{M}^{\mathrm{f}}G^{l}$

が成り立つならば, 次の 2式が成り立つ.
$\phi\{F/p;G/p|x\}\preceq_{M}^{\mathrm{t}}\phi\{F^{J}/p;G’/p|x\}$

$\phi\{G/p;F/p|X\}\preceq_{M}^{\mathrm{f}}\phi\{G’/p;F’/p|X\}$

証明の概略 :
$\phi$ の構造に関して帰納的に証明できる 口

補題 2 $F,$ $G$ は自由変数として $x$ だけが現れる
論理式のベクトルであり, 任意の解釈 $M$ , 変数割
り当て $V$ と任意の $i$ に対して, $M[F_{i}\mathrm{I}_{V}\neq \mathrm{t}$ また
は $M[G_{i}\mathrm{I}_{V}\neq \mathrm{f}$ と仮定する.
このとき, 任意の解釈 $M$ に対して次の 2つが成
り立つ解釈 $M’$ が存在する.. 領域は $M$ と同じ.
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. $V$ を変数割り当て, $\phi$ を論理式とすると
$M’[\emptyset \mathrm{J}_{V}=\mathrm{t}$

$\Leftrightarrow$ $M[\phi\{F/p;G/p|_{X}\}\mathrm{J}V=\mathrm{t}$

$M’[\phi \mathrm{J}_{V}=\mathrm{f}$

$\Leftrightarrow$ $M[\phi\{G/p;F/p|x\}\mathrm{J}\gamma=\mathrm{f}$

証明の概略 :
$M’$ を

$M’(p_{i}\rangle(d)=\mathrm{t}$ $\Leftrightarrow$ $M[F_{i}\mathrm{J}[d/x]=\mathrm{t}$

$M’\langle p_{i}\rangle(d)=\mathrm{f}$ $\Leftrightarrow$ $M[G_{i}\mathrm{I}_{[}d/X]=\mathrm{f}$

と定義できる 口

補題 3 $F,$ $G,$ $F’,$ $G’$ は自由変数として $x$ だけ

が現れる論理式のベクトルであり, 次の 2つが成り

立つと仮定する.
$\bullet$ 任意の解釈 $M$ と変数割り当て $V$ と任意の $i$

に対して, $M[F\mathrm{I}_{V}\neq \mathrm{t}$ または $M\mathbb{I}G\mathrm{I}_{V}\neq \mathrm{f}$

$\bullet F\preceq_{E(\Sigma)}\mathrm{t}F$’かつ $G\preceq_{E}^{\mathrm{f}}(\Sigma)G’$

このとき $\phi$ を論理式とすると, 任意の $n$ に対し

て次の 2式が成り立つ.
$\phi\{F/p;G/p|x\}^{n}\{u/p\}$

$\preceq_{E(\Sigma)}^{\mathrm{t}}\phi\{p’/p;c^{J}/p|_{X\}\{u/p\}}n$

$\phi\{G/p;F/p|x\}^{n}\{u/p\}$

$\preceq_{E(\Sigma)}^{\mathrm{f}}\phi\{G’/p;p’/p|X\}^{n}\{u/p\}$

証明の概略 :
補題 1 と補題 2を用いて証明できる 口

補題 4( $E(\Sigma)$ の 3値の完全性) $\phi$ を等号, $\mathrm{t},$
$\mathrm{f}$ ,

$\mathrm{u}$ 以外の述語が現れない閉論理式とすると, 以下の

3つのどれかが成り立つ.. $E(\Sigma)$ の任意のモデル $M$ に対して $M[\emptyset \mathrm{I}=\mathrm{t}$. $E(\Sigma)$ の任意のモデル $M$ に対して $M[\emptyset \mathrm{I}=\mathrm{f}$

$.$ $E(\Sigma)$ の任意のモデル $M$ に対して $M[\phi \mathrm{J}=\mathrm{u}$

証明の概略 :
$\phi\{\mathrm{f}/\mathrm{u};\mathrm{t}/\mathrm{u}\}$ と $\phi\{\mathrm{t}/\mathrm{u};\mathrm{f}/\mathrm{u}\}$ に $E(\Sigma)$ の 2値
の完全性を適用することによって証明できる 口

定理 5 任意の解釈 $M$ に対して, 次の 2つが成り

立つ解釈 $M^{*}$ が存在する. $M$ は 2値でも 3値で
も良い.

$\bullet$ $\phi$ を閉論理式とする. $\Leftrightarrow$ や $\Leftarrow$ を含んでいても

良い. このとき次の等式が成り立つ.
$M^{*}[\phi \mathrm{J}=M[\phi \mathrm{J}$. $M^{*}$ の領域を $D^{*}$ で表し, $V^{*}$ を $D^{*}$ への変数

割り当て, $\phi$ を論理式の increasing chain と

すると,
$\forall d^{*}\in D^{*}$ $\exists ns.t$ . $M^{*}[\phi n\mathrm{I}V*[d*/x]=\mathrm{t}$

$\Leftrightarrow$ $\exists ns.t$ . $\forall d^{*}\in D^{*}$
$M^{*}[\phi_{n}\mathrm{J}V\mathrm{e}[d*/x]=\mathrm{t}$

$\forall d^{*}\in D^{*}$ $\exists ns.t$ . $M^{*}[\emptyset n\mathrm{I}_{V^{*}[}d*/x]=\mathrm{f}$

$\Leftrightarrow$ $\exists ns.t$ . $\forall d^{*}\in D^{*}$
$M^{*}[\phi_{n}\mathrm{J}_{V^{*}[.d}*/x]=\mathrm{f}$

証明の概略 :
$M^{*}$ として countably incomplete ultrafilter $[8|$

に関する $M$ の超ベキ [ $8|$ [ $9|$ をとると良い. 口

4 Kunen の定理
完備プログラムに関する次の定理が Kunen に

よって証明されている.

定理 6(Kunen [2]) $G$ を任意の閉論理式とする.

次の 2つは同値である.
$E(\Sigma),\forall x(p(X)\Leftrightarrow P)\models_{3}G$ (1)
$\exists ns.t$ . $E(\Sigma)\models_{3}G\{P/p|x\}^{n}\{u/p\}$ (2)

また, これらが成り立つならば
$E_{p}(\Sigma),$ $\forall x(p(X)\Leftrightarrow P)\models G$ (3)

が成り立つ.

我々が開発した ALL はこの定理を応用した完備
プログラムの処理系である [4] [5].

ALL は, 述語定義 $\forall x(p(X)\Leftrightarrow P)$ とゴール

である閉論理式 $G$ が与えられると, $n$ を徐々

に増やしながら $G$ を展開し, (2) が成り立つ
$n$ を探す. そのような $n$ が見つかると, $G$ は

$E(\Sigma)\cup\{\forall x(p(X)\Leftrightarrow P)\}$ の論理的帰結であると

判定して, ALL は停止する.

(2) が成り立つ $n$ が存在するならば, $G$ の中の

各乃 $(a)$ を $n$ 回以上展開したものは, 展開の回数

が–様でなくても, $E(\Sigma)$ の論理的帰結であること

が, 補題 1よりわかる. つまり, ALL は $n$ を 1つ

ずつ各アトムに対して均等に増やす必要はなく, 柔
軟に展開できる [4] [5].

$E(\Sigma)\models_{3}G\{P/p|x\}^{n}\{u/p\}$ (4)
の真偽は, 右辺の論理式を選言標準形 (DNF) と呼
ばれる次の形の論理式

$\bigvee_{i}(\exists y(x=Si[y])\bigwedge_{\gamma}\neg\exists y(x=s_{ij}[y]))$ (5)

に変形することによって判定することができる $[3|$ .
$G$ が閉論理式の場合には, (4) の右辺は $\mathrm{t}$ か $\mathrm{f}$

に変形されるので, どちらになるかで (4) の真偽が
判定できる. $G$ に自由変数 $x$ が現れる場合には,

(4) の右辺は変数を含む (5) の形に変形される. こ

れは (4) が真となる $x$ , すなわち (4) の解の DNF
表現である.

ALL ではこの方法を採用しているので, $n$ を

徐々に増やしながら (4) の解を DNF の形で求め
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ることによって, (1) の解を次々に求めることがで
きる. $G$ は任意の形をとれるので, 否定記号が現
れても良い.

このように, Kunen の定理を応用すると完備プ
ログラムの処理系を作ることができる.
本稿では, 次の形の論理式で述語の肯定条件と否
定条件が与えられた場合を考える.

$\forall x(p(_{X)arrow}P^{+})$ (6)
$\forall x(\neg p(_{X})arrow P-)$ (7)

但し, $p+$ と $p-$ は $\Leftrightarrow$ や $\Leftarrow$が現れない論理式の

ベクトルと仮定する. また, $P_{i}^{+}$ と $P_{i}^{-}$ に現れる
自由変数は, $p_{i}(x)(=p_{i(}X_{1}, \ldots, X_{m_{i}}))$ にも現れ

ると仮定する.

と

$\exists ns.t$ . $E(\Sigma)\models_{3}G\Theta^{n}\{u/p\}$

は同値であり, これらが成り立つならば
$E_{p}(\Sigma),$ $\forall x(p(X)arrow P^{+}),$ $\forall X(\neg p(X)\succ P-)\models G$

が成り立つような, 論理式の集合 $\Gamma^{*}$ と述語の置換
$\Theta$ について考察する.
以下では, まず $\mathrm{r}*$ として述語定義をとった場合
について考察し, 次に結合記号 $\Leftarrow$ を用いた場合に
ついて考察する.
なお, 次の補題が成り立つので, 勉に関する述語
定義の本体乃に $p_{i}(x)$ が現れる場合には, $p_{i}(x)$

を $\mathrm{t},$
$\mathrm{f}$ および $\mathrm{u}$ に置き換えて, 述語定義や述語の

置換を簡略化できる.
$Pi(x)$ の肯定条件が

$\forall y(p_{i}(aij)arrow F_{ij})$

という形の論理式の集合で表されている場合にほ,
$\forall x(pi(X)arrow\exists y(X=aij\wedge Fij))$

$j$

の形で $p_{i}(x)$ の肯定条件を表すことができる. 従っ
て, この場合も (6) の形で述語の肯定条件が与え
られていると考えて良い.
同様に, $p_{1}(x),$

$\ldots$ , $p_{n}(x)$ の否定条件が
$\forall y(\urcorner pi(aij)arrow F_{i}j)$

の形の論理式の集合で表されている場合には, (7)
の形で与えられていると考えて良い.
また, 完備プログラムのように乃 ($x\rangle$ の必要十

分条件が
$\forall x(p_{i}(_{X)rightarrow}F_{i})$

という形の論理式で表されていることもある. この

場合には, $p_{i}(x)$ の条件が (6) と (7) の形の 2つ
の論理式

$\forall x(p_{i}(_{X)arrow}F_{i})$

$\forall x(\neg pi(x)arrow\neg F_{i})$

で与えられているとみなすことができる.
$p_{i}(x)$ の肯定条件が与えられていない場合には

$\forall x(p_{i}(_{X})arrow \mathrm{f})$

が与えられているとみなし, 否定条件が与えられて
いない場合には

$\forall x(\neg p_{i}(X)arrow \mathrm{f})$

が与えられているとみなす.
本稿では, このような (6) と (7) の形の論理式に

対して適用できるように Kunen の定理を拡張し,
$E(\Sigma),$ $\Gamma^{*}\models_{3}G$

補題 7 $\forall x(p(X)\Leftrightarrow p)$ を述語定義とする.
$P_{i}$ の中に現れるアトム $p_{i}(x)$ の幾つかを $\mathrm{u}$ に

置き換えた論理式を $P_{i}^{\mathrm{u}}$ とおき, これらのベクト
ルを $P^{\mathrm{u}}$ とおく.

また, $P_{i}$ の中で正に現れる $pi(x)$ の幾つかを $\mathrm{f}$

に置き換え, 負に現れる乃 (X) を $\mathrm{t}$ に置き換えた
論理式を $P_{i}^{\mathrm{f}\mathrm{t}}$ , これらのベクトルを $P$ft とおき,
$P_{i}$ の中で正に現れる $p_{i}(x)$ の幾つかを $\mathrm{t}$ に置き換
え, 負に現れる $p_{i}(x)$ を $\mathrm{f}$ に置き換えた論理式を

$P_{i}^{\mathrm{t}\mathrm{f}}$ , これらのベクトルを $P^{\mathrm{t}\mathrm{f}}$ とおく.

これらの置き換えは乃に現れる全ての $Pi(X)$ に

対して行なっていても良く, 全く置き換えていなく
ても良い. 但し, 置き換えられる $p_{i}(x)$ の $x$ は $P_{i}$

の中で束縛されていないと仮定する.
$G$ を任意の論理式とすると, 以下の 4つは同値

である.
$E(\Sigma),$ $\forall x(p(X)\Leftrightarrow P)\models_{3}G$

$E(\Sigma),$ $\forall x(p(_{X)}\Leftrightarrow P^{\mathrm{u}})\models_{3}G$

$\exists ns.t$ . $E(\Sigma)\models_{3}G\{P/p|x\}^{n}\{u/p\}$

$\exists n$ s. $t$ . $E(\Sigma)\models_{3}G\{P^{\mathrm{f}\mathrm{t}}/p;P^{\mathrm{t}\mathrm{f}}/p|x\}^{n}\{u/p\}$

5 完備化

前節で述べたような $\Gamma^{*}$ と $\Theta$ を定める最も簡単
な方法は, 述語定義 $\forall x(P(X)\Leftrightarrow P)$ が

$\forall x(p(x)arrow P^{+})\wedge\forall X(\neg p(X)arrow P^{-})$

と同値になるように, $P$ をとることと思われる.

この方法により次の定理を導くことができる.
定理 8 $P$ $=$ $(P+p(_{X}))\wedge(\neg P-_{\mathrm{v}\neg}p(_{X))}\wedge$

$(P^{+}\neg p^{-)}, P^{\mathrm{u}}=((P^{+}\wedge\neg p^{-})\vee u)\wedge(P^{+}$

$\neg P^{-})$ とおく. $G$ を任意の閉論理式とする. 次の
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3つは同値である.
$E(\Sigma),$ $\forall x(p(X)\Leftrightarrow P)\models_{3}G$

$E(\Sigma),$ $\forall x(p(X)\Leftrightarrow P^{\mathrm{u}})\models_{3}G$

$\exists ns.t$ . $E(\Sigma)\models_{3}$

$G\{P^{+}\wedge\neg P^{-}/p;P^{+}\vee\neg P^{-}/p|x\}^{n}\{u/p\}$

また, この 3つが成り立つならば次の式が成り立つ.
$E_{p}(\Sigma),$ $\forall X(p(_{X})arrow P^{+}),$ $\forall x(\neg p(x)arrow P^{-})\models G$

証明 :
真理表を作ることにより

$p(x)\Leftrightarrow P$

$\equiv(p(x)arrow P^{+})\wedge(\neg p(X)arrow P^{-})$

が成り立つことを確かめることができる. 従って次
の 2つは同値である.

$E_{p}(\Sigma),$ $\forall x(p(_{X)\Leftrightarrow P})\models G$

$E_{p}(\Sigma),$ $\forall x(p(X)arrow P^{+}),$ $\forall X(\neg p(X)arrow P^{-})\models G$

また, 補題 7と Kunen の定理より, 次の 3つは

同値である.
$E(\Sigma),\forall x(p(_{X)\Leftrightarrow P})\models_{3}G$

$E(\Sigma),\forall x(p(X)\Leftrightarrow P^{\mathrm{u}})\models_{3}G$

$\exists ns.t$ . $E(\Sigma)\models_{3}$

$G\{P^{+}\wedge\neg P^{-}/p;P^{+_{\mathrm{v}\neg}}P^{-}/p|X\}^{n}\mathrm{t}u/p\}$

2値と 3値の意味の関係から
$E(\Sigma),\forall x(p(_{X\rangle\Leftrightarrow P})\models_{3}G$

ならば

$E_{p}(\Sigma),$ $\forall X(p(X)\Leftrightarrow P)\models G$

が成り立つので, 以上をまとめると定理が成り立つ
ことが分かる. 口

本稿では, 定理の $\forall x(P(X)\Leftrightarrow P)$ , 及び, これ

と 3値の意味で同値な述語定義を, $\{\forall x(p(X)arrow$

$P^{+}),$ $\forall x(\neg p(X)arrow P^{-})\}$ の完備化と呼ぶ. また,

$\forall x(p(X\mathrm{I}\Leftrightarrow P\mathrm{u})$ を完備化の簡略化と呼ぶ.
また, 定理の述語の置換 $\{P^{+}\wedge\neg P^{-}/p;P^{+}\vee$

$\neg P^{-}/p|x\}$ をプログラムに対応する置換と呼ぶ.

なお, $F\equiv_{3E(\Sigma)}F’$ かつ $G\equiv 3E(\Sigma)G’$ ならば,

補題 3より
$\phi\{F/p;G/p|x\}^{n}\mathrm{t}u/p\}$

$\equiv_{3E(\Sigma)}\emptyset\{p^{l}/p;G’/p|x\}^{n}\{u/p\}$

が成り立つ. 従って, 述語を置き換える論理式を
$E(\Sigma)$ の下で同値変形しても良いことがわかる. 以

下では, この同値変形を適宜行なう.

5.1 $P_{i}^{-}=\mathrm{f}$ の場合

ある $p_{i}(x)$ に対して肯定条件
$\forall x(pi(X)arrow P_{i}^{+})$

しか与えられていない場合がある. この場合には
$P_{i}^{-}=\mathrm{f}$ である否定条件

$\forall x(\neg p_{i()}xarrow \mathrm{f})$

が与えられているとみなすことができる. 従って,

完備化された $p_{i}(x)$ の述語定義は
$\forall x(p_{i}(X)\Leftrightarrow(P_{i}^{+}\vee pi(x))\wedge(\neg \mathrm{f}\neg p_{i(x}))$

$\wedge(P_{i}^{+}\vee\neg \mathrm{f}))$

である. これは 3値の意味で
$\forall x(pi(X)\Leftrightarrow P\mathrm{v}pi^{+}i(x))$

と同値であり, これらの簡略化は次の述語定義に
なる.

$\forall x$ ($pi(X)\Leftrightarrow P_{i^{+}}$ Vu)
$\text{ま}f_{\vee}$”

$P_{i}+\wedge\neg P_{i}-=P_{ii^{+}}^{+}\wedge\neg \mathrm{f}\equiv 3P$

$P^{+_{\mathrm{v}\neg P_{\dot{\Phi}}}-}.=P_{\dot{\mathrm{o}}}^{+_{\mathrm{v}}}\neg \mathrm{f}\equiv \mathrm{s}\mathrm{t}$

なので, プログラムに対応する置換は正負に現れる
$p_{i}(x)$ をそれぞれ $P_{i}^{+}$ 及び $\mathrm{t}$ に置き換えるものに
なる.

特にどの $p_{i}(x)$ に対しても肯定条件しか与えら
れていない場合には, つまり $P^{-}=f$ の場合には,

$G$ を任意の閉論理式とすると, 次の 3つは同値で
ある.

$E(\Sigma),\forall X(p(_{X)}\Leftrightarrow P^{+_{\mathrm{v}}}p(_{X))}\vdash-_{3}G$

$E(\Sigma),\forall x(p(x)\Leftrightarrow p+\vee u)\models_{3}G$

$\exists ns.t$ . $E(\Sigma)\models_{3}G\{P^{+}/p;t/p|x\}^{n}\mathrm{t}u/p\}$

また, この 3つが成り立つならば次の式が成り
立つ.

$E_{p}(\Sigma),$ $\forall X(p(X)arrow P^{+})\models G$

5.2 $P_{i}^{-}=\neg P_{i}^{+}$ の場合
$Pi(X\rangle$ の必要十分条件

$\forall x(pi(X)rightarrow P_{i}^{+})$

が与えられている場合がある. この場合は $P_{i}^{-}=$

$\neg P_{i}^{+}$ である次の論理式が与えられていると考えて
良い.

$\forall x(pi(X)arrow P_{i)}^{+\backslash }$

$\forall x(\neg p_{i}(x)arrow\neg P_{i}^{+})$

従ってこの場合の完備化は
$\forall x(pi(X)\Leftrightarrow(P_{i}^{+}pi(x))\wedge(\neg\neg P_{i}+\neg\vee pi(x))$

$\wedge(P^{+}\neg\neg iiP+))$

であり, これは 3値の意味で
$\forall x(pi(X)\Leftrightarrow P_{i}^{+})$

と同値である.
また, プログラムに対応する置換は, 正負の区別
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をせずに, $pi(x)$ を $P_{i}^{+}$ に置き換えるものになる.
特に, すべての $Pi(X)$ について必要十分条件が
与えられている場合には, $G$ を任意の閉論理式と
すると, 次の 2つは同値である.

$E(\Sigma),$ $\forall X(p(_{X)}\Leftrightarrow P^{+}\rangle\models_{3}c$

$\exists nS.t$ . $E(\Sigma)\models_{3}G\{P^{+}/p|x\}^{n}\{u/p\}$

また, この 2つが成り立つならば次の式が成り立つ.
$E_{p}(\Sigma),$ $\forall X(p(x)rightarrow P+)\models G$

すなわち, 定理 8は Kunen の定理の拡張になっ
ている.

53 例

ここでは定理 8を用いた解の計算例について述
べる.

述語の条件として, 次の 6つの論理式
$\forall \mathrm{x}\forall \mathrm{y}(_{\lambda}^{\text{ノ}\backslash }(\mathrm{x}, \mathrm{y})rightarrow \text{親}(\mathrm{x}, \mathrm{y})\wedge \text{男}(\mathrm{x}))$

$\forall \mathrm{x}\forall \mathrm{y}(\text{親}(\mathrm{x}, \mathrm{y})arrow$

(X=太郎 VX=花子)\wedge y=--郎)

\forall X(男 (X)\leftarrow X=太郎 VX=–郎)
\forall X(\urcorner 男 (X)\leftarrow X=花子)

\forall X(女 (X)\vdash X=花子\rangle

\forall X(\neg 女 (X)\leftarrow X=太郎 VX=–郎)
が与えられている場合を考える. これらの集合を
$\Gamma_{1}$ とおく. $G$ として \urcorner \exists y父 $(\mathrm{x}, \mathrm{y})$ をとる. この論
理式は $\mathrm{x}$ が誰の父でもないことを表している.
以下では, 次の 2つの等式を適宜用いる.

X=太郎Vx=–郎 VX\neq 花子
$\equiv_{3E(\Sigma)}$ X\neq 花子

(X=太郎 VX=–郎)\wedge X\neq 花子
$\equiv_{3E(\Sigma)}$ X=太郎Vx=–郎

$\mathrm{F}_{1}$ に対応する定理 8の述語の置換は, 各述語を
次のように置き換えるものになる.

$\mathrm{x}^{\prime\backslash }(\mathrm{x}, \mathrm{y})$ :
. 親 (x, $\mathrm{y}$) $\wedge$ 男 $(\mathrm{x}))$

正に現れる 親 (x, y) :
(X=太郎 Vx=花子) $\wedge$ =–郎)

負に現れる親 (x, y) :
$\mathrm{t}$

正に現れる 男 (X) :
(X=太郎 VX=–郎)\wedge \neg (X=花子)

$\equiv sE(\Sigma)$ x=太郎 VX=–郎
負に現れる男 (x) :

(X=太郎 VX=–郎) Vr(x=花子)
$\equiv_{3E(\Sigma)}$ X\neq 花子

正に現れる 女 (x) :
X=花子 \wedge \neg (X=太郎 VX=–郎)

$\equiv_{3E(\Sigma)}$ X=花子

負に現れる女 (x) :
X=花子 V\neg (X=太郎 Vx=–郎)

$\equiv_{3E(\Sigma)}$ \neg (X=太郎Vx=–郎)
このように置き換える述語の置換を $\Theta$ とおく.

II $=$ {u/親, u/父, u/男, u/女 $|\mathrm{x},$
$\mathrm{y}$ } とおく.

定理 8によると,
$E(\Sigma),$ $\Gamma_{1}$ \models \neg \exists y父 (x, y) (8)

が成り立つ $\mathrm{x}$ を知りたい時には, \neg \exists y父 ( $\mathrm{x}$ , y)\Theta 叩
が $E(\Sigma)$ の下で真になるような $n$ と $\mathrm{x}$ を求めれば
良い.

$G=$ \neg \exists y父 (x, y) とおいて \Theta n垣で実際に展開
すると

$c\mathrm{o}-0_{\Pi=\neg\exists \mathrm{y}(_{\mathrm{X}},)=}\text{父}\mathrm{y}\Pi \mathrm{u}$

$G\Theta^{1}\Pi=\neg\exists \mathrm{y}(\text{親} (_{\mathrm{X}}, \mathrm{y})\wedge$ 男 $(\mathrm{x}))\Pi=\mathrm{u}$

$G\Theta^{2}\Pi=\neg \text{ヨ}\mathrm{y}(\mathrm{t}\wedge \mathrm{x}\neq \text{花子})\Pi$

$\equiv_{3}$ X=花子
となる. つまり, $\mathrm{x}=$ 花子は (8) の解であること
が分かる.

また, $n\geq 2$ ならば $G\Theta^{n}\Pi\equiv_{3}$ X=花子なので,
この方法で (8) の解だと分かるものは, $\mathrm{x}=$ 花子
だけである.

つまり, $\Gamma_{1}^{*}$ で $\Gamma_{1}$ の完備化を, $\Gamma_{1}^{*\mathrm{u}}$ で理の簡
略化を表すと, 定理 8より, (8) の解のうちの

$E(\Sigma),$ $\mathrm{F}_{1}^{*}$ \models \neg \exists y父 (x, y)
や

$E(\Sigma)$ , Fl*u\models \neg \exists y父 (x, y)
の解は, $\mathrm{x}=$ 花子だけであることが分かる.
なお, $\Gamma_{1}^{*}$ は

$\forall \mathrm{x}\forall \mathrm{y}(_{\lambda}^{\text{ノ}\backslash }(\mathrm{x}, \mathrm{y})\Leftrightarrow \text{親_{}(\mathrm{y})\wedge \text{男}}\mathrm{X},(_{\mathrm{X}}))$

$\forall \mathrm{x}\forall \mathrm{y}(\not\equiv \mathrm{R}(\mathrm{X}, \mathrm{y})\Leftrightarrow$

((X=太郎 Vx=花子)\wedge y=--郎)V親 (x, $\mathrm{y}$ ) $)$

\forall X(男 (x)\Leftrightarrow (x=太郎 VX=–郎 V男 $(\mathrm{x})$ )
\wedge (X\neq 花子 V\neg 男 (X))\wedge X\neq 花子)

\forall X(女 (X)\Leftrightarrow (X=花子 V女 $(\mathrm{x})$ )
\wedge (\neg (X=太郎VX=–郎) V\neg 女 (x))
\wedge \urcorner (X=太郎 Vx=–郎) $)$

であり, $\Gamma_{1}^{*\mathrm{u}}$ は

$\forall \mathrm{x}\forall \mathrm{y}(x^{\backslash }(\mathrm{x}, \mathrm{y})\Leftrightarrow \text{親}(_{\mathrm{X}}, \mathrm{y})\wedge \text{男}(_{\mathrm{X}))}$

$\forall \mathrm{x}\forall \mathrm{y}(\not\equiv \mathrm{R}(\mathrm{x}, \mathrm{y})\Leftrightarrow$

((X=太郎 VX=花子) $\wedge$ =–郎) Vu)
\forall X(男 (X)\Leftrightarrow (X=太郎 VX=–郎 Vu)
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\wedge X\neq 花子)

\forall X(女 (X)\Leftrightarrow (X=花子 Vu)
\wedge \neg (X=太郎 $\mathrm{V}\mathrm{x}=-$郎) $)$

である.

6 完備化の応用

本章では, 前章の証明手続きの改良について述
べる.

$Q_{i}^{+}$ と $Q_{i}^{-}$ を次の (A), (B) どちらかで定義する.
$(\mathrm{A}\rangle$ $Q_{i}^{+}=P_{i}^{+}$ , $Q_{i}^{-}=P_{ii^{+}}^{-}\wedge\neg P$

(B) $Q_{i}^{+}=P_{i}^{+}\wedge\neg P_{i}^{-}$ , $Q_{i}^{-}=P_{i}^{-}$

$\forall x(p(X)arrow Q^{+})$ と $\forall x(\neg p(x)arrow Q^{-})$ に定理 8

を適用すると次の定理が得られる.
定理 9 $Q$ $=$ $(Q^{+}\mathrm{v}_{p}(_{X)})\wedge(\neg Q-\vee\neg p(x))\wedge$

$(Q^{+}\mathrm{v}\neg Q^{-})$ とおく. $G$ を任意の閉論理式とす
る. 次の 2つは同値である.

$E(\Sigma),$ $\forall X(p(x)\Leftrightarrow Q)\models_{3}G$

$\exists ns.i$ . $E(\Sigma)\models_{3}G\{Q^{+}/p;\neg Q^{-}/p|x\}^{n}\{u/p\}$

また, この 2つが成り立つならば次の式が成り立つ.
$E_{p}(\Sigma),$ $\forall x(p(x)arrow Q^{+}),$ $\forall x(\neg p(x)arrow Q^{-})\models G$

系 10 定理において, 前半の 2式が成り立つなら
ば, 次の式が成り立つ.

$E_{p}(\Sigma),$ $\forall X(p(X)arrow P^{+}),$ $\forall X(\neg p(x)arrow P^{-})\models G$

証明 :
$Q_{i}^{+},$ $Q_{i}^{-}$ が (A), (B) どちらで定義されていても,

$\forall x(p(X)arrow P_{i}+)$ と $\forall x(\neg p(X)arrow P_{i}^{-}\rangle$ のモデルは,

それぞれ $\forall x(p(x)arrow Q_{i}^{+})$ と $\forall x(\neg p(X)arrow Q_{i}^{-})$ の

モデルになるから 口

なお, $Q_{i}^{+},$ $Q_{i}^{-}$ が (A), (B) どちらで定義され
ているかにより, 次の等式のどちらかが成り立つ.

(A) $Q_{i}\equiv_{3}P_{i}^{+_{\mathrm{v}((X)}}\neg P_{i}^{-}\wedge pi)$

(B) $Q_{i}\equiv_{3}\neg P\text{「}\wedge(P_{i}+pi(X))$

61 前章の結果との比較

本節では
$\Gamma_{P}=\{\forall x(p(X)arrow P^{+}),\forall X(\neg p(X)\succ P-)\}$

$\Theta_{P}=\{P^{+-}\wedge\neg P/p;P^{+}\vee\neg P^{-}/p|x\}$

$\Gamma_{Q}=\{\forall x(p(_{X)}arrow Q^{+}),\forall x(\neg p(x)arrow Q^{-})\}$

$\Theta_{Q}=\{Q^{+}/p;\neg Q^{-}/p|x\}$

とおく。
$P^{+}$ A $\neg P^{-}\preceq^{\mathrm{t}}\neg Q^{+}$ かつ $P^{+}\vee\neg P^{-}\preceq^{\mathrm{f}}\neg Q^{-}$

なので, 補題 3を用いて定理 8と定理 9を次のよ
うにまとめることができる.

$E(\Sigma),$ $\forall x(p(_{X)\Leftrightarrow}p)\models_{3}G$

$\Leftrightarrow$ $\exists ns.t$ . $E(\Sigma)\models_{3}G\Theta_{P\{u}^{n}/p\}$ (9)

$\Rightarrow$ $E(\Sigma),$ $\forall x(p(x)\Leftrightarrow Q)\models_{3}G$

$\Leftrightarrow$ $\exists ns.t$. $E(\Sigma)\models_{3}G\Theta_{Q\{u}^{n}/p\}$ (10)

$\Rightarrow$ $E_{p}(\Sigma),$ $\Gamma_{Q}\models G$ (11)

$\Rightarrow$ $E_{p}(\Sigma),$ $\Gamma_{P}\models G$ (12)
つまり, 前節の証明手続き (9) で証明可能な論理
式は本節の証明手続き (10) でも必ず証明できる.

しかし, (10) では証明可能だが (9) では証明でき
ない論理式が存在する. その例を節 63で述べる.

また, (9) や (10) で証明可能な論理式は (11) の
論理的帰結でしかなく, 本稿の主題である (12) の

論理的帰結の中には (11) の論理的帰結ではないも
のが存在する. この例は節 71で述べる.

62 $P_{i}^{-}=\mathrm{f}$ と $P_{i}^{-}=\neg P_{i}^{+}$ の場合

$Pi(X)$ の否定条件が与えられていない場合には,

つまり $P_{i}^{-}=\mathrm{f}$ の場合には
.

$P_{ii^{-}}^{+}\wedge\neg P\equiv_{33}P_{ii}^{+}\wedge \mathrm{t}\equiv P^{+}$

$P_{i}^{-}\wedge\neg P_{i}^{+}\equiv_{3}\mathrm{f}\wedge\neg P_{i}^{+}\equiv_{3}\mathrm{f}=P_{i}^{-}$

だから, $Q_{i}^{+}$ と $Q_{i}^{-}$ を (A) と (B) のどちらで定義
しても, $Q_{\dot{\mathrm{t}}}^{+}\equiv_{3}P_{i}^{+}$ と $Q_{i}^{-}\equiv s^{P_{i}^{-}}$ が成り立つ.

すなわち, 本章の証明手続きは前章のものと –致

する.

また, $Pi(X)$ の必要十分条件
$\forall x(p_{i}(X)rightarrow P_{i}^{+})$

が与えられている場合, すなわち $P_{i}^{-}=\neg P_{i}^{+}$ の

場合には,
$P_{ii^{+}}^{-}\wedge\neg P=P_{i}^{-}\wedge P_{i^{-}}\equiv_{3}P_{i}^{-}$

$P_{ii^{-}}^{+}\wedge\neg P\equiv_{3}P_{i}+\wedge\neg\neg P.+\equiv_{3}P_{i}^{+}$

だから, $Q_{i}^{+}$ と $Q_{i}^{-}$ を (A) と (B) のどちらで定義
しても, $Q_{i}^{+}\equiv_{3}P_{i}^{+}$ と $Q_{i}^{-}\equiv_{3}P_{i}^{-}$ が り立つ.

従って, この場合も本章と前章の証明手続きは $-$

致する.

63 例

ここでは, 本章の証明手続きでは証明できるが,
前章の証明手続きでは証明できない論理的帰結の例
について述べる.

述語の条件として, 次の 6つの論理式
$\forall \mathrm{x}\forall \mathrm{y}(^{\text{ノ}}\grave{\lambda}(\mathrm{x}, \mathrm{y})rightarrow \text{親_{}(\mathrm{x},\mathrm{y})\wedge}\text{男}(\mathrm{X}))$

\forall X\forall y(親 (X, $\mathrm{y}$) $arrow$

(X=太郎 VX=花子)\wedge U--郎)

\forall X(男 (X)\leftarrow X=太郎 VX=–郎)
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\forall X(\neg 男 $(\mathrm{x})arrow$女 $(\mathrm{x})$ ) $)$

\forall X(女 (X)\leftarrow X=花子)

\forall X(\neg 女 (X)\leftarrow 男 $(\mathrm{x}\rangle)$

が与えられている場合を考える. これらからなる集
合を F2とおく. $G$ として \neg \exists y父 (x, y) をとる.

本章の証明手続きに現れる $Q_{i}^{+}$ と $Q_{i}^{-}$ のうち,
男 (x) と女 (x) に対応するものを (A) の方法で定
義してみる. この場合, 定理 9の述語の置換は

{ 親 (X, $\mathrm{y}$) $\wedge$男 (X)/父,
((X=太郎 VX=花子)\wedge y=--郎)/親,

(X=太郎VX=–郎)/男,
X=花子/女 ;
$\not\equiv \mathrm{R}(\mathrm{x}, \mathrm{y})\wedge \text{男}(\mathrm{X})/\lambda/\backslash$ ,

$\mathrm{t}/\not\equiv \mathrm{R}$ ,
(X=太郎VX=–郎) \vee \neg 女 (X)/男,

X=花子 V\neg 男 (X)/女 $|\mathrm{x},$
$\mathrm{y}$}

となる. これを $\Theta_{1}$ とおく.

. $\Pi=$ {u/親, u/父, u/男, u/女 $|\mathrm{x},$
$\mathrm{y}$ } とおく.

G=\neg \exists y父 (x, y) を $\Theta^{n}\Pi$ で展開すると
$G\Theta_{1}^{0}\Pi=\neg\exists \mathrm{y}\text{父}(\mathrm{X}, \mathrm{y})\Pi=\mathrm{u}$

$G\Theta_{1}^{1_{\Pi=\neg}}\exists \mathrm{y}(\not\equiv \mathrm{R}(_{\mathrm{X}},\mathrm{y})\wedge \text{男}(\mathrm{X}))\Pi=\mathrm{u}$

$G\Theta_{1}^{2}\Pi=\neg\exists \mathrm{y}(\mathrm{t}\wedge((\mathrm{x}=\text{太}\mathrm{g}\beta \mathrm{v}\mathrm{X}=-\mathrm{g}\mathfrak{y})$

$\vee\neg \text{女}(_{\mathrm{X}})))\Pi$

$\equiv_{3E(\Sigma)}$ \neg (X=太郎 VX=–郎)\wedge 女 (x)\Pi \Pi
$\not\equiv_{3}\mathrm{t}$

$G\Theta_{1}^{3}\Pi=\neg\exists \mathrm{y}(\mathrm{t}\wedge$ (( $\mathrm{x}=\text{太郎}$ VX=–郎)
V-1(X=花子) $))$垣

$\equiv sE(\Sigma)$ \neg (X=太郎 VX=–郎)\wedge X=花子
$\equiv_{3E(\Sigma)}$ x=花子

$G\Theta_{13}^{4_{\Pi\equiv}}E\langle\Sigma$ ) X=花子...
となる.

従って, 定理 9より $\mathrm{x}=$ 花子は
$E_{p}(\Sigma),$ $\Gamma_{2}\models G$ (13)

の解である. また, この方法で求められる (13) の
解は $\mathrm{x}=$ 花子だけである.

方, 前章で述べた方法では (13) の解を求めら
れないことは, 次のようにして確認できる.

$\Gamma_{2}$ の完備化の簡約化は
$\forall \mathrm{x}\mathrm{y}(^{\text{ノ}}\mathrm{x}^{\backslash }(_{\mathrm{X}}, \mathrm{y})\Leftrightarrow\#\mathrm{R}(_{\mathrm{X}}, \mathrm{y})\wedge \text{男}(\mathrm{x}))$

$\forall \mathrm{x}\mathrm{y}(\text{親}(\mathrm{x}, \mathrm{y})\Leftrightarrow$

((X=太郎 Vx=花子)\wedge y=--郎)Vu)

\forall X(男 $(\mathrm{x})\Leftrightarrow$

(((X=太郎 VX=–郎)\wedge \neg 女 (X)) Vu)
\wedge ((X=太郎Vx=–郎) V\neg 女 $(\mathrm{x})$ ) $)$

\forall X(女 (X)\Leftrightarrow ((X=花子\wedge \sim 男 $(\mathrm{x}))\vee \mathrm{u}$ )
\wedge (X=花子 V\neg 男 $(\mathrm{x})$ ) $)$

となる. これを $\Gamma_{2}^{*}$ とおく.

E(\Sigma )\cup 魅のモデルとして, 女 (花子), 男 (花子),
父 (花子, –郎) の真理値が $\mathrm{u}$ になるものが存在す
るので, $\mathrm{x}=$ 花子は

$E(\Sigma),$ $\Gamma_{2}^{*}\models_{3}G$

の解ではない. つまり, 前章の証明手続きでは (13)
の解を求めることができない.

また, このことは, 以下のように $G$ を実際に展
開することによっても確認できる.
前章の証明手続きで用いられる述語の置換は

{ 親 (X, $\mathrm{y}$) $\wedge$男 (X)/父,
((X=太郎 Vx=花子)\wedge y=--郎)/親,

(X=太郎 VX=–郎)\wedge \neg 女 (X)/男,
X=花子 \wedge \neg 男 (X)/女 ;
親 (x, $\mathrm{y}\rangle$ $\wedge$男 (X)/父,
t/親,
(X=太郎 Vx=–郎)\vee \urcorner 女 (X)/男,
X=花子 \vee \urcorner 男 (X)/女 $|\mathrm{x},$

$\mathrm{y}$ }
である. これを $\Theta_{2}$ とおく.

G=\neg \exists y父 (X, y) を $\Theta_{2}^{n}\Pi$ で展開すると
$G\Theta_{2^{\Pi}\mathrm{y}}^{0}=\neg\exists \text{父}(\mathrm{x}, \mathrm{y})\Pi=\mathrm{u}$

$G\Theta_{2}^{1}\Pi=\neg\exists \mathrm{y}(\text{親_{}(_{\mathrm{X}}}, \mathrm{y})\wedge$男 $(\mathrm{x}))\Pi=\mathrm{u}$

$\mathrm{G}\Theta_{2}^{2}\Pi=\neg\exists \mathrm{y}(\mathrm{t}\wedge$ (($\mathrm{x}=\text{太郎}$ Vx=–郎)
\vee \neg 女 $(\mathrm{x})))\Pi$

$\equiv_{3E(\Sigma)}$ \neg (X=太郎 Vx=–郎)\wedge 女 $(\mathrm{x})\Pi$

$\not\equiv_{3}\mathrm{t}$

$G\Theta_{2}^{3}\Pi=\neg\exists \mathrm{y}(\mathrm{t}\wedge$ (($\mathrm{x}=\text{太郎}$ VX=–郎)
V\urcorner (X=花子 V\neg 男 $(\mathrm{X})$ ) $))\Pi$

$\equiv sE(\Sigma)$ -(x=太郎 VX=–郎)\wedge X=花子
\wedge \neg 男 $(\mathrm{x})\Pi$

$\not\equiv_{3}\mathrm{t}$

$G\Theta_{2^{\Pi}3}^{4}\equiv E(\Sigma)$ \neg (X=太郎 VX=–郎)\wedge X=花子
$\wedge$ 女 (x)\Pi I

$\not\equiv_{3}\mathrm{t}$

$G\Theta_{2}^{5}\Pi$
$\equiv_{3E(\Sigma)}$ \neg (X=太郎 VX=–郎)\wedge X=花子

$\wedge\neg \text{男}(\mathrm{X})\Pi$

$\equiv_{3E(\Sigma)}G\Theta_{2}^{3}\Pi\not\equiv_{3}\mathrm{t}$

$G\Theta_{2^{\Pi}3E(\Sigma}^{64}\equiv)c\Theta 2\Pi\not\equiv_{3}\mathrm{t}$
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となる. つまり, $\mathrm{x}$ にどんな項を代入しても
$\exists ns.t$ . $E(\Sigma)\models_{3}G\Theta^{n}\Pi$

は成り立たないので, この手続きでは
$E_{\mathrm{P}}(\Sigma),$ $\Gamma 2\models G$

の解を求めることはできない.

7Kunen の定理の拡張
前章の定理 9とその系 10から, $P^{+}$ と $P^{-}$ が

特別な形の場合には
$E(\Sigma),$ $\Gamma^{*}\models_{3}G$

と

$\exists ns.t$ . $E(\Sigma)\models_{3}\{P^{+}/p;\neg P^{-}/p|x\}^{n}\{u/p\}$

が同値であり, かつ, これらが成り立つならば

$E_{p}(\Sigma),$ $\forall X(p(X)arrow P^{+}),$ $\forall x(\neg p(x)arrow P^{-})\models G$

が成り立つような, 述語定義 $\mathrm{r}*$ が存在することが

分かる.

そこで, 一般の $P^{+},$ $P^{-}$ に対しても同様な $\Gamma^{*}$

が存在しないかという疑問が生じるが, 前章までの

考察から $\Gamma^{*}$ として述語定義をとることはできない
と我々は判断した.
本章では, 新しい結合記号 $\Leftarrow$ を用いて $\Gamma^{*}$ をつ

くり, Kunen の定理を拡張する.
定理 11 $G$ を任意の閉論理式とする.

$E(\Sigma)\cup\{\forall x(p(_{X)\Leftarrow}P^{+}), \forall x(\neg p(X)\Leftarrow P^{-})\}$

のモデルが存在するならば, 次の 2つは同値である.
$E(\Sigma),$ $\forall x(p(_{X)),x}\Leftarrow P^{+}\forall(\neg p(X)\Leftarrow P^{-})\models_{3}G$

$\exists ns.t$ . $E(\Sigma)\models s^{G\{P^{+}}/p;\neg P^{-}/p|x\}^{n}\{u/p\}$

また, この 2つが成り立つならば次の式が成り立つ.
$E_{p}(\Sigma),$ $\forall X(p(X)arrow P^{+}),$ $\forall X(\neg p(x)arrow P^{-})\models G$

証明 :
前半を幾つかの補題と定理に分けて証明する.
後半は, 2値の意味と 3値の意味の関係より成
り立つ.

以下では,
$\Theta=\{P^{+}/p;\neg P^{-}/p|x\}$

$\overline{\Theta}=\{\neg P^{-}/p;P^{+}/p|x\}$

とおく。

補題 12 $G$ を任意の閉論理式とする.
$\exists ns.t$ . $E(\Sigma)\models_{3}G\{P^{+}/p;\neg P^{-}/p|x\}^{n}\{u/p\}$

ならば
$E(\Sigma),\forall X(p(X)\Leftarrow P^{+}),$ $\forall x(\neg p(X)\Leftarrow P^{-})\models_{3}G$

が成り立つ.

証明 :

補題 1より成り立つ. $\square$口

系 13 $\Theta=\{P^{+}/p;\neg P^{-}/P|x\}$ とおく.
$E(\Sigma)\cup\{\forall X(p(_{X)}\Leftarrow P^{+}), \forall X(\neg p(x)\Leftarrow p-)\}$

のモデルが存在するならば, 任意の $n$ に対して

$E(\Sigma)\# 3\exists x(p(x)\wedge\neg p(_{X)})\Theta^{n}\{u/p\}$

が成り立つ.

定理 14 $M$ を 3値の解釈とする. 任意の乃 $(x)$ と

$n$ に対して
$M[\exists x(p_{i}(_{X)\wedge\neg p}i(X))\Theta^{n}\{u/p\}\mathrm{J}\neq \mathrm{t}$

が成り立つならば, ある解釈 M牟が存在して, 任
意の閉論理式 $\phi$ に対して次の 2つが成り立つ.

$M_{\Gamma}^{*}[\emptyset \mathrm{I}=\mathrm{t}$ $\Leftarrow\succ$ $\exists ns.t$ . $M[\phi\Theta^{n}\mathrm{t}u/p\}\mathrm{J}=\mathrm{t}$

$M_{\Gamma}^{*}[\emptyset \mathrm{J}=\mathrm{f}$ $\Leftrightarrow$ $\exists ns.t$ . $M[\phi\overline{\Theta}^{n}\{u/p\}\mathrm{I}=\mathrm{f}$

証明 :
$M$ に対して定理 5の $M^{*}$ をとる.

$p_{i}(x)$ を任意にとる. 本定理の仮定と定理 5の 1
つ目の性質より, 任意の $n$ に対して

$M^{*}[\exists X(p_{i}(X)\wedge\neg pi(x))\Theta n\{u/p\}\mathrm{J}\neq \mathrm{t}$

が成り立つ. このことと, $p_{i}(x)\Theta^{n}\{u/p\}$ および

$p_{i}(x)\Theta\{\neg lu/p\}$ は increasing chain であることか
ら, 任意の変数割り当て $V^{*}$ に対して

$\exists ns.t$ . $M^{*}[_{Pi}(X)\Theta^{n}\{u/p\}\mathrm{J}_{V^{*}}=\mathrm{t}$

$\exists ns.t$ . $M^{*}[pi(X)\overline{\Theta}^{n}\{u/p\}\mathrm{I}_{V^{*}}=\mathrm{f}$

の少なくとも –方は成り立たない.
また, $P_{j}^{+}$ と $P_{j}^{-}$ の自由変数は $p_{j}(x)$ の自由変

数だけなので, $Pi(X)\Theta n\{u/p\}$ と $Pi(X)\overline{\Theta}\sim u/p\}$

の自由変数は $x$ だけである. 従って, これらの真

理値は $x$ に割り当てられる元にだけ依存する.
ゆえに, 解釈 $M_{\Gamma}^{*}$ を次のように定義できる.

$\bullet$ 領域は $M^{*}$ と同じ

$\bullet$ $P$ 以外の記号 $s$ に対して
$M_{\Gamma}^{*}\langle s\rangle=M^{*}\langle s\rangle$. 各物には次の述語 $M^{*}(p_{i}\rangle$ を割り当てる

$M_{\Gamma}^{*}\langle p_{i}\rangle(d^{*})=\mathrm{t}\Leftrightarrow$

$\exists n$ S. $t$ . $M*[pi(X)\Theta^{n}\{u/p\}\mathrm{J}[d*/X]=\mathrm{t}$

$M_{\Gamma}^{*}\langle pi\rangle(d^{*})=\mathrm{f}\Leftrightarrow$

$\exists ns.t$. $M^{*}[_{\mathrm{P}}i(_{X})\Theta^{\prime\iota}\{u/p\}\mathrm{J}[d^{*}/x]=\mathrm{f}$

$M_{\Gamma}^{*}(pi\rangle$ $(d^{*})=\mathrm{u}\Leftrightarrow$ その他の場合

$\phi$ を論理式とすると $\phi\Theta^{n}\{u/p\}$ と $\phi\overline{\Theta}^{n}\{u/p\}$

は increasing chain になることと, $M^{*}$ に関する定

理 5の 2つ目の性質から, 任意の変数割り当て $V^{*}$

と任意の論理式 $\phi$ に対して次の 2つが成り立つ.
$M_{\mathrm{r}}^{*}[\phi \mathrm{I}V^{*}=\mathrm{t}\Leftrightarrow$

$\exists ns.t$ . $M^{*}[\emptyset\Theta^{n}\{u/p\}\mathrm{I}_{V^{*}}=\mathrm{t}$
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$M_{\Gamma}^{*}[\emptyset \mathrm{I}_{V^{*}}=\mathrm{f}\Leftrightarrow$

$\exists ns.t$ . $M^{*}[\phi\Theta^{\prime\iota}\mathrm{t}u/p\}\mathrm{J}_{V^{*}}=\mathrm{f}$

特に $\phi$ が閉論理式の場合には
$M_{\Gamma}^{*}[\emptyset \mathrm{I}=\mathrm{t}$ $\Leftrightarrow$ $\exists ns.t$ . $M*[\emptyset\Theta^{n}\{u/p\}\mathrm{I}=\mathrm{t}$

$\Leftrightarrow$ $\exists ns.t$ . $M[\emptyset\Theta^{n}\{u/p\}\mathrm{I}=\mathrm{t}$

$M_{\Gamma}^{*}[\emptyset \mathrm{I}=\mathrm{f}$ $\Leftrightarrow$ $\exists ns.t$ . $M^{*}[\emptyset\overline{\Theta}\mathrm{t}nu/p\}\mathrm{I}=\mathrm{f}$

$\Leftrightarrow$ $\exists ns.t$ . $M[\emptyset\Theta ib\{u/p\}\mathrm{I}=\mathrm{f}$

となり, 定理は成り立つ. 口口

系 15 $M_{\Gamma}^{*}$ は

$\{\forall x(p(X)\Leftarrow P+), \forall X(\neg p(x)\Leftarrow P^{-})\}$

のモデル.

補題 16 $M$ が $E(\Sigma)$ のモデルならば, $M_{\Gamma}^{*}$ は

$E(\Sigma)\cup\{\forall x(p(X)\Leftarrow P+), \forall X(\neg p(x)\Leftarrow P^{-})\}$

のモデル.

証明 :
$E(\Sigma)$ の論理式は $P$ を含まない閉論理式だから.

口

定理 17
$E(\Sigma)\cup\{\forall x(p(x)\Leftarrow P^{+}), \forall x(\neg p(X)\Leftarrow P^{-})\}$

のモデルが存在すると仮定し, $G$ を任意の閉論理
式とする.

$E(\Sigma),$ $\forall x(p(X)\Leftarrow P+),$ $\forall X(\neg p(x)\Leftarrow P^{-})\models_{3}G$

ならば

$\exists ns.t$ . $E(\Sigma)\models_{3}G\{P^{+}/p;\neg P^{-}/p|x\}^{n}\{u/p\}$

が成り立つ.

証明 :
$E(\Sigma)$ のモデル $M$ を任意にとる. 系 13と $E(\Sigma)$

の完全性より, 任意の $p_{i}(x)$ と $n$ に対して
$M[\exists x(p_{i(X})\wedge\neg pi(X))\ominus^{n}\{u/p\}\mathrm{I}\neq \mathrm{t}$

が成り立つ. 従って, 定理 14の $M_{\Gamma}^{*}$ をとること

ができ, 系 16より $M_{\Gamma}^{*}$ は

$E(\Sigma)\cup\{\forall x(p(X)\Leftarrow P+), \forall X(\neg p(x)\Leftarrow P^{-})\}$

のモデルである.

従って, 定理 14より
$E(\Sigma),$ $\forall X(p(X)\Leftarrow P^{+}),$ $\forall X(\neg p(x)\Leftarrow P^{-})\models_{3}G$

が成り立つ任意の閉論理式 $G$ に対して,
$\exists ns.t$ . $M[c\Theta^{n}\{u/p\}\mathrm{J}=\mathrm{t}$

が成り立つが, $E(\Sigma)$ は完全だから,
$\exists ns.t$ . $E$

. $(\Sigma.\cdot)\models_{3}G\Theta^{n}\{u/p\}$

が成り立つ. 口口

定理 11の証明の続き :
補題 12 と定理 17より, 定理 11の前半が証明
された 口

なお, 定理 11の証明で用いられた $E(\Sigma)$ の性質

は, 完全性と $P$ を含まない閉論理式の集合である
ことだけである. つまり, 定理 11の $E(\Sigma)$ を, 完
全な $P$ を含まない閉論理式の集合 $\Delta$ に置き換える
ことができる.

また, $E(\Sigma\rangle$ には $P$ が現れないという性質は, 補
題 16の証明でのみ用いた. この補題は $E(\Sigma)$ を

$E_{p}(\Sigma)$ に置き換えても成り立つので, 定理 11の
$E(\Sigma)$ を $E_{p}(\Sigma)$ に置き換えることができる.

71 例

述語の条件として, 次の 4つの論理式

\forall X(男 (x)\leftarrow x=太郎Vx=-郎 V未知の男 $(\mathrm{x})$ )
$\forall \mathrm{x}$ (\neg 男 $(\mathrm{X})arrow$女 $(\mathrm{x})\vee$男ではない $(\mathrm{x})$ ) $)$

\forall X(女 (X)\leftarrow X=花子)
$\forall \mathrm{x}$ (\neg 女 $(\mathrm{x})arrow$男 $(\mathrm{x})$ )

が与えられている場合を考える.
述語「未知の男 $(\mathrm{x})\mathrm{J}$ と「男ではない $(\mathrm{x})$」 に関す

る条件が与えられていないので, この場合には
$\forall \mathrm{x}$ (未知の男 $(\mathrm{x})arrow \mathrm{f}$)
$\forall \mathrm{x}$ (\urcorner 未知の男 $(\mathrm{x})arrow \mathrm{f}\rangle$

$\forall \mathrm{x}$ (男ではない $(\mathrm{x})arrow \mathrm{f}$)
$\forall \mathrm{x}$(\neg 男ではない $(\mathrm{x})arrow \mathrm{f}$)

が与えられているものとして扱う. 以上の 8つ

の論理式からなる集合を F3 とおく. $G$ として

男 (太郎)\wedge \neg 男 (花子) をとる.

本章の証明手続きで用いる述語の置換は

{ (X=太郎VX=-郎 V未知の男 (X))/男,
X=花子/女,
f/未知の男,
f/男ではない ;
\neg (女 $(\mathrm{x})\vee$男ではない (X))/男,
\neg 男 (X)/女,
t/未知の男,
t/男ではない $|\mathrm{x},$

$\mathrm{y}$}
である. これを $\Theta$ とおく.

$G$ を \Theta n垣で展開すると
$G\Theta^{0}\Pi=$ ( $\text{男}$ (太郎)\wedge \neg 男 (花子))垣 $\equiv_{3}\mathrm{u}$

$G\Theta^{1}\Pi=$ ((太郎=太郎 V太郎=-郎
V未知の男 (太郎) $)$

\wedge \sim \urcorner (女 (花子) V男ではない (花子)) $)$ \Pi

$\equiv_{3E(\Sigma)}\mathrm{u}$

$G\Theta^{2}\Pi=$ (($\text{太郎}$ =太郎 V太郎=-郎 Vf)
\wedge \neg \neg (花子=花子 V $\mathrm{f}$ ) $)\Pi$

$\equiv_{3E(\Sigma\rangle}\mathrm{t}$
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となる.

以上のように, $G$ は $E(\Sigma)\cup\Gamma_{3}$ の論理的帰結で

あることを本章の手続きを用いて証明できる.
しかし, 前章の証明手続きでは $G$ を証明でき

ない.

例えば, 各述語に対する $Q_{i}^{+}$ と $Q_{i}^{-}$ を (A) の方

法で定義すると, 前章の証明手続きで用いる述語の

置換は

{X=太郎VX=–郎 V未知の男 (X)/男,
X=花子/女,
f/未知の男,
f/男ではない ;
(X=太郎Vx=–郎 V未知の男 $(\mathrm{x})$ )

v-(女 $(\mathrm{x})\vee$男ではない (X))/男,
X=花子 V\neg 男 (X)/女,
$\mathrm{t}/$未知の男,
t/男ではない $|\mathrm{x},$

$\mathrm{y}$ }
となる. これを $\Theta_{1}$ とおき, $G$ を展開すると

$G\Theta_{1}^{0}\Pi=$ 男 (太郎)\wedge \neg 男 (花子)� $\equiv_{3}\mathrm{u}$

$\mathrm{G}\Theta_{1}^{1}\Pi=((\text{太郎}=\text{太郎}\mathrm{v}$太郎=–郎

V未知の男 (太郎) $)$

\wedge \neg ((花子=太郎V花子=–郎

V未知の男 (花子) $)$

V\neg (女 (花子)
V男ではない (花子) $)))$ \Pi \Pi

$\equiv_{3E(\Sigma)}\mathrm{t}\wedge\neg(\mathrm{u}\vee\neg \mathrm{u})\equiv_{3}\mathrm{u}$

$\mathrm{G}\Theta_{1}^{2}\Pi=$ ((太郎=太郎 V太郎=–郎 Vf)
\wedge -((花子=太郎 V花子=–郎 Vt

v-\neg (花子=花子 V $\mathrm{f}$ ) $)))\Pi$

$\equiv_{3E(\Sigma)}\mathrm{t}\wedge\neg(\mathrm{t}\mathrm{v}\neg \mathrm{t})\equiv_{3}\mathrm{f}$

$G\Theta_{1}^{3}\Pi=G\Theta 2_{\Pi}1\equiv 3E(\Sigma)\mathrm{f}$

となるので,
$\exists ns.t$ . $E(\Sigma)\models_{3}G\Theta_{1}^{n_{\Pi}}$

は成り立たない.
$Q_{i}^{+}$ と $Q_{i}^{-}$ の定義の方法を変えても同様である.

8 おわりに

本稿では, 述語の置換による証明手続きについて
考察し, 完備化されていない論理式の論理的帰結

を証明できるように 3つの述語の置換をとった. ま

た, これらによる証明手続きが 3値の意味で健全
かつ完全になる論理プログラムを明らかにし, それ

らの証明能力の強さを比較した.
1つ目の述語の置換は, 元の論理プログラムと 2

値の意味で同値な完備プログラムから導かれ, これ

による証明手続きの能力は 3つの中では最も低い.
2つ目の述語の置換は, 1つ目を改良したものであ

り, 元の論理プログラムを–旦変形してから, 1つ

目と同じ方法を用いて導かれる. この述語の置換に
よる証明手続きの能力は 1つ目のものよりも高い.
以上の 2つは, 述語の置換を導く途中で現れる完備
プログラムの 3値の意味の論理的帰結を健全かつ
完全に証明できる.

3つ目の述語の置換は, 完備プログラムを経由せ

ずに Kunen の定理の拡張から導かれ, 証明能力は
3つの中で最も高い. この手続きは, 元のプログラ

ムを新しい結合記号で書き直したプログラムの論理
的帰結を健全かつ完全に証明できる.
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