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ここ数年, 河合隆裕 (京大数理研) 氏や青木貴史 (近畿大理工) 氏と共同で, 完全WKB
解析の立場から Painlev\’e 方程式を考察してきた. そして, ようや $\langle$ FPainlev\’e 方程式
に対する非線型完全 WKB 解析」の理論の (少なくとも) 枠組が出来上がった ([KT1],
[AKT], [KT2], [T3] $)$ . しかし, この理論の有効性や正当性を示す応用例が見い出され
ている $([\mathrm{T}2])$ –方で, 残念ながら現状ではこの理論はいまだ「形式的な」レベルに留
まっており, その解析的な意味付けが充分に明らかになったとは言い難い. 本稿では,

$\text{「}\mathrm{P}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{v}\acute{\mathrm{e}}$ 方程式に対する非線型完全 WKB 解析」で中心的な役割を果たすインスタ
ントン解の解析的な意味付けについて, 我々が今持っている 「夢」あるいは [感触」 と

いったもの, そしてその周辺の風景を少し述べてみたい. 数学的に新しい結果が含まれ
ている訳ではない (それゆえ, こういう形で記録に残すことに対してかなり気が引けて
いるのも事実である) が, 初期値空間, およびそのモノドロミー保存変形との関連につ
いて既存の結果を概観する中で, 何か面白そうなものがありそうだという印象を読者の
方々に少しでも持って頂ければ, このレポートの目的は達したと言えよう.

1 インスタントン解

本稿で問題とするのは, Painlev\’e 方程式に対するインスタントン解の解析的な意味付け
である. ここでまず, インスタントン解とはどんな形の解であったかを思い出しておこ
う. 簡単の為, I 型の Painlev\’e 方程式

$(P_{\mathrm{I}})$
$\frac{d^{2}\lambda}{dt^{2}}=\eta^{2}(6\lambda^{2}+t)$

(但し $\eta$ は大きなパラメータ) を考える. この $(P_{\mathrm{I}})$ に対するインスタントン解とは, 次
の形の無限級数として与えられる解である.

(1) $\lambda_{\mathrm{I}}(t;\alpha, \beta)=\lambda \mathrm{o}(t)+\eta-1/2\lambda_{1}/2(t, \eta)+\eta^{-1}\lambda_{1}(t, \eta)+\cdots$ .

ここ鳩 $\lambda_{0}(t)$ は $6\lambda_{0}.(t)^{2}+t=0$ により定まる $t$ \emptyset 代数函数 $\pm\sqrt{-t/6}$ であり, また

$\lambda_{1/2}(t, \eta)$ は

(2) $\lambda_{1/2}(t, \eta)=(12\lambda_{0})^{-1}/4(\alpha((12\lambda_{0})52)^{\alpha\beta\eta\phi \mathrm{I}}e+\eta\beta((12\lambda_{0})^{5}\eta^{2})-\alpha\beta-\eta\phi \mathrm{I})e$

数理解析研究所講究録
1133巻 2000年 104-116 104



という表示をもち, 更に高次の項 $\lambda_{j/2}(t, \eta)(j\geq 2)$ は

(3) $\lambda_{j/2}(t, \eta)=\sum_{=k0}jb_{j}^{(j}-(/_{2k}2)((12\lambda 0)\mathrm{s}2)^{(}\eta-)\alpha\beta e^{(})t)j2kj-2k\eta\phi \mathrm{I}$

という形をしている. 但し $\alpha$ および $\beta$ は任意の複素定数, また $\phi_{1}$ は

(4)

なる函数を表すものとする.
この表示から明らかなように, インスタントン解は $\alpha$ と $\beta$ という 2つの任意定数を

含んでおり, その意味で $(P_{\mathrm{I}})$ の–般解を表していると考えられる. インスタントン解の
最も重要な性質として, 次の 2つが知られている.

(A) $(P_{\mathrm{I}})$ に対しては, 各 Stokes 曲線におけるインスタントン解の満たすべき接続公式
が具体的に記述できる $([\mathrm{T}3])$ .

(B) 単純変わり点においては, 一般の Painlev\’e 方程式のインスタントン解が $(P_{\mathrm{I}})$ のイ
ンスタントン解に局所的に変換される $([\mathrm{K}\mathrm{T}2])$ .

実際, この 2つの基本性質を組み合わせれば, 一般の Painlev\’e 方程式の接続問題を論じ
ることが可能となる (例えば II 型の Painlev\’e 方程式に対する Ablowitz-Segur の接続問
題, cf. [T2] $)$ .
こうした良い性質を持っているにもかかわらず, $e^{\pm\eta\phi_{\mathrm{I}}}$ という正負が正反対の 2つの

指数函数が混在している為に, 2 パラメータのインスタントン解の解析的な意味付けは
全く明らかではなく, 大きな問題として残されたままである (インスタントン解の構
成については, multiple-scale analysis によるもの $([\mathrm{A}\mathrm{K}\mathrm{T}|)$ と, Hamilton 系に書き直
した後 Birkhoff の標準形への特異摂動的な変換を利用するもの $([\mathrm{T}1|)$ との 2つの方法
がこれまでに知られているが, いずれを用いるにしても現状では, インスタントン解が
(指数函数の部分を $\eta$ については次数 $0$ と見なした上で) $\eta^{-1/2}$ の形式巾級数として方
程式を満足することしか示せていない. ) 上記の基本性質を用いた Painlev\’e 方程式の接
続問題の解法を数学的に正当化する為にも, インスタントン解の解析的な意味付けを明
らかにし, 更に

問題 : インスタントン解と真の解との対応をつけよ,

あるいは, Okamoto [O1] により構成された初期値空間を用いてより数学的に述べれば,

$\mathrm{F}-7\text{題^{}\prime}$ : インスタントン解が初期値空間の中にどのように埋め込まれて
いるかを明らかにせよ,

という問題に対する解答が得られることが望ましい.
以下では, この問題について考察を加えていく.
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2 Riccati 方程式の場合
前節の最後に述べた問題に対する考察の第–歩として, インスタントン解の発散の困難
がどこに由来するかを見る為に, 本節では, より簡単な場合である Riccati 方程式を論
じることにしよう.

Riccati 方程式

$(R)$ $\frac{du}{dx}=\eta(Q(x)-u^{2})$

(前節同様 $\eta$ は大きなパラメータ, $Q(x)$ は例えば多項式) に関しては, 良く知られた
通り, Riemann 球面 $P^{1}(\mathbb{C})$ が初期値空間を与える. 即ち, Riccati 方程式 $(R)$ は $\mathbb{C}_{x}\cross$

$P^{1}(\mathbb{C})$ 上に複素 1次元の foliation を定めており, $(R)$ の解空間全体は $P^{1}(\mathbb{C})$ によって

パラメータ付けされている.
この Riccati 方程式に対しても, 次のようなインスタントン解が存在する

(5) $u_{\pm}(_{X};\alpha)=u_{\pm}^{(}0)(x;\eta)+\alpha u\pm((1);x\eta)e^{-}+\eta\emptyset\pm 2(2)\alpha u\pm(_{X};\eta)e^{-}+2\eta\phi\pm\ldots$ .

ここで, $u^{(0)}\pm(x;\eta)$ は

(6) $u_{\pm}^{(0)}=\pm\sqrt{Q(x)}+\eta-1u\pm,1(X)+\eta^{-2}u\pm,2(X)+\cdots$

という展開を持ったそれ自身が $(R)$ の形式解となるような $\eta^{-1}$ の形式巾級数であり,
$u^{(j)}\pm(x;\eta)(j\geq 1)$ は $u^{(0)}\pm$ から (–意に) 定まるやはり $\eta^{-1}$ の形式巾級数, そして $\alpha$ が任
意の複素定数を表し, また $\emptyset\pm$ は

(7) $\emptyset\pm(x)=\pm 2\int^{x}\sqrt{Q(y)}dy$

という函数である.
Painleve 方程式の場合と異なり, この場合は正負が反対の 2っの指数函数が混在して

いる訳ではないが, $u\pm$ のいずれか–方はやはり発散の困難を有する. ところが, Ric-
cati 方程式の場合, Schr\"odinger 方程式との関連を通して見れば, この発散の困難の由
来が次のように説明できるのである. よく知られたように, $(R)$ の解 $u(x)$ に対して
$\psi(x)\text{を}$

(8) $\psi(x)=\exp(\eta\int^{x}u(y)dy)$ , i.e., $u(x)= \eta^{-1}\frac{d}{dx}\log\psi(X)$

で定義すれば, $\psi(x)$ は Schr\"odinger 方程式

$(S)$ $\frac{d^{2}\psi}{dx^{2}}=\eta^{2}Q(X)\psi$

を満足する. 特に, この変換 (8) により, $(R)$ の解 $u^{(0)}\pm$ は $(S)$ の WKB 解 $\psi_{\pm}=$

$\exp(\eta\int^{x}u^{(0)}\pm dy)$ に対応する. ここ鳩 $(S)$ の–般解 $c+\psi_{+}+c_{-}\psi_{-}$ に対応する $(R)$
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の解を (形式的に) 求めてみると,

$\eta^{-1}\frac{d}{dx}\log(c_{+}\psi_{+}+c-.\psi_{-})-$

$=$ $\eta^{-1}\frac{d}{dx}\log\{c_{+}\psi_{+}(1+\frac{c_{-}\psi_{-}}{c_{+}\psi_{+}})\}$

$=$ $\eta^{-1}\frac{d}{dx}\log\psi_{+}+\eta^{-}\frac{d}{dx}1\log(1+\frac{c_{-}\psi_{-}}{c_{+}\psi_{+}})$

$=$ $\eta^{-1}\frac{d}{dx}\log\psi_{+}+\eta^{-}1_{\frac{d}{dx}}\{_{n=1}\sum^{\infty}(-1)^{n-1}\frac{1}{n}(\frac{c_{-}}{c_{+}})^{n}(\frac{\psi_{-}}{\psi_{+}})^{n}\}$

$=$ $u_{+}^{(0}+) \sum_{n=1}\infty(-1)^{n-}1(\frac{c_{-}}{c_{+}}\mathrm{I}^{n}(u_{-+}^{()}-u^{(0)})\exp(0n\eta\int^{x}(u_{-}(0)-u_{+})(0)dy)$

$=$ $u_{+}(x; \frac{c_{-}}{c_{+}})$ .

同様に, 同じ計算を $c_{-}\psi_{-}$ を中心として展開して行えば, $u_{-}(x;c+/c_{-})$ という $(R)$ の解
が得られる. つまり, $u+(x;\alpha)$ と $u_{-}(x;1/\alpha)$ は実は $\psi_{\pm}$ の線型結合で表わされる $(S)$

の同–の解に対応しており (従って, 本来

(9) $u_{+}(x; \alpha)=u_{-}(x;\frac{1}{\alpha})$

と見なされるべきもの), そのうちの–方が発散の困難を有するのは $\log(1+z)$ の $z=0$
における Taylor 展開の式を絶対値の大きい $z$ に対しても形式的に適用するという 「過
ち」を犯したが為だった訳である.
更に, 次のような言い方をしても良いだろう. 我々は $u\pm(x;\alpha)$ というインスタント

ン型の形式解の 2つのクラスを持っている. ところが, 本来の解析的な意味ではこれら
の 2 っのクラスは独立ではな $\langle$ , (9) という関係式で結ばれている. 即ち, $u\pm(x;\alpha)$ と
いう解空間の 2枚のチャートが (9) という式で貼り合わされて, 結果としてインスタン
トン解の全体は $P^{1}(\mathbb{C})$ という多様体を形作る. この多様体は Riccati 方程式の初期値空
間に他ならない.

$l$

我々は, これと同じような状況が Painlev\’e 方程式のインスタントン解についても起
こっているだろう, と想豫している. ただ, Painlev\’e 方程式の場合には, Riccati 方程
式の場合にこの現象を見事に説明した Schr\"odinger 方程式 $(S)$ に相当する対象が何であ
るかが現時点では良くわからない. 講演の時に野海正俊 (神戸大自然) さんに指摘され
たように, $\tau$ 函数は確かにその有力な候補の–つであろうと思われるが, 残念ながら今
の所そうした兆候は見い出されていない. 他の有力な候補として, もう一っ, モノドロ
ミー保存変形が考えられる. 過去に知られた結果等から判断すると, 一般の Painlev\’e 方
程式は別として, 少なくとも構造が簡単な $(P_{\mathrm{I}})$ の場合にはこのモノドロミー保存変形が
ある程度の知見を与えているように思われる. 次節では, そのあたりの状況を見ていく
ことにしよう.
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3 Painleve I 型方程式の場合
Painlev\’e I 型方程式, あるいはそれと同等な Hamilton 系

$(H_{\mathrm{I}})$ $\{$

$\frac{d\lambda}{dt}$ $=$
$\eta\frac{\partial \mathrm{A}_{\mathrm{I}}’}{\partial\nu}$ $=$ $\eta\nu$

$\frac{d\nu}{dt}$ $=$
$- \eta\frac{\partial I\iota_{\mathrm{I}}’}{\partial\lambda}$ $=$ $\eta(6\lambda 2+t)$

($\mathrm{c}_{-}\mathrm{c}^{-}\overline{\zeta}/\backslash \cdot \mathrm{H}\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{i}1\mathrm{l}’ \mathrm{L}$ onian $\mathrm{A}_{\mathrm{I}}^{\Gamma}\tau \mathrm{Y}^{\grave{\mathrm{j}}_{\iota}\mathit{1}\backslash }’ \mathrm{I}=\nu^{-}/\tau’$

)
$’\wedge\angle’-$

(
$2_{\grave{\Lambda}^{-}}/\mathrm{Q}+$ のにより与えられる) の初期値空間

(但し $\eta\equiv 1$ とする) は, Okamoto [O1] において示されたように, Hirzebruch 曲面
$\Sigma^{(2)}\simeq P^{1}(T^{*}(P1(\mathbb{C})))$ である. より具体的には, 2枚のチャート $\mathbb{C}_{(\lambda,\nu)}^{2}$ と $\mathbb{C}_{(\tilde{\lambda},\tilde{\nu})}^{2}$ を

(10)

’

$\lambda$ $=$ $\frac{1}{\tilde{\lambda}^{2}}[((\tilde{\lambda}\tilde{\nu}+\frac{1}{2})\tilde{\lambda}+\frac{t}{2})\tilde{\lambda}4\iota+]^{-}1$

. $\nu$ $=$ $- \frac{2}{\tilde{\lambda}^{3}}[((\tilde{\lambda}\tilde{\nu}+\frac{1}{2})\tilde{\lambda}+\frac{t}{2})\tilde{\lambda}^{4]^{-1}}+1$

という変換函数で貼り合わせて得られるような多様体である. 即ち, Painlev\’e I 型方程
式 $(P_{\mathrm{I}})$ (あるいは $(H_{\mathrm{I}})$ ) は $\mathbb{C}_{t}\cross\Sigma^{(2)}$ 上に複素 1次元の foliation を定める. この初期値
空間 $\Sigma^{(2)}$ と第 1節で述べたインスタントン解 $\lambda_{\underline{\mathrm{T}}}(t;\alpha, \beta)$ との関係を明らかにすることが
我々の目標である. 以下本節では, モノドロミー保存変形を利用してこの問題を考えて
いくことにしよう.
良く知られたように (cf. [JMU], $[\mathrm{O}2]$ etc), Painleve方程式はある種の線型常微分

方程式 (系) のモノドロミー保存変形を記述する条件として現われる. 特に $(P_{\mathrm{I}})$ (より

正確には $(H_{\mathrm{I}}))$ は, 次の 2階方程式 $(SL_{\mathrm{I}})$ の不確定特異点 $x=\infty$ における Stokes 係数
が $t$ に依らない条件を記述している.

$(SL_{\mathrm{I}})$ $(- \frac{\partial^{2}}{\partial x^{2}}+\eta^{2}Q_{\mathrm{I}}(X, t, \lambda, \nu, \eta))\psi=0$ ,

但し, ポテンシャル $Q_{\mathrm{I}}$ は, 上述の Hamilton 系 $(H_{\mathrm{I}})$ の Hamiltonian $I\mathrm{f}_{\mathrm{I}}$ を用いて次式
で与えられる.

(11) $Q_{\mathrm{I}}=4x^{3}+2tx+2K_{\mathrm{I}}- \eta^{-1_{\frac{\nu}{x-\lambda}}}+\eta^{-2}\frac{3}{4(x-\lambda)^{2}}$.

線型方程式 $(SL_{\mathrm{I}})$ の場合, $x=\infty$ は Poincar\’e rank が 5/2の不確定特異点であり,
従って全部で 5個の Stokes 係数が定まる. この 5個の Stokes 係数が $t$ に依らない (in-

finitesimal な) 条件を記述する方程式として $(P_{\mathrm{I}})$ が現われるのである.
ここで Stokes 係数の定義を思い出しておこう. 不確定特異点 $x=\infty$ において $(SL_{\mathrm{I}})$

は

(12) $\Psi_{\pm}=x^{-3/4}\exp\{\pm\eta(\frac{4}{5}x^{\mathrm{S}/2}+tx^{1/2})\}(1+O(x^{-1/}2))$
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という形の形式解を持っている. 今, $x=\infty$ のまわりの角領域 $U_{j}=\{x\in \mathbb{C}$ ; ( $2j$ -

$3)\pi/5<\arg x<(2j+1)\pi/5\}$ を考えれば, 各 $U_{j}$ において漸近展開の意味で

(13) $(\psi_{+}^{(j)},$ $\psi_{-)\sim}^{\mathrm{t}^{j)}}(\Psi_{+},$
$\Psi_{-)}$

を満たす $(SL_{\mathrm{I}})$ の真の解の組 $(\psi_{+}^{(j)}, \psi_{-}^{(j)})$ が–意に定まる. その中でも特に, 重なり合う
隣同士の角領域における真の解の問に成立する線型関係式

(14) $(\psi_{+}^{(}j-1),$ $\psi_{-}^{(j-}1))=(\psi_{+}(j), \psi_{-}(j))Sj$

(但し $S_{j}$ は複素 $2\cross 2$ 行列) に注目すると, それは次の形をしていることがわかる.

(15) $S_{j}=$ ($j$ が奇数の時), あるいは

この行列 $S_{j}$ の非対角成分 $s_{j}$ が, $x=\infty$ における $(SL_{\mathrm{I}})$ の Stokes 係数である.
こうした $(SL_{\mathrm{I}})$ の Stokes 係数の性質を詳しく調べたのは, Its, Kapaev, Kitaev と

いったロシアの人達であった (もっとも彼らは, $(SL_{\mathrm{I}})$ という 2階の単独方程式ではな
く, それと同等な連立方程式系を扱っているのだが... ). 例えば, $(SL_{\mathrm{I}})$ という方程式
は無限遠点を除いては $x=\lambda$ に (見かけの) 特異点を持つのみでありしかもその回りで
のモノドロミー行列は単位行列の $(-1)$ 倍であること, 他方 (12) の形式解 $\Psi\pm$ (より正
確にはその各係数) を $\arg x=0$ から $\arg x=2\pi$ まで (つまり $x=\infty$ の回りを–周)
解析接続すればそれぞれ $i\Psi_{\mp}$ (複号同順, $i$ は虚数単位) となることから, (14) で与え
られる行列 $S_{j}$ は次式を満たさねばならない (cf. [Ka], $[\mathrm{K}\mathrm{a}\mathrm{K}\mathrm{i}]$ , [Ki2] etc.).

(1.6) $s_{\mathrm{s}}S_{4}S3S2s1=$ .

これより $(SL_{\mathrm{I}})$ の Stokes 係数の満たすべき函数等式

(17) $1+s_{jj}-1^{\mathit{8}}+iS_{j2}+=0$ $(j\in \mathbb{Z})$

(但し $s_{j+5}=s_{j}$ により任意の整数 $j$ に対して $s_{j}$ は定義されているとみなす) が得られ
る.

Remark.
$.\mathrm{t}$

この函数等式から, 独立な Stokes 係数の個数は 2であることを見るのは易
しい. 実際, 例えば $1+s_{2}s_{3}\neq 0$ においては $s_{2}$ と $s_{3}$ が独立なパラメータとなり, 他の

$s_{j}$ は (17) を用いて

(18) $s_{1}= \frac{i-s_{3}}{1+s_{2}s_{3}}$ , $s_{4}=.. \frac{i-s_{2}}{1+S_{2}s_{3}}$ , $s_{5}=i(1+s_{2}S_{3})$

のように表される. 独立な Stokes 係数の個数が 2であるというのは, $(P_{\mathrm{I}})$ が 2階の方
程式であることに対応している.
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即ち, $(SL_{\mathrm{I}})$ の Stokes 係数は

(19) $\mathcal{M}=\{(s1, s2, s3, S_{4},\mathit{8}5)\in \mathbb{C}^{\mathrm{s}};. 1+S_{j}-1s_{j}+iSj+2=0(j\in \mathbb{Z})\}$

という多様体に含まれる. この多様体 $\mathcal{M}$ をロシアの人達は “manifold of monodromy
data”, あるいは “monodrorny manifold” と呼んだ.
さて, この多様体 $\mathcal{M}$ に関して, Kapaev-Kitaev $[\mathrm{K}\mathrm{a}\mathrm{K}\mathrm{i}]$ において次の結果が報告さ

れた.

$\mathrm{m}\perp 1_{1\mathrm{e}\cup \mathrm{F}}\mathrm{e}_{1}\neg\overline{1}- 1\tau 1(/\mathrm{K}\mathrm{a}\mathrm{D}\mathrm{a}\mathrm{e}\mathrm{v}$-Kitaev, $\mathrm{r}_{Y_{\mathrm{x}}\mathrm{a}\mathrm{K}\dot{i}_{\mathrm{I}l}}|1\backslash$

$(P_{\mathrm{I}})$ の解と多様体 $\mathrm{A}l$ は bijective に対応する. 即ち, $(P_{\mathrm{I}})$ の解 $\lambda(t)$ に対して, それ

を $Q_{\mathrm{I}}$ に代入して得られる線型方程式 $(SL_{\mathrm{I}})$ の Stokes 係数 $(s_{1}, \cdots, s_{5})$ を対応させる自
然な写像

(20) { $(P_{\mathrm{I}})$ の解} $\ni\lambda(t)$ $-$ (対応する $(SL_{\mathrm{I}})$ の Stokes 係数) $\in \mathcal{M}$

は, 全単射である.

詳しい証明については [Ki2] を見てほしい ([Kil], [Ki3] も参照). 何かの参考にでもな
るかと思い, 証明の概略を以下の Appendix で述べた.
この定理により, $(P_{\mathrm{I}})$ の初期値空間 $\Sigma^{(2)}$ は上記の多様体 $\mathcal{M}$ と同–視できること

になった. 我々の考えたい問題 [インスタントン解と初期値空間の関係は ? 」 に対して
も, この同–視が手がかりになる. 実際, [T3] において, インスタントン解の場合に対
応する $(SL_{\mathrm{I}})$ の Stokes 係数が explicit に (formal だが $\eta$ に関して all order で) 計算さ
れた. それをまとめたのが表 1である.

[For $i)\mathrm{A}\pi/5<\arg\lambda_{0}<3\pi/5$ ] $[For-3\pi/5<\arg\lambda_{0}<-2\pi/5]$

$\{$

$s_{1}$ $=$ $ie^{-i\pi E/}2-i\beta x(-E)$

$s_{2}$ $=$ $-\alpha\chi(E)e^{-i}\pi E/4$

$s_{3}$ $=$ $i\beta\chi(-E)e^{iE/2}\pi$

$s_{4}$ $=$ $ie^{-i\pi E/2}+\alpha\chi(E)e^{-}3i\pi E/4$

$s_{5}$ $=$
$ie^{i\pi E/2}$ .

$\{$

$s_{1}$ $=$ $ie^{i\pi E/}-2i\beta x(-E)$

$s_{2}$ $=$
$ie^{-i\pi E/2}$

$s_{3}$ $=$ $ie^{i}-\alpha\pi E/2\chi(E)e3i\pi E/4$

$s_{4}$
$=i\beta\chi(-E)e^{-}i\pi E/2$

$s_{5}$ $=$ $\alpha\chi(E)e^{i\pi}E/4$ .

但し $E=-8\alpha\beta$ , $\chi(z)=\frac{\sqrt{\pi}}{\Gamma(z/4+1)}2z/4+1$ .

表 1: インスタントン解の場合に対応する $(SL_{\mathrm{I}})$ の Stokes 係数

インスタントン解については, 対応する $(SL_{\mathrm{I}})$ の Stokes 係数の具体形は, Painlev\’e 方

程式の変数 $t$ が属する Stokes 領域によって異なる (実際, Stokes 曲線の上では well-
defined ではない. ) 表 1では, 特に $\{t\in \mathbb{C} ; -\pi/5<\arg t<\pi/5\}$ どいう Stokes
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領域における結果を記した ここで, $(P_{\mathrm{I}})$ のインスタントン解は, $\lambda_{0}(t)=\pm\sqrt{-t/6}$

の複号の選び方により 2種類あったことに注意して欲しい (それぞれ $\lambda_{\mathrm{I},\pm}(t;\alpha, \beta)$ とい
う記号で表すことにする). 対応する $(SL_{\mathrm{I}})$ の Stokes 係数の形は, この $\lambda_{0}(t)$ の複号
の選び方にも依る. 表 1の左側は, 上記の Stokes 領域において $\arg\lambda_{0}$ として $2\pi/5<$

$\arg\lambda_{0}<3\pi/5$ を満たすものを取った時の $(SL_{\mathrm{I}})$ の Stokes 係数を, 同様に右側は,
$-3\pi/5<\arg\lambda_{0}<-2\pi/5$ を満たすものを取った時の Stokes 係数をそれぞれ記述した
ものである
ここまでの結果をまとめると, 次のようになる.

初期値空間 manifold of monodromy data インスタントン解

$\Sigma^{(2)}$ $\cong$ $\mathcal{M}$ $arrow$ $\{\lambda_{\mathrm{I},\pm}(t;\alpha, \beta)\}$

左側の同型写縁は (20) で与えられたもの, 右側の左向きの矢印は表 1で記述されたイン
スタントン解から $(SL_{\mathrm{I}})$ の Stokes 係数への対応である. Kapaev-Kitaev の定理により
$(SL_{\mathrm{I}})$ の Stokes 係数は $(P_{\mathrm{I}})$ の初期値空間を与えていると見なせるので, 同–の Stokes
係数 $(s_{1}, \cdots, s_{5})$ を与えるようなインスタントン解 $\lambda_{\mathrm{I},+}(t;\alpha, \beta)$ と $\lambda_{1,-}(t;\tilde{\alpha},\tilde{\beta})$ は $(P_{\mathrm{I}})$ の

同じ解を表現しているはずである. 更に, $\lambda_{0}(t)$ の同じ分枝を選んだ解同士の間にも,
異なるパラメータ $(\alpha\beta))$ を持ちながら対応する Stokes 係数が–致する場合があるので,
これらの解も $(P_{\mathrm{I}})$ の同じ解を表しているということになる. こうした「貼り合わせ」を
通じて, インスタントン解 $\lambda_{\mathrm{I},\pm}(t;\alpha, \beta)$ は, $(P_{\mathrm{I}})$ の初期値空間と結び付いているのであ
る.

$(P_{\mathrm{I}})$ の場合は, –応これで第 1節で述べた問題に対する–つの解答が与えられたとい
うことになるだろう. しかし, Painlev\’e 方程式全体を見渡した時, これでは満足すべき
解答が得られたとは言えないと思う. 少なくとも初期値空間とインスタントン解につい
ては, 全ての Painlev\’e 方程式に対して統–的な記述が得られている. ところが “man-
ifold of monodromy data” については, II 型に対しては OK であり (cf. [Ki3]) IV
型に対してもいくつかの結果はあるものの, 一般の場合にはまだ具体的な記述は得られ
ていないように思われる (例えば [FIK] も参照). . 我々としては, できれば初期値空間
とインスタントン解を直接に結び付けるような mechanism が欲しい. ( $(P_{\mathrm{I}})$ の場合で
も, 上記の同型写像 (20) は非常に超越的であり, 少なくとも筆者には「直接に」結び付
いた感じがしない. ) もしそうしたものが見い出されたならば, 初期値空間の具体的な
記述を与えた Takano 等の仕事 [ST], [MMT] とインスタントン解との関連 (–例を挙げ
れば, Takano 等の記述において用いられた貼り合わせのチャートの枚数と, インスタ
ントン解の個数 即ち $\lambda_{0}$ を決定する代数方程式の次数, とが–致するという事実) もよ
り明らかになるのではないかと期待される. こうした初期値空乱との関連や, 解同士の
間の貼り合わせの構造を直接的に見ることができるようなインスタントン解の解析的な
意味付けは, どのようにすれば得られるのだろうか ?

111



Appendix Kapaev-Kitaev の定理の証明の概略
この Appendix では, Kapaev-Kitaev の定理の証明の概略を述べる. 単に「証明の流
れ」を追うだけなので, 詳しい証明に興味を持たれた方は原論文 [Ki2] 及び [Kil] を参照
されたい ([Ki3] も参考になろう).
以下, 大きなパラメ一 $p\eta$ は恒等的に 1と仮定する. また, 例えば $s_{2}s_{5}\neq 0$ が

成り立つような時のみを考えることにする. 彼らの証明においては, 2階の単独方程式
$(SL_{\mathrm{I}})$ の代わりに, $(SL_{\mathrm{I}})$ と同等な次の連立方程式系を扱う.

(21) $\frac{a^{J}\Psi}{dx}=(’(4x+t+24\lambda 2)\sigma 3^{-}i(4\lambda_{X}22\lambda 2)\sigma 2^{-(}2\nu X+-_{x}^{1\backslash })\sigma 1)+t+2\perp\Psi$

但し

(22) $\sigma_{1}=$ , $\sigma_{2}=$ , $\sigma_{3}=$ .

$(P_{\mathrm{I}})$ の解 $\lambda(t)$ (より正確には $(H_{\mathrm{I}})$ の解 $(\lambda(t),$ $\nu(t))$ ) に対して, それを係数に代入した
方程式 (21) の $x=\infty$ における Stokes 係数 $(s_{1}, \cdots, s_{5})$ を対応させる写像が全単射であ
ることを言えば良い.

単射であること

単射を示すのは難しくない. 実際, $(P_{\mathrm{I}})$ の 2つの解 $\lambda_{1}(t)$ と $\lambda_{2}(t)$ が同じ Stokes 係数
を与えたとしよう. この時, $\Psi_{1},$ $\Psi_{2}$ をそれぞれ対応する (21) の解 (基本解系) であっ
て, 例えば第 3節に出てきた角領域輪における漸近的な性質で–意に定まるものとすれ
ば, $\Psi_{1}$ と $\Psi_{2}$ は $x=\infty$ の回りの全ての角領域で同じ漸近展開を持つので, $\Psi_{1}^{-1}\Psi_{2}$ は

全平面で正則かつ有界となる. 従って, Liouville の定理から $\Psi_{1}=\Psi_{2}$ , よって $\lambda_{1}(t)=$

$\lambda_{2}(t)$ を得る.

全射であること

まず $\phi=\arg t$ を, 例えば $3\pi/5+\epsilon\leq\phi\leq\pi-\epsilon(\epsilon>0)$ を満たすように固定した上で,
次の変換 (“ $\mathrm{B}_{\mathrm{o}\mathrm{u}}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{X}$ transformation”) を行う.

$\xi=(e^{-i\phi}t)-1/4x$ , $\tau=\frac{4}{5}(e^{-}t)^{5}i\phi/4$ ,
(23)

$\lambda=(e^{-i\phi}i)^{1/2}u$ , $\nu=e^{-i\emptyset(e^{-}t)^{3}}i\phi/4(v+\frac{2u}{5\tau})$ .

以下, $\tau$ を大きなパラメータと考えて, $\tau$ に関する漸近解析の視点から方程式 (21) を
解析する. その WKB 解を

(24) $\Psi_{\pm}=\exp(\tau\int^{\xi}\mu(\xi)d\xi)\cross$ ( amplitude )

で表そう. ここで $\mu(\xi)$ は次式で与えられる

(25) $( \mu(\xi))^{2}=16\xi^{8}+8e^{i\phi}\xi^{4}+4a\emptyset\xi^{2}+b\phi+(\frac{2}{5\tau\xi})^{2}$ ,
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但し

(26) $a_{\phi}=e^{-2i\phi}(v+ \frac{2u}{5_{\mathcal{T}}})^{2}-2ei\phi 4u3u-$ , $b_{\phi}= \frac{8}{5t}e^{-i\phi}(v+\frac{2u}{5\tau})$ .

(25) の定める $\mu(\xi)$ の Riemann 面を, 以下では $\Gamma$ で表す.

Step 1 (Direct problem の考察) 次の仮定 $(ASs)$ を置く.

$(Ass)$

’

$a_{\phi}$ $=$
$A_{\phi}+\underline{B_{\phi}}$ with $A_{\phi}=\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{S}\mathrm{t}.$ , $B_{\phi}=O(1)$

’

$b_{\phi}$ $=$
$o( \frac{1}{\tau})^{\mathcal{T}}$

(as $\tauarrow\infty$).

仮定 $(Ass)$ の下では, Riemann 面 $\Gamma$ は漸近的には次の Riemann 面 $\hat{\mathrm{r}}*$ で近似される.

(27) $\hat{\Gamma}^{*}:$ $w^{2}=z^{3}+ \frac{1}{2}e+\frac{1}{4}A_{\emptyset}=(i\emptyset_{Z}z-z1)(_{Z}-Z_{2})(_{Z}-Z_{3})$ (但し $z=\xi^{2}$ )

この $\hat{\mathrm{r}}*$ に付随する楕円函数を $u^{*}$ で表そう (Boutroux により見い出されたように,
$(P_{\mathrm{I}})$ の解はこのかに漸近的に近付くと期待される. ) 即ち, $u^{*}$ は微分方程式

(28) $e^{-2i\phi}( \frac{du^{*}}{d\tau})^{2}=4(u^{*})^{3}+2eu^{*}+i\emptyset A_{\phi}$

の解であり, Weierstrass の $\wp$ 函数を用いて

(29) $u^{*}=\wp(e^{i\phi}\tau-\tau 0*\cdot.g_{2},g3)$ , $g_{2}=-2e^{i\emptyset},$ $g\mathrm{s}=-A\phi$

と表される. 但し, 我々は $(ASs)$ を仮定しているので, 独立変数 $\tau$ は

(30) $\tau\in D_{\epsilon}=\{\tau\in \mathrm{R};|(e^{i\phi}\tau-\mathcal{T}0)-(\frac{n}{2}\Omega^{*}+a\frac{m}{2}\Omega^{*}b)|\geq\epsilon\}$

という領域のみを動くものとする. ここで

(31) $\Omega_{a,b}^{*}=\oint a,b\frac{dz}{w(z)}$ , $J_{a,b}^{*}= \oint a,bw(Z)d_{Z}$

( $a,$
$b$ はそれそれ, 分岐点 $z_{1}$ と $z_{3}$ を結ぶカット, および $z_{2}$ と $z_{3}$ を結ぶカットの回り

を–周する $\hat{\mathrm{r}}*$ 上の閉曲線). .

さて, 以上の準備の下で, 線型方程式 (21) に Fedoryuk 流の WKB 解析を適用す
る. 少々長い計算の後に, Stokes 係数 $s_{2},$ $s_{5}$ の漸近形

(32) $s_{2}\sim s_{2}^{*}$ , $s_{5}\sim s_{5}^{*}$

を得ることができる. 実際, $S_{2}^{*},$ $s_{5}^{*}$ は上記の閉曲線 $a,$
$b$ 上のある種の周回積分の形で具

体的に表される. (特に $\tau_{0},$ $B_{\phi}$ に depend する. )

Step 2. (Inverse problem の考察) 次に, 上で求めた具体的表示式を逆に解いて, 更
に上記の計算が正当化されること (つまり, 仮定 $(ASs)$ が正しいこと) を示さねばなら
ない.

$\mathfrak{l}$次の補題が基本的である.
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Lemma 1 $D_{\epsilon}$ 上 $B_{\phi}$ が有界となる為の必要十分条件は

(33) ${\rm Re} J_{a}^{*}={\rm Re} J_{b}^{*}=0$

で与えられる. 更に, この条件 (33) を満たす $A_{\phi}$ は $\phi$ の–価函数として–意に定まる.

この補題と上で求めた具体的表示式から, 任意に与えられたぎ $=(s_{1}, s_{2}, \cdots, S_{5})$ に対し
て, $u^{*}(\tau)=u^{*}(\tau, sarrow),$ $\tau_{0}=\tau \mathrm{o}(sarrow),$ $B\emptyset=B\phi(\tau, sarrow)$ , A\mbox{\boldmath $\phi$}=A\mbox{\boldmath $\phi$}(勧が定まる. 例えば

$\tau_{0}$ $=$ $\frac{1}{4\pi i}(^{\wedge}r_{\iota\iota_{b^{\grave{\mathrm{l}}}}^{*\prime\text{、}}\mathrm{o}\mathrm{g}(^{\frac{S;}{s_{2}}}}.\text{士^{へ}+}\grave{1}\mathrm{o}\mathrm{g}(’iS2\text{、}\backslash )$ ,

$B_{\phi}$ $\log(\frac{s_{2}}{s_{5}})$ .

更に, $u(\tau$ ,めを次の微分方程式の解として定義する.

(34) $e^{-2i\phi}( \frac{du}{d\tau}+\frac{2u}{5_{\mathcal{T}}})^{2}-2e^{i}\phi u-4u^{3}=a_{\phi}=A_{\phi}+\frac{B_{\phi}}{\tau}$ .

この時, 次の (I) と (II) が証明できる.

(I) $u(\tau, sarrow),$ $(du/d\tau)$ ( $\tau$ , ぎ) は $D_{\epsilon}$ において有界 従って, 特に仮定 $(Ass)$ は正しい.

(II) そこで, $u(\tau, sarrow)$ に対して Step 1を適用する. 結果として monodromy data $s_{\star}arrow=$

$s_{\star}(arrow\tau)$ が得られるが, これに関して次の漸近式が成り立つ.

$u(\tau, sarrow)\sim u^{*}(\tau, S_{\star})arrow$ ,
$\tau_{0}(_{S)(^{arrow})}^{arrow}\sim\tau 0s_{\star}, B_{\phi}(_{\mathcal{T},S}\sim)\sim B_{\phi}(_{\mathcal{T}s_{\star}},\prec)$ ,
$s_{2}\sim s_{2},\star$ ’ $s_{5}\sim s5,\star$

(“asymptotically solvable” と呼ばれる).

最後に, Brouwer の不動点定理を利用すれば, この asymptotical solvability から真
に solvable であることが導かれる. 即ち, 任意に与えられたぎ $=(S1, S2, \cdots, s5)$ に対し
て, 次の性質を満たす $(P_{\mathrm{I}})$ の解 $\lambda(t)$ が存在することが結論される.

(i) その monodromy data はぎに–致する.
(ii)

$\lambda(t)\sim|t|^{1}/2\wp(e^{i\phi}\mathcal{T}-\tau_{0} : g2, g_{3})$ $(\tau\in D)\epsilon$

(但し $g_{2}=-2e^{i},$$g3=-\phi A_{\phi},$ $\tau=\frac{4}{5}|t|5/4,$ $\emptyset=\arg t.$ )
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