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要旨 : Banach 空間に Hlawka型不等式が導入され、 その最良定数が考察

される。 特に Hilbert空間においてその最良定数の値が決定される。

本論の目的は、 [12] の続きを話すことにある。 しかしながら話しの関係上 [12] の

内容の重複を許されたい。

さて Hilbert 空間の任意の元 $x,$ $y,$ $\mathrm{z}$ について常に

$|x+_{\mathcal{Y}}|+|y+z|+|\overline{\mathrm{c}}+X|\leq|x|+|y|+|z|+|x+y+z|$

が成り立つが、 これを Hlawka 不等式と言う (cf. [21, [51).

注: もともとは $\mathrm{n}$ 次元ユークリッド空間で考えられた。

勿論 Hilbert空間以外にも Hlawka不等式を満たす空間は沢山あるが、 これを決定す

るとなると困難を究める。 ここでは空間を固定し、不等式自身に目を向け、 次のよ

うな Hlawka型不等式に関する問題を考察する。

問題。 Banach 空間 $X$ と指数 $s,$ $r(\geq 1)$ が与えられたとき、 不等式

$( \#)(|x+_{\mathcal{Y}}|S|\mathcal{Y}+z|^{s}+|_{\mathrm{Z}}+X|^{S}+)\frac{1}{s}C\leq(|X|^{r}+|y|^{r}+|z|^{r}+|X+_{\mathcal{Y}}+_{\mathrm{Z}}|r)^{\frac{1}{r}}(x,y,z\in X)$

を満たす定数 $C$ は存在するか ? もし存在するなら、 その最良定数は何か ?

最初の問題は次の定理により肯定的に解かれる :

Theorem 1. Let $X$ be a real (or complex) Banach space and $s,$ $r\geq 1$ . Then

$(|X+y|^{s}+|_{\mathcal{Y}}+ \mathrm{Z}|^{S}+|\mathrm{Z}+X|^{S})^{\frac{1}{s}}\leq 2^{\iota\frac{2}{r}3}-\frac{1}{s}(|x|^{r}+1^{y}|^{\gamma}+|z|\gamma+|X+_{\mathcal{Y}^{+\mathrm{Z}1^{\gamma}1^{\frac{1}{r}}}}$
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holds for all $x,$ $y,$ $z\in X$ .
略証。 各 $X_{1},$ $X_{2},$ &\in X 及び $p\geq 1$ に対して

$E| \epsilon_{1}x_{1}+\epsilon_{2^{X_{2^{+n}}}}\epsilon_{3}|^{p}=\frac{1}{8}\sum_{\mathrm{x}\epsilon,j=113}|\leq j5\epsilon\iota^{x_{1^{+\epsilon_{2^{X_{2^{+}}}}}}}\epsilon 3^{X_{3}}|^{p}$

と置く。 このとき、 各 $u=a,$ $b,$ $c\in X$ に対して

$|u| \leq E|\epsilon a+1\epsilon_{2}b+\epsilon c3|\leq(E|\epsilon_{1}a+\epsilon_{2}b+\epsilon|^{r}3^{C}\mathrm{I}\frac{1}{r}$

が成り立つので、

$(|a|^{s}+|b|^{s}+ \mathrm{I}^{c}|S)\frac{1}{s}(\leq 3^{\frac{1}{s}}E|\epsilon_{1}a+\epsilon b+\epsilon C|^{\gamma}231^{\frac{1}{r}}$

を得る。 -方 $X$ からそれ自身への変換 :

$= \frac{1}{2}$ .

を考えると、 $(\#)$ は

$(\#\#)$
$(|a|^{s}+|b|S+|C1s)^{\frac{1}{s}} \leq C\cdot 2\frac{2}{r}-1(E|\epsilon_{1}a+\epsilon_{2}b+\epsilon_{3^{C}}|^{r}1^{\frac{1}{r}}$

に変換されるので、 上と合わせて 望ましい式を得る。証終

そこで $(\#)$ の最良定数を $C(s, r;X)$ と書けば、 上の定理から常に

$c(S, r;x) \leq 2^{1}-\frac{2}{r}\cdot 3^{\frac{1}{s}}$ が成り立つ。 もし $X=l_{n}^{\infty}(R)(3\leq n\leq\infty)$ であれば、

$C(s, \gamma;x)=2^{1}-\frac{2}{r}\cdot 3^{\frac{1}{s}}$ であるが、 一般には、 $C(S, \Gamma;X)\neq 2^{1}-\frac{2}{r}\cdot 3^{\frac{1}{s}}$ である。 我々は実

Hilbert 空間に限ってその最良定数を決定したい。分かった事を要約すると、最良定

数は $C(s, r;R),$ $C(s, \gamma;R^{2}),$ $C(s, \gamma;R)3$ を決定すればよいこと。 また完全に決定出来

る指数領域と (我々にとって) 良く分からない指数領域があること等である。

もっと詳しく述べよう。 先ず $\min(S,$ $\frac{s}{s-1})\leq\gamma$ を満たす指数領域については、 次

の結果を得る。

Theorem 2. Let $\mathrm{H}$ be a real Hilbert space. Then

(i) $C(s, r;H)=2^{1-\frac{2}{r}}$ for $2\leq s<\infty,$ $\frac{s}{s-1}\leq r<\infty$ and $\dim H\geq 1$ .

(ii) $C(s, r;H)=21- \frac{\wedge}{r}\cdot 3^{\frac{1}{s}-\frac{1}{2}}$ for $1\leq s\leq 2\leq\gamma<\infty$ and $\dim H\geq 3$ .

(iii) $C(s, \gamma;H)=2\cdot 3\frac{1}{s}(3^{r}+3)^{-^{1}}$’ for $1\leq s\leq r\leq 2$ and $\dim H\geq 1$ .

証明の方針 :(i) $( \frac{s}{s-1}, s)$ -Clarkson 型不等式 確率空間上の $L_{p}-$ ノルムの $\mathrm{P}$ に関
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する単調性及び $(\#\#)$ を応用する。 アテインは $x=y=a(\neq 0),$ $z=-a$ のときである $\circ$

(ii) $(2, 2)$ -Clarkson 型不等式、確率空間上の $L_{p}-$ ノルムの $\mathrm{P}$ に関する単調性及び

$(\#\#)$ を応用する。 アテインは $X=e_{2}+e3^{-e}1’ y^{=e_{3^{+e_{1}}}}-\mathcal{E}\mathrm{z}2’-=e_{1}+e_{2}e_{3}$ のときで

ある。 但し $\{e_{1}, e_{2}, e_{3}\}$ は互いに直交する単位ベクトル。

(iii) $\mathrm{F}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{i}\mathrm{e}\iota-\mathrm{I}\mathrm{W}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{C}^{-}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{c}\mathrm{Z}\mathrm{y}\mathrm{n}\mathrm{S}\mathrm{k}\mathrm{i}$ の結果 $[3]_{\text{、}}$ 確率空間上の $L_{p}-$ ノルムの $\mathrm{P}$ に関する単

調性及び $(\#\#)$ を応用する。 アテインは $x=y=z=a(\neq 0)$ のときである。 証終

更に (ii) の指数領域については次の事が言える。

Theorem 3. $C(s, \gamma;R)<C(S, r;R3)$ for $1\leq s<2$ and $r> \frac{\log 4}{\log 3}(-2+\frac{4}{2-s})$ .

前面。 Let $1\leq s,$ $r\leq\infty$ , and set

$A=:p_{4}^{1}(x)arrow p_{4}^{s}(x)$ , $B=:l_{4}^{1}(X)arrow l_{4}^{1}(X)$

and

$D=:l_{4}^{1}(x)arrow P_{4}^{S}(\mathrm{x})$ .

Then we have $A=DB,$ $C(S, r;X)=|D:{\rm Im}(B) arrow l_{4}^{S}(X)|=\sup_{X\in \mathrm{h}\mathrm{n}(B)}\frac{|Dx|_{s}}{|x|_{r}}x\prime 0$ and

${\rm Im}(B)=(\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}B^{*})^{\perp}=$ $-1111]^{\perp}$ , where ${\rm Im}(B)$ denotes the image of $B:l_{4}^{r}(x)arrow l_{4}^{r}(X)$ . On the

other hand, if $1\leq r<\infty$ , then $|x|_{\infty}=_{\iota} \max_{\leq j\mathrm{s}4}|x_{j}|\leq|X|_{\gamma}\overline{\approx}(\sum_{j--1}4|x_{j}|^{r)|x|_{\infty}}\frac{1}{r}\leq 4^{\frac{1}{r}}$ for all

$x=\in X^{4}$ . Then we have

$C(s, r;X)\leq C(s, \infty;X)\leq 4^{\frac{1}{r}}c(S, r;x)(1\leq\gamma<\infty)$ and $\lim_{rarrow\infty}C(s, r;x)=C(s, \infty;X)$ .

In what follows, we consider the case of $X=R$ . Then we have

(22) $C(s, \infty;R)=|D:{\rm Im}(B)arrow l_{4}^{s}(R)|=\max_{Be\in e\lambda \mathrm{r}B1({\rm Im}())}|De$ $|_{s}$ .

Also since ${\rm Im}(B)$ is a hyper plane of $l_{4}^{\infty}(R)$ , it follows that an extreme point of
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$B_{1}({\rm Im}(B))$ is on the straight line segment combined with two extreme points of $B_{1}(P_{4())}^{1}R$

(cf. [1]). Then we have $extB_{1}({\rm Im}(B))\subseteq_{0\leq\forall_{\leq 1}}E_{\lambda}\subseteq B_{1}({\rm Im}(B))$ , where $E_{\lambda}$ denotes the set of

all $\eta_{\epsilon_{4}}^{\epsilon_{1}}.]+(1-\lambda)\in R^{4}$ such that

(i) $\max_{1\leq j\leq 4}|\lambda\epsilon_{j}+(1-\lambda)\epsilon’|j=1$ ,

(ii) $\lambda(_{\mathcal{E}_{1^{++}}}\epsilon\epsilon_{3^{-\epsilon_{3}}})2+(1-\lambda)(\epsilon_{1}’+\epsilon’+2\epsilon’ 3-\epsilon’)3=0$ ,

(iii) $\epsilon_{j}=\pm 1,$ $\epsilon_{j}^{\mathrm{t}}=\pm 1(j=1, \cdots, 4)$ ,

(iv) $\neq$ mm case of $0<\lambda<1$ . :

By considering the suitable cases, we can conclude that

$C(s, \infty;R)=\max(2,2^{\frac{1}{s}},$ $\frac{2}{3}\cdot 3^{\frac{1}{s}})=2$ for $1\leq s<\infty$ .

On the other hand, solve the inequality $2<2^{1-_{r}}\perp\cdot 3^{\frac{1}{s}\perp}-2(1\leq s<2, r\geq 1)$ for $r$ . Then we

obtain that $r> \frac{\log 4}{\log 3}(-2+\frac{4}{2-s})$ . Therefore we obtain the desired result. 証終

しかしながら、 上の領域について $C(S, \Gamma;R)<C(s, r;R2)<C(s, r;R^{3})$ であるかどう

かは不明である。

次に $\min(s,$ $\frac{s}{s-1})>\gamma$ を満たす指数領域について考察する。 U. Haagerup は、

$C(2, \gamma;H)=2^{\frac{1}{2}-}\frac{1}{r}$ for $1\leq r\leq\gamma_{0}(=1.84742\cdots)$ (where $r_{0}$ is the unique solution of the

equation: $\Gamma(\frac{r+1}{2})=\tau(\frac{3}{2}1,1<r<2$ ) であることを示し、 更に $C(2, r;H)$ for

$r_{0}\leq\gamma<2$ はガンマ関数によって表現されるある定数によって抑えられることを示し

た (cf. [4]). しかしこの定数が最良かどうか不明である。 読者は [6], [7], [8], [9], [10]

等の文献を参照されると良い。 以上のようにこの指数領域は最良定数を決定するの

に困難な領域であるが、 一般に次の事が言える。

Theorem 4. If $1\leq\gamma\leq s<\infty$ , then $C(s, r;R)=C(S, r;H)$ for all non-trivial real Hilbert

space $H$ .
証明の方針 : 先ずMinkowski不等式及びその逆不等式を利用して、 X に関する

cotype 定数と任意の測度空間上の X-値 Bochner可積分関数のつくるある $L$, 空間に
関する cotype 定数は変わらないことを証明し、次に可分な Hilbert空間は
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$L_{p}(R)(p\geq 1)$ に等距離同型に埋め込まれると言う事実 (cf. [3, P. 1231) を用いて結果

を得る。 温品

特に $r=1$ の場合は実際最良定数を決定することができ、次の結果を得る。

Theorem 5. If $1\leq s<\infty$ , then $C(S, 1;H)=2 \frac{1}{s}-\iota$ for all non-trivial real Hilbert space
$H$ .
工匠。 Preserve the notations in the proof of Theorem 3. Note first that the extreme points

of the unit ball of $P_{4}^{1}(R)$ are

$\pm,$ $\pm,$ $\pm,$ $\pm$ .

Since an extreme point of the unit ball of ${\rm Im}(B)$ is on the straight line segment combined

with two extreme points of the unit ball of $l_{4}^{1}(R)$ , it follows from an easy computation that

the extreme points of the unit ball of ${\rm Im}(B)$ belong to the set of the following vectors :

$\pm,$ $\pm,$ $\pm,$ $\pm[_{-\frac{1}{2}}^{0}0\frac{1}{2}$ , $\pm[_{\frac{}{2}}^{0}\frac{1}{2,01}],$ $\pm[_{\frac{\frac{1}{21}00}{2}}]$ .

Hence we have

証終
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