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1 Introduction
整数係数多項式の実数解を求める計算方法はいろいろな方法が知られている。 たとえば

[9] には多項式の複素数解を含めて解法を 29の方法に分類し、 そこの言葉によれば

we present a comprehensive bibliography on roots of polynomials, covering

(hopefully) most published work between the “Dawn of History” and 1994.

の方針の元に多数の参考論文が掲げられている。

[6] では今後の数値計算技術はより高品質 (High Quality) でより信頼性のある (High

Reliability) 方向が必要であると提案している。 これに応えるためにこの小論では最近の数

式処理システムを利用して (整数係数の) 多項式の与えられた区間における実根をすべて前

もって与えられた精度以上で求めるプログラムを提供することを目的とする。 また、 要求

された幅では根が分離できない場合には自動的にその精度を上げて結果を与える。
このような計算のアルゴリズムとして数式処理を用いた場合、 Sturm の定理を用いる方

法が有名である。 Sturm の定理では与えられた多項式 $f(x)$ とその導関数 $f’(x)$ から、 い

わゆる Sturm 列を計算して、 根の分離をする。 この方法では Sturm 列の計算に非常に時

間がかかる (らしい)。 ここでは、 このような深い定理を用いなくても十分に効率の良い方

法を提示する。

2 アルゴリズム

アルゴリズムの本質は次の簡単な事実に基づいている。

定理 1 関数 $f(x)$ における導関数 $f’(x)$ の隣り合う二つの実根を $\alpha,$ $\beta(\alpha<\beta)$ とすれば

$[\alpha, \beta]$ において $f(x)$ は単調である。 したがって、 この区間では $f(x)=0$ の実根は高々$-$

つしか存在しない。
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与えられた関数が多項式の場合はこれを繰り返すことにより、最終的に定数関数になるので

ここから逆に計算をたどることにより与えられた多項式の実根を求めることが可能となる。

3 インプリメントの方針

上の定理をそのまま応用すると $f(x)$ が重複因子を持つ場合、 判定を正確にすることは

出来ない。そこで与えられた多項式の無平方分解を利用する。無平方な多項式とその導関

数は共通根を持たない。さらに、 その実根の前後で関数は必ず符号を変えるので存在する

かどうかの判定が確実に出来る。

実際の数式処理システムには次のような方針でインプリメントした。

$\bullet$ 数式処理では [4, p.428, 上から 5丁目] や [8, $\mathrm{P}^{68_{\mathrm{P}^{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{z}}}\mathrm{p}}.$, の解説を見よ] にもあるよ
うに有理数の計算が重いので、すべての計算を整数で行う。小数点以下 $N$ 桁精度の

計算をするためには与えられた多項式 $f(x)$ を $f( \frac{x}{10^{N}})$ に置き換え、 それの係数を

整数化したものを用いる。

$\bullet$ $f_{j}(x)$ の実根はその存在範囲を他の実根と重複しないような区間で与える。

4 根の分離のアルゴリズム

根の分離に関するアルゴリズムの方針は次のとおりである。

$f(x)$ を与えられた関数とする。 この関数の区間 $[a, b]$ に実根があるかどうかの判定をす

る。 ただし、

$\bullet$ $f(x)$ と $f’(x)$ には共通根がない。

$\bullet$ $b$ は上の区間における唯–の $f’(x)=0$ 実根である。

$\bullet$ $\alpha$ と $\beta$ は有理数で $\alpha\leq b\leq\beta$ を満たす。

が成立しているものとする。前節の方針により、 $\alpha$ と $\beta$ は整数として良い。

1. $f(a)$ の符号と $f(\alpha)$ の符号が異なれば区間 $[a, \alpha]$ に $f(x)$ の実根が存在する。

2. $f(a)$ の符号と $f(\beta)$ の符号が異なれば区間 $[a, \beta]$ に $f(x)$ の実根が存在する。

3. 区間 $[\alpha, \beta]$ の幅が 1 より大きいときは、 この区間の幅を半分にして上記のことを

行う。

4. 区間の幅が小さく出来ないときは ($\beta-\alpha=1$ となっている。 ) 区間演算により $f(x)$

の区間 $[\alpha, \beta]$ における符号を定める。符号が定まればこの区間に $f(x)$ の実根はない。

235



5. $g(x)=f(\alpha+x)$ とおき、 $g(x)$ の区間 $[0,1]$ における符号を区間演算で決定する。

6. 符号が定まらないときは精度を上げて繰り返す。

5は重要な条件である。与えられた多項式によってはこの判定条件がないと不必要に途中

の計算精度があがることがあった。たとえば竹島 [7] の場合、 この判定条件を省くと計算

時間が 10倍以上になり、得られた解の精度を 30桁指定しても、得られた解は 50桁を超し

ていた。 このようなことが起こると計算の効率が落ちる。 また、 これらの条件をチェック

する順番を変えただけでも計算時間に大きな変化が生じた。 (一般には区間演算による計算
の最終結果の区間の幅は、考えている区間の幅が狭いほうが狭い。 また、 同じ区間の幅を

持っていても原点に近いほうが計算結果の幅が狭いことが経験上知られている。 )

5 解の精度を上げるアルゴリズム

解の精度を上げるときの計算は整数の範囲における Newton 法を用いた。整数だけで計

算を行うことと、近似解が単調減少か単調増大になるのかを前もってチェックしないので

次のようなアルゴリズムを構成した。 また、 一度に自的の精度まで上げた多項式ではじめ

るのではな $\langle$ Newton 法の二乗収束の性質を利用しして、精度を初期値から約 2倍づっ上

げていく方法をとった。

$f(x)=0$ の実根が区間 $[\alpha, \beta]$ にただ $-$つあり、 それが単根であるとする。 (ただし、 $\alpha,$
$\beta$

はともに整数とする。 )

1. $\gamma=\alpha$ とおく。

2. $f’(\gamma)=0$ のときは Newton 法が適用できないので $\gamma^{*}=\frac{\alpha+\beta}{2}$ (整数の範囲で計算す

る。 ) そうでないときは次のステップで $\gamma^{*}$ を計算する。

3. $\gamma^{*}=\gamma-\frac{f(\gamma)}{f’(\gamma)}$ とおく。 (ここの除法も整数の範囲で行う。 )

4. $\gamma^{*}<\alpha$ または $\gamma^{*}>\beta$ のときは Newton 法が無効なので $\gamma^{*}=\frac{\alpha+\beta}{2}$ とする。

5. $\gamma^{*}=\alpha$ のときは Newton法の計算が収束した可能性が大きいので $\gamma^{*}=\alpha+1$ とおく。

6. $\gamma^{*}=\beta$ の場合も同様の理由により $\gamma^{*}=\beta-1$ とおく。

7. $f(\gamma^{*})$ の符号を調べ、 $f(\alpha)$ の符号と同じならば $\alpha=\gamma^{*}$ , 異なれば $\beta=\gamma^{*}$ とおく。

8. $\gamma=\gamma^{*}$ とおく。
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9. $\beta-\alpha>1$ であれば 2に戻る。

このアルゴリズムでは区間の幅が必ず、減少するので有限回の後に必ず計算は停止する。
Newton 法では解の存在する区間の片方の端から実際の解に単調に近づいてくるので [2,
$\mathrm{p}.79$ Theorem 4.8] 変化しなくなった場合の特別な扱いのところ 5,6は重要である。

6 実行例と計算時間

この方針の元に $\mathrm{R}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{a}/\mathrm{A}_{\mathrm{S}}\mathrm{i}\mathrm{r}$ , Pari-gp と pari ライブラリモード (in C) 上にインプリメン
トした関数は

findrealzero ( $\mathrm{p}_{0}1\mathrm{y}$ , Low, High, Prec)

findrealzeroall ( $\mathrm{P}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{y}$ , Prec)

の二つである。 Poly は解くべき多項式、 Low と High はそれぞれ根を求める区間の左端
と右端の値、 ( $\mathrm{f}$ indrealze.roall の場合は根の存在範囲を係数から自動的に評価するので
指定は不要) Prec は根を求めるための小数点以下の桁数である。たとえば

findrealzero $(\mathrm{x}^{arrow}2^{-}2, -4,4, 10)$

とすれば区間 [-4, 4] にある $x^{2}-2=0$ の根を小数点以下 10桁の精度で求める、 つまり
\pm 禰を小数点以下 10桁まで求めることになる。 この結果は

$[[[-14142135624,10]$ , [-14142135623,10], 1],

[[ $14142135623,101$ , $[14142135624,10]$ , 111

となる。 これは二つの区間

$[-14142135624\cross 10^{-10}, -14142135623 \cross 10^{-10}]$ ,
$[14142135623 \cross 10^{-10},14142135624 \cross 10^{-10}]$

にそれぞれ重複度が 1の根が存在することを意味しているので

$1.4142135623\leq\sqrt{2}\leq$ 1.4142135624

となることが分かる。

例 2次の表は $[0,1]$ 区間におけるルジャンドルの多項式 $P_{n}(x) \frac{1}{n!}\frac{d^{n}}{dx^{n}}(x^{2}-1)^{n}$ を $n=$

$5,10,$ $\ldots,$
$300$ と 5次おきに根の有効精度を小数点以下 30桁の精度で pari-2.0.l6beta の

ライブラリーモード上で計算した場合の計算時間とそれぞれの計算終了後の pari のスタッ
ク消費量である。 ($OS$ は FreeBSD $\mathit{3}.\mathit{2}_{\text{、}}$ $CPU$ は Athlon $\mathit{5}\mathit{0}\mathit{0}MHz_{\text{、}}\mathit{2}\mathit{5}\mathit{6}MB$ , pari スタッ
クサイズは 1 $\mathit{6}\mathit{0}MB$)
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pari のライブラリーモードで高次の多項式を扱うことが出来るようにするためには、 pari

のスタヅク上に出来る途中のオブジェクトをいかに回収するか (ガーベッジコレクション)

が問題であった。
Athlon $500\mathrm{M}\mathrm{H}\mathrm{z}256\mathrm{M}\mathrm{B}$ Memory FreeBSD 3.2の場合

7 他のシステムとの比較

冒頭にも述べたようにここで問題としているような高次の多項式の実根をある程度の精
度で確実に計算してくれる環境を提示するシステムは少ない。pari-2 .0にインプリメント

されている polroots は数少ないインプリメントのひとつである。 この
$\approx$

) ルゴリズムは [1]

によれば Sh\"onhage のアルゴリズムを Gourdon がインプリメントしたものである。 この

関数は複素根まですべて求める。 pari の polroots は pari のスタヅクを $80\mathrm{M}\mathrm{B}$ の大き

さにとった時 280次ではスタヅクオーバーフローが起きて計算できなかった。これに比べ
$\mathrm{R}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{a}/\mathrm{A}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{r}$ ではそれほどのメモリーを必要としていないことが分かる。

$\mathrm{M}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}_{\mathrm{C}\mathrm{a}}[5]$ における関数 DSolve で 20次程度の多項式を解いてみたところすべて

の根が実数となるべきものがいくつかの根が複素数になってしまったので比較は行ってい
ない。 これらのシステムでは根の計算に浮動小数点を用いている。
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