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1. 概要

連立–次方程式における反復解法の中で、 $\mathrm{C}\mathrm{G}$ 法 (Conjugate Gradient Method) や CR
法 (Conjugate Residual Method) では不完全分解を前処理に使用すると収束が大幅に速く

なることが知られている。 この方式では、 前処理として前進後退代入の計算が必要となり、

有限要素法の場合は、 この前処理の並列化が困難であった。 今回、 ICCG 法 (Incomplete

Cholesky Conjugate Gradient Method) を例にその並列化方法を提案する。提案方法は、収

束性がスカラ処理と同–のものである。

差分法用 ICCG 法の並列化手法として、 収束性がスカラ処理と同 –のものでは、

Hyperplane 法と Block Hyperplane 法が知られている。並列計算では、 計算粒度の大きい

Block Hyperplane 法が効果的である。しかし、有限要素法のような非構造格子系には、位置

座標による視覚的な並列ブロック化手法を適用できない。

本報告では、節点の結合関係のみから自動的に節点を並列ブロック化し、並列化オーバー

ヘッドを低減した並列化方式を提案する。 これにより、 ICCG 法及び MICCG 法の収束性を
保ったまま並列化可能となる。 また、 この並列化手法は–般の非構造格子系に適用できるも

のである。

2. ICCG 法

ICCG 法は、 $\mathrm{C}\mathrm{G}$ 法に前処理として不完全 Cholesky 分解と前進後退代入を加えたものであ

る。 反復計算の中では、 この前進後退代入が計算の主力となる。

〈前進後退代入の手順〉

以下のように $LDL^{\mathrm{r}}q=\Gamma$ から $q$ を求める計算を行う。

$.=i+1$
これらの計算では、 それぞれ $i$ 番目の計算に前進代入では $i$ 番目より前の値を、 後退代入

では $i$ 番目より後の値を必要とする。つまり、 データの依存性があるため自動的に並列化を

行うことができない。 以後、 データに依存関係があることを 「カップリングしている」 と呼
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ぶことにする。

3. 差分法用 ICCG 法の並列化

差分法用 ICCG 法の並列化手法として、 収束性がスカラ処理と同 –のものでは、

Hyperplane 法と Block Hyperplane 法が知られている。 2次元での差分格子における

Hyperplane 法と Block Hyperplane 法の概念図を以下に示す。

※節点番号は左下隅から右に向かって順になっているとする。

O印は節点を表す。

orage 1 oliage $\angle$ oliage $0$

図 I Hyperplane 法 図 2 Block Hyperplane 法

Hyperplane 法では同–ステージ中の各節点はカップリングしていない。すなわち、 独立で

ある $0$ Block Hyperplane 法では同–ステージ中の各節点がブロック単位で独立である。そし

て、 $i$ 番目の節点を計算する時点で、その計算が依存するデータがすべて計算済みとなって

いるので、それぞれスカラ処理と同–の収束性を保ちながら前進後退代入を並列計算できる。

Block Hyperplane 法は Hyperplane 法よりも 1回の計算粒度が大きくなるので、より並列計

算機向きである。

4. 提案方式による有限要素法用 ICCG 法の並列化

提案方式の基本的アイディアは、差分格子における Block Hyperplane 法のように、 スカ

ラ処理と同–の収束性を保つことを考えながら節点をステージごとに独立なブロックにグル

一ピングし、 さらに 1回の計算粒度を大きくすることである。 しかし、 有限要素分割のよう

な非構造格子を扱う場合、 差分格子のように節点の位置座標からでは並列ブロック化を適用

することができない。 そこで、 節点の位置座標からではなく節点の結合関係のみから並列ブ
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ロック化を適用することを考える。

(1) 提案方式による並列ブロック化方法の概要

並列ブロック化は、 各ステージ 2段階の処理で構成される。 まず、 第 1段階で並列ブロッ

ク化の開始点となる節点を選定する。 次に、 第 2段階で各開始点をもとにしてブロック化可

能な節点を選定し、 上限数以内でプロツクにまとめる。 ブロック内節点の上限数は予め決め

ておく。 これら 2段階の処理を 1つのステージと考え、 すべての節点が選定されるまでステ
$-\backslash \sqrt[\backslash ]{}\backslash \backslash$ を繰り返し、 グルーピングを行う。 このとき、 スカラ処理と同–の収束性を保つことを

考えているので、 並列ブロック化は下記の条件に従う。

提案方式の構成にあたって、我々は、 各ステージの第 1段階に行う並列ブロック化開始点

の選定方法と第 2段階に行うブロック化方法は手法の上で独立に考えて良い、 ということを

発見した。

(2) ステージの第 1段階と第 2段階の方法を独立に考えて良い理由

同–ステージのブロック $A,$ $B$ について考える。 ブロック内の任意の節点 $x\in A$ と $y\in B$ が

図 3のように仮にカップリングしていたとする。

図 3 カップリングの仮定

ここで、 節点 x と節点 $y$ が結合し、 $x$ の節点番号が $y$ の節点番号より大きいと仮定すると、

上記の並列プロツク化の条件 I から、 節点 $x$ が選定される前に節点 $y$ が選定済み節点になっ

ていることになる。 しかし、 節点 $x$ と節点 $y$ は同–ステージ中で選定され、両者が選定され

るブロックが異なるため上記の並列ブロック化の条件 II に矛盾する。 したがって、 スカラ処
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理と同–の収束性を保つという条件の下では、 どのように開始点を選定しブロック化しよう

と同–ステージにおける各ブロック同士が依存関係を持つことは有り得ない。 これは、 ステ

$-\sqrt[\backslash ]{}$の第 2段階のブロック化方法が第 1段階の並列ブロック化野始点の選定方法に依存しな
い処理であることを意味する。

また、 各ブロックは同–ステージ中の他ブロックに関わらず独立に構成されるので、 ステ
-\sim

$\sqrt$“‘第 2段階のブロック化の処理も並列に行うことができる。

(3) 提案方式

各ステージの第 1段階に行う並列ブロック化開始点の選定方法と第 2段階に行うブロック
化方法は手法の上で独立なので、それぞれ別個に処理方式を考えて良い。そこで、 並列ブロ

ック化開始点の選定方法では開始点用カウンタを用い、ブロック化方法では順序木を用いる

ことにする。 開始点用カウンタと順序木については、 各項目で説明する。

(a) 並列ブロック化の手順

提案方式による並列ブロック化の手順を図 4に示す。

図 4 並列ブロック化手順

(b) 並列ブロック化開始点の選定 (第 1段階)

開始点用カウンタは、 カップリングしている節点の内、 自分より小さい番号の未選定節点

の個数を表す。有限要素分割におけるカウンタの例を図 5に示す。
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Stage 1 :

〈開始点用カウンタ〉

$\rceil$ $0$ $‘\supset$ $\Lambda$ $\mathrm{K}$ $c$ $\mathrm{r}_{7}$ $0$ $0$

$arrow$

$\perp-\cdot\angle-s$

Stage 2 :
〈開始点用カウンタ〉

$arrow$

選定された節点とする

図 5 カウンタの例

未選定節点 (カウンタの値が $0$ 以上の節点) を候補として、 カウンタの値が $0$ となっている

すべての節点を並列ブロック化開始点として選定する。 これは、 開始点とカップリングして

いる節点の内、 開始点より小さい番号の節点が前ステージですべて選定済み節点となってい

ることを意味する。

このとき選定される節点 (開始点) 同士はカップリングしていない。すなわち、 互いに独

立な節点である。

(c) ブロック化 (第 2段階)

順序木は、節点の結合関係と節点番号の大小関係を表す。カップリングしている節点の内、

節点番号の小さい方を親、 大きい方を子と名付ける。カップリングしている節点を結ぶ矢印

は、 親から子へ向ける。有限要素法の三角形要素における順序木の例を図 6に示す。
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親

$\downarrow$

子

1

$\swarrow$ $\searrow$

$2$ 3

2

$\swarrow$ $\searrow$

$3$ 4

3

1
4

図 6 三角形要素における順序木の例

1つのブロックにまとめる節点の上限数は予め決めておく。ステージの第 1段階で選定さ

れた開始点を最初の基準節点として、 それに続くブロック化可能な節点を下記のように選定

していく。

Step 1: 基準節点のすべての子を候補節点とする。

Step 2: 候補節点の中から、 節点番号の小さい順に下記の条件で判定し、 条件を満た

していれば選定節点とする。

(選定条件) すべての親が選定済み節点となっている。

ここで、 選定済み節点とは、 前ステージまでのすべての選定節点と、 構成中である自ブロッ

ク内の選定節点を合わせたものである。 したがって、 ここで選定された節点は自ブロック内

では選定済み節点として扱うが、 同–ステージ中の他ブロックでは未選定節点として扱う。

Step 3: 選定節点となった順に、 選定節点を次の基準節点として Step 1へ戻る。

以上の Step 1\sim 3を、 ブロック内節点が上限数に達するか、 ブロック化可能な節点がなく

なるまで繰り返す。

(d) プロセッサ数に合わせた並列ブロック化の実現方法

実際の計算では、 同–ステージにおける各ブロック内の節点数が均等であることが望まし

い。 そこで、 プロセッサ数を考慮した並列ブロック化の実現方法の例を以下に示す。
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例) ステージの第 1段階で選定された開始点を、ステージの第 2段階の最初にプロセッサ

数分のブロックへ振り分けてからブロック化する。

並列プロ・‘J 々イヒ聞胎占 $rightarrow$ $\cap$ $\cap$ $-$ $-$ $-$ $\cap$ $\cap$

ブロック

5. 性能評価

(1) 計算対象と評価方法

HITACHI SR8000 (1 ノード 8CPU, 8GFLOPS, ノード内は共用メモリ) による計算時

間で評価する。計算対象は、 図 7に示すモデルを有限要素法で離散化した連立–次方程式と

する。

$<\yen^{\wedge}\urcorner^{-}\mathrm{K}\triangleright]>$ <モデル $2>$

境界条件

表 3面:「 $2$

裏 3面:「 $1$

$-div\mathrm{t}^{k}$ .grad $(\mathcal{U})\}=f$ $|\mathrm{n}\Omega$

11

図 7 計算対象モデル

下記のシリアル版とパラレル版の計算時間を比較し、 提案方式の並列効果を調べる。
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ブロック内節点の上限数 $B$ を下記のように決める。

$B=\sqrt{\frac{N}{P}}$ , $\{NP$
:

$\wedge g3\mathrm{i}\beta \mathrm{c}\mathrm{P}\mathrm{U}\text{数}f|\backslash 5\text{数}$

ここで、 パラレル版の理論計算時間 $T$ は以下のようになる。

$T=T+T_{\wedge}$ .
$\rfloor$

$T_{1}$ :CPU数の増大に伴って減少する部分の時間
1 $\angle 2$ ’

$)$
$T_{2}$ : 並列化オ–1\‘‘一ヘッド部分の時間

$\{$ $T_{1}= \tau_{2}=(c_{\cross S})’ \mathrm{x}L\frac{t}{P\mathrm{x}U}$

,

$\{$ $Ut$
$.\cdot$.

$\mathrm{C}\mathrm{P}\grave{\backslash }J^{1\mathrm{J}\text{ア})\mathrm{s}}\mathrm{U}\otimes \mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\mathrm{h}R$

(
$\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{J}\ovalbox{\tt\small REJECT}\sigma 1\mathrm{c}$

PU) での計算時間

ブロック内節点の上限数 $B$ を大きくすると、 ステージ数 $S$ が減少し $T_{2}$ は減少するが、 CPU
の使用効率 $U$ が下がるので $T_{1}$が増加する傾向にある。逆に、 $B$ を小さくすると、 $S$ が増加す

るので $T2$ は増加するが $\text{、}$

$U$ が上がるので $\tau 1$ が減少する傾向にある。

モデル 1とモデル 2における並列効果の理論値と実測値を、図 8, 図 9に示す。

$\mathrm{q}\mathrm{o}\vee \mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\mathrm{k}\vee\wedge$

$\frac{\mathrm{i}_{\backslash }\mathrm{R}_{\lambda}}{\overline{\mathrm{K}}}$

捌

38,919 154,639 347,159 $\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{b},4/9$ $9\mathrm{b}’\angle,\mathrm{b}99$

$(200^{2})$ $(400^{2})$ $(600^{2})$ $(800^{2})$ $(1000^{2})$

次元数 (節点数)

図 8 モデル 1における並列効果
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$\mathrm{f}\mathrm{l}_{-^{\mathrm{D}}}\check{\Re}$

ベ
$\mathrm{g}\mathrm{R}$

鬼 9 モデル 2における並列効果

6. 結言

今回、 非構造格子系向けに、 不完全分解による前処理においてスカラ処理と同–の収束性

を持つ並列化手法を開発した。その開発にあたって、並列ブロック化開始点の選定方法とブ

ロツク化方法は手法上で独立に考えて良いことが判明した。 そして、 提案方式を適用した

HITACHI SR8000 (1 ノード 8CPU) を使用しての数値実験結果では、並列効果において実

測値と理論値がよく –致し、次元数が大きくなると約 7倍の並列効果が得られた。
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